
LIE-GRUPPEN UND HOMOGENE RÄUME

THILO KUESSNER

1. Topologie von Matrix-Gruppen

Für die Grundbegriffe aus der Theorie differenzierbarer Mannigfaltigkeiten ver-
weisen wir auf den Anhang Abschnitt 7.2.

1.1. Lie-Gruppen.

1.1.1. Definition.

Definition 1. Eine Lie-Gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G, auf
der eine Gruppenstruktur definiert ist, mit der die Gruppenmultiplikation

m : G×G→ G

und die Inversenbildung

i : G→ G

differenzierbare Abbildungen sind.

Hierbei ist die Differentialstruktur auf G×G diejenige, die durch die Produkte
der Karten gegeben ist.

Lemma 1. Wenn G eine Lie-Gruppe ist, dann sind für jedes g ∈ G die Linksmul-
tiplikation

lg : G→ G

und die Rechtsmultiplikation

rg : G→ G

differenzierbare Abbildungen.

1.1.2. Die allgemeine lineare Gruppe. Wir werden im folgenden Mat(n,R) mit

der durch die Identifizierung Mat(n,R) = Rn2

gegebenen Topologie und alle Un-
terräume mit der Unterraumtopologie betrachten. Eine Folge von Matrizen An kon-
vergiert also genau dann gegen A, wenn alle Einträge von An gegen die entsprechen-
den Einträge von A konvergieren.

Beispiel 1 Allgemeine lineare Gruppe
Die allgemeine lineare Gruppe

GL(n,R) = {A ∈Mat(n,R) : det(A) 6= 0}
ist eine Lie-Gruppe.

Tatsächlich ist sie als offene Teilmenge von Rn2

eine n2-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Die Multiplikation ist differenzierbar, weil jeder
Eintrag von AB ein Polynom in den Einträgen von A und den
Einträgen von B ist. Die Inversion ist differenzierbar, weil nach
der Cramerschen Regel jeder Eintrag von A−1 der Quotient aus
der Determinante einer Untermatrix und der Determinante von A
ist und beide sind Polynome in den Einträgen von A.
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Beispiel 2 Allgemeine lineare Gruppe über C

Die allgemeine lineare Gruppe

GL(n,C) = {A ∈Mat(n,C) : det(A) 6= 0}
ist eine Lie-Gruppe und eine abgeschlossene Untergruppe vonGL(2n,R).

Der Beweis der ersten Behauptung ist natürlich völlig analog
zum vorhergehenden Beispiel. Für die zweite Behauptung beobachtet
man, dass eine R-lineare Abbildung Cn → Cn genau dann C-linear
ist, wenn sie mit der Multiplikation mit i kommutiert. Letztere
ist gegeben durch die Blockmatrix J , deren diagonale 2× 2-Blöcke
jeweils (

0 −1
1 0

)

sind. Man kann GL(n,C) also definieren durch die Gleichung AJ =
JA. Explizit entspricht GL(n,C) denjenigen 2n × 2n-Matrizen,
deren 2 × 2-Blöcke von der Form(

rij cosφij −rij sinφij

rij sinφij rij cosφij

)

sind.

Weil GL(n,R) und GL(n,C) offene Teilmengen von Mat(n,R) bzw. Mat(n,C)
sind, sind insbesondere ihre Tangentialräume mit Mat(n,R) bzw. Mat(n,C) zu
identifizieren.

Definition 2. Eine Matrix-Gruppe ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,C)
für ein n ∈ N.

Wegen Beispiel 2 ist dies äquivalent dazu, dass die Gruppe eine abgeschlossene
Untergruppe von GL(n,R) für ein n ∈ N ist.

Lemma 2. Wenn G eine Matrix-Gruppe ist, dann sind die Differentiale der Links-
und Rechtsmultiplikation mit g ∈ G gegeben durch

DAlg(B) = gB,DArg(B) = Bg.

Insbesondere ist TAG das Bild von T1G unter D1lA.

Beweis: Der Tangentialraum von GL(n,R) in A ist Mat(n,R), eine Matrix
B ∈Mat(n,R) wird dabei repräsentiert durch die Kurve A+tB, die für hinreichend
kleine t in GL(n,R) verbleibt. Damit erhalten wir

DAlg(B) =
d

dt
|t=0g(A+ tB) = gB,

analog für die Rechtsmultiplikation. QED

1.1.3. Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe.

Beispiel 3 Die spezielle lineare Gruppe

SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : det(A) = 1}
und

SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) : det(A) = 1}
sind Lie-Gruppen, ihre Tangentialräume in 1 bestehen aus allen
(reellen oder komplexen) Matrizen der Spur 0.

Wir beweisen dies für den reellen Fall, der Beweis im komplexen
Fall ist völlig analog.
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Aus dem Entwicklungssatz von Laplace folgt, dass die partielle
Ableitung von det nach aij gerade (−1)i+jdet(Aij) ist, wobei Aij

die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entste-
hende Matrix ist. Das selbe gilt natürlich auch für die partiellen
Ableitungen von (det− 1).

Damit ist (det − 1) in jedem Punkt von SL(n,R) eine Submer-
sion, denn aus det(Aij) = 0 für alle i, j würde mit dem Entwick-
lungssatz det(A) = 0 folgen.

Mithin ist SL(n,R) eine (n2−1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Als Einschränkungen differenzierbarer Abbildungen sind Multi-

plikation und Inversion natürlich wieder differenzierbar.
Den Tangentialraum in 1 berechnen wir mit Satz 19, also als

Kern des Differentials von (det− 1) in 1.
Sei eij die Matrix, die an der Stelle (i, j) den Eintrag 1 und

überall sonst den Eintrag 0 hat. Dann ist

d

dt
|t=0(det(1 + teij) − 1) = δij .

Für eine beliebige Matrix B =
∑

i,j bijeij erhalten wir damit

d

dt
|t=0(det(1 + tB) =

∑

i,j

bijδij = Spur(B).

Also besteht der Tangentialraum in 1 aus allen Matrizen der Spur
0.

Satz 1. (Satz von Cartan) Abgeschlossene Untergruppen einer Lie-Gruppe sind
Untermannigfaltigkeiten und damit Lie-Gruppen.

Beweis: Einen Beweis findet man in Elie Cartan: La théorie des groupes finis
et continus et l’Analysis Situs. Mémorial Sc. Math. XLII, pp. 1-61 (1930) oder

für Matrixgruppen bereits in John von Neumann: Über die analytischen Eigen-
schaften von Gruppen linearer Transformationen und ihrer Darstellungen. Math.
Z. 30 (1929), no. 1, 3-42. Weil wir den allgemeinen Beweis hier nicht ausführen
wollen, geben wir im Folgenden für die uns interessierenden Beispiele einen direkten
Beweis. QED

Beispiel 4 Orthogonale und unitäre Gruppen
Die orthogonale Gruppe

O(n) =
{
A ∈ GL(n,R) : AAT = 1

}

ist eine Lie-Gruppe mit Tangentialraum

T1O(n) =
{
H ∈Mat(n,R) : H +HT = 0

}
.

Zum Beweis betrachten wir die durch

f(A) = ((AAT )ij − δij)1≤i≤j≤n

definierte Abbildung

f : Mat(n,R) → R
n(n+1)

2 ,

deren Kern gerade O(n) ist, denn wegen der Symmetrie von AAT

genügt es, die Bedingung (AAT )ij = δij für i ≤ j nachzuprüfen.
Durch Differenzieren von f erhält man

DBf(H) = HBT +BHT .
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Für ein Paar (i, j) betrachten wir die Matrix K, deren Einträge an
den Stellen (i, j) und (j, i) jeweils 1 und sonst alle 0 sind. Dann ist
für B ∈ O(n)

DBf(KB) = KBBT +BBTKT = K +KT = 2δij .

Damit liegen alle Basisvektoren δij im Bild von DBf , womit dieses
Differential surjektiv ist. Mithin ist O(n) eine Mannigfaltigkeit
und man prüft leicht nach, dass es unter den Gruppenoperationen
abgeschlossen ist. Die Formel für den Tangentialraum T1O(n) folgt
aus

D1f(H) = H +HT .

Analog beweist man, dass die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n) =
{
A ∈ GL(n,R) : AAT = 1, det(A) = 1

}

eine Lie-Gruppe mit Tangentialraum

T1O(n) =
{
H ∈Mat(n,R) : H +HT = 0, Spur(H) = 0

}
,

die unitäre Gruppe

U(n) =
{
A ∈ GL(n,C) : AA

T
= 1

}

eine Lie-Gruppe mit Tangentialraum

T1U(n) =
{
H ∈Mat(n,C) : H +H

T
= 0
}
,

und die spezielle unitäre Gruppe

SU(n) =
{
A ∈ GL(n,C) : AA

T
= 1, det(A) = 1

}

eine Lie-Gruppe mit Tangentialraum

T1O(n) =
{
H ∈Mat(n,C) : H +H

T
= 0, Spur(H) = 0

}

ist.

Beispiel 5 Indefinite orthogonale und unitäre Gruppen
Für ganze Zahlen p, q > 0 mit p+ q = n sei

Ip,q = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

)

die Diagonalmatrix mit p bzw. q Einträgen 1 und −1. Dann
definieren wir

O(p, q) =
{
A ∈ GL(n,R) : AIp,qA

T = Ip,q

}

und

U(p, q) =
{
A ∈ GL(n,R) : AIp,qA

T
= Ip,q

}
,

sowie

SO(p, q) = O(p, q) ∩ SL(n,R) und SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(n,C).

Analog zu Beispiel 4 erhalten wir

T1O(p, q) =
{
H ∈Mat(n,R) : HT Ip,q + Ip,qH = 0

}

und

T1U(p, q) =
{
H ∈Mat(n,R) : H

T
Ip,q + Ip,qH = 0

}
,

sowie

T1SO(p, q) = T1O(p, q) ∩ T1SL(n,R) und T1SU(p, q) = T1U(p, q) ∩ T1SL(n,C).
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1.2. Topologie klassischer Lie-Gruppen.

1.2.1. Kompaktheit.

Satz 2.

O(n), SO(n), U(n), SU(n)

sind kompakt,

GL(n,R), SL(n,R), GL(n,C), SL(n,C)

sowie für p, q ≥ 1

O(p, q), SO(p, q), U(p, q), SU(p, q)

sind nicht kompakt.

Beweis: Die Spalten einer orthogonalen Matrix haben Norm 1 und stehen

senkrecht aufeinander, mithin hat die gesamte Matrix als Element von Rn2

die
Norm

√
n. Insbesondere bilden die orthogonalen Matrizen eine beschränkte Teil-

menge und als Lösungsmenge polynomieller Gleichungen in den Einträgen auch

eine abgeschlossene Teilmenge von Rn2

, woraus Kompaktheit folgt. Ähnlich be-
weist man die Kompaktheit von SO(n), U(n) und SU(n).
SL(n,R) und alle sie enthaltenden Gruppen enthalten beispielsweise die Folge

der Diagonalmatrizen diag(m, 1, 1, . . . , 1, 1
m ), die nicht beschränkt ist und keine

konvergente Teilfolge enthält.

SO(1, 1) besteht aus Matrizen der Form

(
cosh t sinh t
− sinh t cosh t

)
, die ebenfalls eine

unbeschränkte Menge bilden. Damit können weder SO(1, 1) noch die sie enthal-
tenden Gruppen O(p, q), SO(p, q), U(p, q), SU(p, q) kompakt sein.

QED

1.2.2. Zusammenhang.

Satz 3. GL(n,R) und O(n) sind nicht wegzusammenhängend,

SL(n,R), GL(n,C), SL(n,C), SO(n), U(n), SU(n)

sind wegzusammenhängend.

Beweis: Die Determinante ist eine stetige Funktion, weshalb sich zum Beispiel 1
und die Diagonalmatrix diag(−1, 1, . . . , 1) in GL(n,R) oder O(n) nicht durch einen
stetigen Weg verbinden lassen, denn entlang diesem änderte sich die Determinante
stetig von 1 zu −1, wobei sie nach dem Zwischenwertsatz den Wert 0 durchlaufen
müßte.

Wir beweisen jetzt, dass SO(n) wegzusammenhängend ist. Für n = 2 zeigt
Lemma 78, dass jede Matrix von der Form

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)

ist. SO(2) ist also homöomorph (mit etwas mehr Arbeit sogar diffeomorph) zum
Kreis und damit wegzusammenhängend. Insbesondere lässt sich in SO(n) jede Ma-
trix der Form B−1RB mit R ∈ SO(2) ⊂ SO(n) durch einen stetigen Weg mit der
Einheitsmatrix 1 verbinden. Dies gilt dann auch für Produkte dieser Drehungen.
Nach Lemma 79 lässt sich aber jede Matrix aus SO(n) als Produkt von Drehma-
trizen darstellen und somit durch einen stetigen Weg mit 1 verbinden.
SL(n,R) ist homotopieäquivalent zu SO(n) und damit ebenfalls wegzusam-

menhängend. Dies folgt aus der Polarzerlegung (Lemma 76), mit der man jede
Matrix aus GL(n,R) auf eindeutige Weise als Produkt aus einer Matrix aus O(n)
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und einer positiv definiten, symmetrischen Matrix zerlegen kann. Die positiv def-
initen Matrizen, symmetrischen Matrizen bilden einen kontrahierbaren Raum mit
der Homotopie zwischen Identität und konstanter Abbildung gegeben durch

Ht(P ) = t1 + (1 − t)P.

Die Polarzerlegung liefert also eine Deformationsretraktion von GL(n,R) auf O(n).
Entsprechend bekommen wir mit Lemma 76 eine Deformationsretraktion von

SL(n,R) auf SO(n), wobei die Homotopie hier durch

Ht(P ) =
t1 + (1 − t)P

det(t1 + (1 − t)P )

definiert wird.
Wir beweisen jetzt, dass U(n) wegzusammenhängend ist. Das ergibt sich mit im

Prinzip demselben, aber einfacheren Beweis wie bei SO(n): jede Matrix aus U(n)
ist konjugiert zu einer Diagonalmatrix der Form




eiφ1 0 . . . 0
0 eiφ2 . . . 0

. . .
0 0 . . . eiφn


 ,

die sich durch die Homotopie Ht(φ1, . . . , φn) = (tφ1, . . . , tφn) in die Einheitsmatrix
überführen lässt.

Aus einem ähnlichen Grund ist SU(n) wegzusammenhängend. Hier hat man als
zusätzliche Bedingung an die Matrix die Gleichung φ1 + . . .+φn = 0 und diese gilt
dann aber automatisch auch für (tφ1, . . . , tφn).
GL(n,C) ist homotopieäquivalent zu U(n), dies sieht man wieder mit der Po-

larzerlegung (Lemma 77) von Matrizen in GL(n,C) als Produkt aus einer unitären
und einer positiv definiten, hermiteschen Matrix. Die Einschränkung dieser Defor-
mationsretraktion auf SL(n,C) gibt (nach Division durch die Determinante) wieder
eine Homotopieäquivalenz zwischen SL(n,C) und SU(n), womit SL(n,C) ebenfalls
wegzusammenhängend ist. QED

1.2.3. Beziehungen zwischen kompakten Lie-Gruppen. Die Reihen kompakter Grup-
pen

O(1) = Z/2Z, O(2), O(3), O(4), . . .

SO(1) = 1, SO(2), SO(3), SO(4), . . .

U(1) = S1, U(2), U(3), . . .

SU(1) = 1, SU(2), SU(3), . . .

sind in Mathematik und Physik von großer Bedeutung. In diesem Abschnitt geht
es um Beziehungen zwischen unterschiedlichen Gruppen aus diesen Reihen.

Lemma 3. Man hat Diffeomorphismen

O(n) ∼= SO(n) × S0, U(n) ∼= SU(n) × S1.

Beweis: Jede Matrix A ∈ U(n) lässt sich eindeutig zerlegen als A = BC mit
C = diag(det(A), 1, . . . , 1) und B = AC−1, wobei B ∈ SU(n) und det(A) ∈ S1.
Entsprechend bekommt man eine Zerlegung für A ∈ O(n) mit B ∈ SO(n) und
det(A) ∈ S0. QED

Dagegen gibt es zwischen orthogonalen und unitären Gruppen Beziehungen nur
in niedrigen Dimensionen.
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Lemma 4. Es gibt einen Isomorphismus

U(1) ∼= SO(2).

Beweis: Wir haben

U(1) =
{
(eiφ) : φ ∈ R/2πZ

}

und mit Lemma 78

SO(2) =

{(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
: φ ∈ R/2πZ

}
.

Aus den Additionstheoremen für Winkelfunktionen ergibt sich, dass die Bijektion

(eiφ) →
(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)

ein Homomorphismus ist. QED

Die einfachsten nicht-abelschen Lie-Gruppen sind SU(2) und SO(3), die eng
miteinander zusammenhängen.

Proposition 1. Es gibt einen surjektiven Homomorphismus

Ad : SU(2) → SO(3)

mit ker(Ad) = {1,−1}.
Beweis: Der Beweis verwendet in einem konkreten Spezialfall zahlreiche der

später allgemein einzuführenden Konzepte aus der Theorie der Lie-Gruppen.
Wir skizzieren zunächst die hinter dem Beweis stehenden allgemeinen Konzepte

und werden sie dann in diesem Spezialfall ausführen. Allgemein hat man zu einer
Lie-Gruppe G stets eine sogenannte Lie-Algebra g, die als Vektorraum einfach der
Tangentialraum im neutralen Element ist. Im Fall G = SU(2) hat man also

su(2) =
{
X ∈Mat(2,C) : X +X

T
= 0, Spur(X) = 0

}
.

Es gibt dann allgemein die sogenannte adjungierte Wirkung, einen Homomorphis-
mus

Ad : G→ GL(g),

im Fall des dreidimensionalen Vektorraums su(2) also

Ad : SU(2) → GL(3,R).

Im Fall von Matrizengruppen ist diese adjungierte Wirkung einfach durchAd(A)(X) =
AXA−1 gegeben und ihre Ableitung ist ad(A)(Y ) = [A, Y ] = AY A−1Y −1. Weit-
erhin gibt es auf jeder Lie-Algebra die sogenannte Killing-Form, eine symmetrische
Bilinearform, die unter der adjungierten Wirkung invariant ist. Im Fall kom-
pakter Lie-Gruppen ist das Negative dieser symmetrischen Bilinearform sogar ein
Skalarprodukt. Wenn wir mit dem Gram-Schmidt-Verfahren eine orthonormale Ba-
sis bzgl. dieses Skalarproduktes wählen, dann ist in dieser Basis eine das Skalarpro-
dukt erhaltende Abbildung durch eine Matrix aus SO(3) repräsentiert. Wir erhal-
ten also einen Homomorphismus

Ad : SU(2) → SO(3).

Wir werden dann noch beweisen müssen, dass Ad surjektiv ist und der Kern nur
aus ±1 besteht.

Wir führen den Beweis jetzt im Detail durch. Wir betrachten den Vektorraum

su(2) =
{
X ∈Mat(2,C) : X +X

T
= 0, Spur(X) = 0

}
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mit der ”Killing-Form”

〈X,Y 〉 = 4 Spur(XY ).

Weil die Spur eine lineare Abbildung ist, ist die Killing-Form bilinear. Wegen

Spur(XY ) = Spur(Y X) ist sie auch symmetrisch. Aus X + X
T

= 0 folgt, dass

die Eigenwerte λ1, λ2 von X ∈ su(2) die Gleichung λk + λk = 0 erfüllen, also rein
imaginär sind und demzufolge negative Quadrate haben. Insbesondere ist

〈X,X〉 = 4Spur(X2) = λ2
1 + λ2

2 < 0.

Die Killing-Form ist also negativ definit und die symmetrische Bilinearform

B(X,Y ) := −4Spur(XY )

ist ein Skalarprodukt.
Wir betrachten nun die durch

Ad(A) : X → AXA−1

für A ∈ SU(2), X ∈ su(2) definierte Wirkung der Gruppe SU(2) auf dem 3-
dimensionalen Vektorraum su(2). Wir bemerken, dass diese tatsächlich su(2) auf

sich abbildet, denn aus X +X
T

= 0 und AA
T

= 1 folgt

AXA−1+AXA−1
T

= AXA−1+(A
T
)−1XA

T
= AXA−1+AXA−1 = A(X+X

T
)A−1 = 0

und aus Spur(X) = 0 folgt Spur(AXA−1) = 0.
Wir beobachten, dass die Wirkung von Ad das Skalarprodukt B invariant lässt.

Dies folgt aus

B(Ad(A)X,Ad(A)Y ) = B(AXA−1, AY A−1) = −4 Spur(AXA−1AY A−1)

= −4Spur(AXYA−1) = −4Spur(XY ) = B(X,Y ).

Somit erhalten wir nach Wahl einer Orthonormalbasis Ad(A) ∈ SO(3). (Unter-
schiedliche Basen geben durch einen Basiswechsel konjugierte Darstellungen.) Die
so definierte Abbildung

Ad : SU(2) → SO(3)

ist offensichtlich ein Homomorphismus.
Sei A ∈ ker(Ad), d.h. Ad(A) = 1. Dann gilt Ad(A)(X) = X für alle X ∈

su(2). Wegen Ad(A)(X) = AXA−1 bedeutet das, dass A =

(
z1 z2
−z2 z1

)
mit

allen Matrizen X ∈ su(2) kommutiert, insbesondere auch mit

(
i 0
0 −i

)
, woraus

durch Nachrechnen z2 = 0 folgt. Weiterhin muss A mit

(
0 1
−1 0

)
kommutieren,

woraus z1 = z1 folgt. Zusammen mit ‖ z1 ‖2=‖ z1 ‖2 + ‖ z2 ‖2= 1 folgt daraus
z1 = ±1. Also besteht der Kern von Ad nur aus den Matrizen 1 und −1.

Um die Surjektivität zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass das Bild von Ad offen
und abgeschlossen ist - weil SO(3) zusammenhängend ist, muss das Bild dann ganz
SO(3) sein.

Weil SU(2) kompakt ist, ist auch sein Bild unter Ad kompakt und damit jeden-
falls eine abgeschlossene Teilmenge von SO(3).

Um die Offenheit des Bildes zu sehen, zeigen wir dass Ad ein lokaler Diffeo-
morphismus ist. Man kann nachrechnen, dass das Differential von Ad : SU(2) →
SO(su(2)) in 1 die durch

ad(A)(X) := [A,X ] = AXA−1X−1

gegebene lineare Abbildung

ad : su(2) → so(su(2))
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ist. Diese Abbildung lässt sich in einer Basis des 3-dimensionalen Vektorraumes
su(2) explizit berechnen und sie hat insbesondere det(ad) 6= 0, womit also Ad ein
lokaler Diffeomorphismus in 1 ist. Die Berechnung des Differentials von Ad in einem
beliebigen g ∈ SU(2) lässt sich mittels Linkstranslation lg auf die in 1 zurückführen
und hat dann also ebenfalls von 0 verschiedene Determinante. QED

Weil SU(2) nach Korollar 21 die 3-dimensionale Sphäre und insbesondere einfach
zusammenhängend ist, folgt daraus π1SO(3) = Z/2Z. Aus der Faserung

SO(n− 1) → SO(n) → Sn−1

bekommt man dann mit π1S
n−1 = 0 durch vollständige Induktion, dass für alle

n ≥ 3

π1SO(n) = Z/2Z

gilt. Die universelle Überlagerung von SO(n) ist die sogenannte Spin-Gruppe
Spin(n). Insbesondere ist also Spin(3) = SU(2).

1.3. Exponential von Matrizen.

Proposition 2. Für jede Matrix A ∈Mat(m,C) konvergiert die Reihe

∞∑

n=0

1

n!
An

in Mat(m,C).

Beweis: Bekanntlich konvergiert für x ∈ R die Reihe
∑∞

n=0
1
n!x

n gegen ex,
insbesondere bilden die Partialsummen eine Cauchy-Folge.

Wir verwenden eine beliebige vollständige Norm auf Mat(m,C), beispielsweise

‖ A ‖= (
∑

1≤i,j≤n

‖ aij ‖2)
1
2 .

Um Konvergenz in dieser Norm zu beweisen, genügt es zu überprüfen, dass die
Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden.

Weil die e‖A‖ definierende Potenzreihe konvergiert gibt es zu jedem ǫ > 0 ein
N ∈ N mit

l∑

n=k

1

n!
‖ A ‖n< ǫ

für alle k, l > N . Mit der Dreiecksungleichung und der Submultiplikativität der
Norm folgt daraus

‖
l∑

n=k

1

n!
An ‖< ǫ

für alle k, l > N . Die Partialsummen bilden also eine Cauchy-Folge, woraus wegen
der Vollständigkeit der Norm Konvergenz folgt. QED

Definition 3. Das Exponential eA oder exp(A) einer Matrix A ∈Mat(n,C) wird
definiert durch

eA :=
∞∑

n=0

1

n!
An ∈Mat(n,C).
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Beispiel 6 Exponential von Diagonalmatrizen
Das Exponential einer Diagonalmatrix

A =




λ1 0 0
0 λ2 . . . 0
. . . 0
0 0 λn




ist die Diagonalmatrix

eA =




eλ1 0 0
0 eλ2 . . . 0
. . . 0
0 0 eλn


 .

Beispiel 7 Exponential diagonalisierbarer Matrizen
Sei A eine diagonalisierbare Matrix, also A = BDB−1 mit einer

Diagonalmatrix D und einer invertierbaren Matrix B ∈ GL(n,C).
Dann ist

eA = BeDB−1,

denn für jedes n ∈ N gilt (BDB−1)n = BDnB−1.

Beispiel 8 Exponential von Dreiecksmatrizen
Sei A eine Dreiecksmatrix, d.h. alle Einträge aij mit i > j seien

Null. Dann ist eA ebenfalls eine Dreiecksmatrix, weil dies für alle
An mit n ≥ 0 gilt.

Weiterhin sind die Diagonaleinträge von eA gerade die Expo-
nentialfunktionen der Diagonaleinträge von A, denn die Diago-
naleinträge der n-ten Potenzen sind die n-ten Potenzen der Di-
agonaleinträge von A.

Beispiel 9 Exponential in SO(1, 1)
Für

A =

(
0 t
t 0

)

ist

exp(A) =

(
cosh(t) sinh(t)
sinh(t) cosh(t)

)
.

Insbesondere ist

exp : T1SO(1, 1) → SO(1, 1)

surjektiv.

Beispiel 10 Exponential in SO(2)
Für

A =

(
0 t
−t 0

)

ist

exp(A) =

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
.

Insbesondere ist

exp : T1SO(2) → SO(2)

surjektiv.
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Beispiel 11 Nicht-Surjektivität der Exponentialabbildung
Es gibt keine Matrix A ∈Mat(2,R) mit

exp(A) =

(
−1 −1
0 −1

)
.

Tatsächlich könnte wegen Beispiel 7 eine solche Matrix A nicht di-
agonalisierbar sein, müsste also einen doppelten Eigenwert λ haben.
Dieser Eigenwert wäre notwendig reell, weil die komplexen Eigen-
werte einer reellen Matrix in komplex konjugierten Paaren kommen.
Mit Beispiel 8, angewandt auf die Jordansche Normalform von A,
sehen wir, dass eλ ein doppelter Eigenwert von exp(A) ist. Aus
λ ∈ R folgt aber eλ > 0 und insbesondere eλ 6= −1.

Lemma 5. Für A ∈Mat(n,C) ist

d

dt
|t=0e

tA = A.

Beweis: Potenzreihen können in ihrem Konvergenzkreis summandenweise dif-
ferenziert werden. etA ist eine Potenzreihe in der Variablen t ∈ R und aus Proposition 2
folgt, dass der Konvergenzkreis von

∑∞
n=0

An

n! t
n ganz R ist. QED

Lemma 6. Für A ∈Mat(n,C) ist

Det(eA) = eSpur(A).

Beweis: Wenn die Behauptung für eine Matrix A zutrifft, dann gilt sie we-
gen Beispiel 7 auch für jede ähnliche Matrix. Es genügt also, die Behauptung für
Matrizen in Jordanscher Normalform nachzuprüfen. Seien d1, . . . , dn die Diago-
naleinträge einer Matrix in Jordanscher Normalform, dann ist Spur(A) = d1 +
. . .+ dn. Andererseits folgt aus Beispiel 8, dass das Exponential der Jordan-Form
eine Dreiecksmatrix mit Diagonaleinträgen ed1 , . . . , edn ist. Insbesondere ist die
Determinante ed1 . . . edn , woraus die Behauptung folgt. QED

Lemma 7. Wenn für Matrizen A,B ∈Mat(n,C)

AB = BA

gilt, dann ist

eA+B = eAeB.

Beweis: Die Idee ist, dass wir wegen AB = BA die binomische Formel auf
Potenzen von A+B anwenden können. Insbesondere ist

eA+B =

∞∑

n=0

1

n!
(A+B)n =

∞∑

n=0

n∑

k=0

Ak

k!

Bn−k

(n− k)!
.

Um zu beweisen, dass die eA+B definierende Konvergenzreihe gegen das Produkt
eAeB konvergiert, schätzen wir die Differenz aus der 2m-ten Partialsumme von
eA+B und dem Produkt der m-ten Partialsummen von eA und eB ab und erhalten

‖
2m∑

n=0

1

n!
(A+ B)n −

m∑

k=0

1

k!
Ak

m∑

l=0

1

l!
Bl ‖=‖

∑

k+l=2m,k>m oder l>m

Ak

k!

Bl

l!
‖

≤
∑

k+l=2m,k>m oder l>m

‖ A ‖k

k!

‖ B ‖l

l!
.
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Weil
∑2m

k=m+1
‖A‖k

k! und
∑2m

l=m+1
‖A‖l

l! Nullfolgen und die Reihen insgesamt absolut
konvergent sind, ist auch

∑

k+l=2m,k>m oder l>m

‖ A ‖k

k!

‖ B ‖l

l!

eine Nullfolge. QED

Korollar 1. Für jede Matrix A ∈Mat(n,C) ist eA invertierbar mit

(eA)−1 = e−A.

Beweis: Das folgt aus Lemma 7 mit B = −A. QED

Proposition 3. Die Abbildung

exp : Mat(n,C) → GL(n,C)

ist ein lokaler Diffeomorphismus einer Umgebung von 0 auf eine Umgebung von 1.

Beweis: Aus Lemma 5 folgt D0exp = id, insbesondere ist D0exp eine Bijek-
tion. QED

Lemma 8. Für A ∈Mat(m,C) mit ‖ A− 1 ‖< 1 konvergiert die Reihe

log(A) =

∞∑

m=1

(−1)m+1

m
(A− 1)m

und es gilt elog(A) = A.

Beweis: Die Reihe konvergiert absolut, denn

∞∑

m=1

‖ (−1)m+1

m
(A− 1)m ‖=

∞∑

m=1

‖ 1

m
(A− 1)m ‖

wird majorisiert von der geometrischen Reihe
∑∞

m=1 ‖ (A − 1) ‖m, die wegen
‖ A− 1 ‖< 1 konvergiert.

Wir zeigen jetzt elog(A) = A. Das ist klar für Diagonalmatrizen und damit auch
für diagonalisierbare Matrizen.

Aus dem Satz über die Jordansche Normalform folgt, dass es zu jeder Matrix
A eine Folge diagonalisierbarer Matrizen mit limk→∞ Ak = A gibt. Beispielsweise
ist ein Jordan-Block der Größe n mit Eigenwert λ der Grenzwert der Folge Ak

von Matrizen mit Diagonaleinträgen λ, λ+ 1
k , . . . , λ+ n−1

k und Einsen direkt über
der Diagonale sowie Nullen sonst. Diese Matrix hat charakteristisches Polynom
(x − λ) . . . (x − (λ + n−1

k )) und demzufolge n verschiedene Eigenwerte, ist also
diagonalisierbar.

Aus der gleichmäßigen absoluten Konvergenz folgt insbesondere die Stetigkeit
des Logarithmus und der Exponentialfunktion. Mithin überträgt sich elog(A) = A
auch auf Grenzwerte diagonaliserbarer Matrizen, mithin auf beliebige Matrizen.
QED

Lemma 9. Für alle A,B ∈Mat(m,C) gilt

eA+B = lim
n→∞

(e
A
n e

B
n )n.
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Beweis: Wir multiplizieren die Reihen für e
A
n und e

B
n und erhalten

e
A
n e

B
n = 1 +

A

n
+
B

n
+O(

1

n2
).

Insbesondere ist

‖ eA
n e

B
n − 1 ‖2= O(

1

n2
).

Andererseits folgt aus der Definition des Logarithmus

logX − (X − 1) = O(‖ X − 1 ‖)2

und insbesondere

log e
A
n e

B
n − (e

A
n e

B
n − 1) = O(‖ eA

n e
B
n − 1 ‖2) = O(

1

n2
).

Zusammen mit der ersten Gleichung gibt das nun

‖ log e
A
n e

B
n − (

A

n
+
B

n
) ‖= O(

1

n2
),

woraus

‖ n log e
A
n e

B
n − (A+B) ‖= O(

1

n
)

und mithin

lim
n→∞

n log e
A
n e

B
n = A+B,

also

lim
n→∞

(e
A
n e

B
n )n = eA+B

folgt. QED

1.4. Lie-Algebra von Matrixgruppen.

Definition 4. Für eine abgeschlossene Untergruppe G ⊂ GL(N,C) definieren wir
ihre Lie-Algebra durch

g =
{
A ∈Mat(n,C) : etA ∈ G ∀ t ∈ R

}
.

Beispiel 12 Lie-Algebra der speziellen linearen Gruppe
Für G = SL(n,C) ist

sl(n,C) = {A ∈Mat(n,C) : Spur(A) = 0} .
Einerseits folgt ausA ∈ sl(n,C), also Spur(A) = 0, mit Lemma 6

dass

det(etA) = eSpur(tA) = et Spur(A) = 1,

also etA ∈ SL(n,C) für alle t ∈ R.
Umgekehrt folgt aus etA ∈ SL(n,C), also det(etA) = 1, mit

derselben Formel dass

Spur(tA) ∈ 2πiZ

gelten muss. Aus Spur(A) = 2kπi folgt aber Spur(tA) = 2tkπi
und weil das für alle t ∈ R ein ganzzahliges Vielfaches von 2πi sein
soll, muss k = 0 sein. Mithin ist A ∈ sl(n,C).

Beispiel 13 Lie-Algebra der unitären Gruppe
Für G = U(n) ist

u(n) =
{
A ∈Mat(n,C) : A+A

T
= 0
}
.
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Einerseits folgt aus A ∈ u(n), also A
T

= −A, dass tAtA
T

=

−t2A2 = tA
T
tA und demzufolge mit Lemma 7 dass

etAetA
T

= etAetA
T

= et(A+A
T

) = e0 = 1,

also etA ∈ U(n) für alle t ∈ R.
Wenn umgekehrt etA ∈ U(n), also

etA
T

= etA
T

= (etA)−1 = e−tA

für alle t ∈ R gilt, dann erhält man durch Ableiten nach t in 0 mit
Lemma 5 dass

A
T

= −A,
mithin A ∈ u(n).

Aus den Beweisen der letzten beiden Beispielen ergeben sich auch die Lie-Algebren
für SL(n,R), O(n), SO(n) und SU(n).

Definition 5. Eine (abstrakte) Lie-Algebra ist ein Vektorraum V mit einer bilin-
earen Verknüpfung

[., .] : V × V → V,

die die folgenden Bedingungen erfüllt: (i) für alle X,Y ∈ V gilt

[X,Y ] + [Y,X ] = 0,

(ii) für alle X,Y, Z ∈ V gilt

[[X,Y ] , Z] + [[Y, Z] , X ] + [[Z,X ] , Y ] = 0.

Bedingung (i) heißt Antikommutativität und Bedingung (ii) die Jacobi-Identität.

Definition 6. Für Matrizen A,B ∈ Mat(n,R) definieren wir ihren Kommutator
[A,B] ∈Mat(n,R) durch

[A,B] = AB −BA.

Lemma 10. Für A,B ∈Mat(n,R) ist

[A,B] =
d

dt
|t=0(e

tABe−tA).

Beweis: Das erhält man unmittelbar durch Ausmultiplizieren und Ableiten in
t = 0. QED

Lemma 11. Für eine Matrixgruppe G ⊂ GL(n,R) ist ihre Lie-Algebra g mit dem
Kommutator [., .] eine abstrakte Lie-Algebra.

Beweis: Wir prüfen zunächt nach, dass g ein Vektorraum ist. Die Implikation
A ∈ R ⇒ tA ∈ R für alle t ∈ R ergibt sich unmittelbar aus Definition 4. Für die
Abgeschlossenheit unter Summenbildung betrachte A,B ∈ g. Dann ist für jedes

t ∈ R und jedes m ∈ N mit e
tA
m ∈ G und e

tB
m ∈ G auch die Potenz

(e
tA
m e

tB
m )m ∈ G.

Weil G eine abgeschlossene Untergruppe ist und nach Lemma 7

et(A+B) = lim
m→∞

(e
tA
m e

tB
m )m

gilt, ist et(A+B) ∈ G für alle t ∈ R und mithin A+B ∈ g.
Wir beweisen jetzt, dass g abgeschlossen unter Bildung von Kommutatoren ist.

Seien also A,B ∈ g. Dann ist etABe−tA ∈ g wegen

es(etABe−tA) = etAesBe−tA ∈ G ∀ s ∈ R
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und mit

[A,B] =
d

dt
|t=0(e

tABe−tA)

folgt
[A,B] ∈ g.

Schließlich rechnet man leicht nach, dass der Kommutator bilinear ist und die
Bedingungen i),ii) aus Definition 5 erfüllt. QED

Beispiel 14 2-dimensionale Lie-Algebren
Man kann zeigen, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Lie-

Algebren (V, [., .]) mit V = R2 gibt:
- die abelsche Lie-Algebra mit [X,Y ] = 0 für alle X,Y ,
- die Lie-Algebra aff(R1) der Lie-Gruppe der affinen Abbildun-

gen. Für diese ist [e1, e2] = e1 und [e1, e1] = 0 = [e2, e2] .

Beispiel 15 Die Lie-Algebra sl(2,R).
Eine Basis von sl(2,R) ist gegeben durch

H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
.

Die Kommutatoren sind

[H,X ] = 2X, [H,Y ] = −2Y, [X,Y ] = H.

Definition 7. Ein Homomorphismus von Lie-Gruppen ist eine differenzierbare Ab-
bildung Φ: G→ H zwischen Lie-Gruppen G,H, so dass

Φ(g1g
−1
2 ) = Φ(g1)φ(g2)

−1

für alle g1, g2 ∈ G gilt.
Ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist eine lineare Abbildung φ : V → W

zwischen Lie-Algebren V,W , so dass

φ [v1, v2] = [φ(v1), φ(v2)]

für alle v1, v2 ∈ V gilt.

Lemma 12. Sei Φ: G→ H ein Homomorphismus von Matrix-Gruppen und φ : g →
h definiert durch

φ(X) =
d

dt
|t=0Φ(etX).

Dann ist φ ein Homomorphismus von Lie-Algebren und es gilt

Φ(eX) = eφ(X)

für alle X ∈ g.

Beweis: Sei X ∈ g. Nach Definition ist Φ(etX) eine 1-Parameter-Gruppe mit

d

dt
|t=0Φ(etX) = φ(X).

Aus Lemma 17 folgt, dass sie mit etφ(X) übereinstimmt. Insbesondere ist

Φ(eX) = eφ(X).

Die Linearitätsbedingung

sφ(X) = φ(sX)

für s ∈ R folgt durch Ableiten der Identität

etsφ(X) = Φ(etsX) = etφ(sX)

in t = 0.
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Die Gleichung
φ(X + Y ) = φ(X) + φ(Y )

folgt mit der Identität

etφ(X+Y ) = eφ(tX+tY ) = Φ(etX+tY ) = Φ( lim
n→∞

(e
tX
n e

tY
n )n)

= lim
n→∞

Φ(e
tX
n e

tY
n )n) = lim

n→∞
(Φ(e

tX
n )Φ(e

tY
n ))n

= lim
n→∞

(e
tφ(X)

n e
tφ(Y )

n )n = et(φ(X)+φ(Y ))

ebenfalls durch Ableiten in t = 0.
Um zu beweisen, dass φ mit Kommutatoren verträglich ist, benutzen wir dass

nach Lemma 10

[X,Y ] =
d

dt
|t=0(e

tXY e−tX)

gilt. Wir bemerken, dass aus

etφ(AXA−1) = Φ(A)etφ(X)Φ(A)−1

durch Ableiten in t = 0

φ(AXA−1) = Φ(A)φ(X)φ(A)−1

folgt und damit dann

φ([X,Y ]) = φ(
d

dt
|t=0(e

tXY e−tX))

d

dt
|t=0φ(etXY e−tX) =

d

dt
|t=0 Φ(etXφ(Y )Φ(e−tX)

=
d

dt
|t=0e

tφ(X)φ(Y )e−tφ(X) = [φ(X), φ(Y )] .

QED

2. Lie-Gruppen und ihre Lie-Algebren

Für die Grundbegriffe über Vektorfelder, Derivationen und Kommutatoren ver-
weisen wir auf den Anhang Abschnitt 7.3.

2.1. Lie-Algebra einer Lie-Gruppe.

2.1.1. Die Lie-Algebra links-invarianter Vektorfelder.

Definition 8. Ein Vektorfeld auf einer Lie-Gruppe G ist links-invariant, wenn

Xgh = Dlg(Xh)

für alle g, h ∈ G gilt.

Beispiel 16 Links-invariante Vektorfelder auf dem Rn

Ein Vektorfeld
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

auf dem Rn ist genau dann links-invariant, wenn a1, . . . , an kon-
stante Funktionen sind.

Beispiel 17 Links-invariante Vektorfelder auf dem Torus
Ein Vektorfeld

n∑

i=1

ai([x])
∂

∂xi

auf T n = Rn/Zn ist genau dann links-invariant, wenn a1, . . . , an

konstante Funktionen sind.
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Lemma 13. Der Vektorraum der links-invarianten Vektorfelder auf einer Lie-
Gruppe mit dem Kommutator ist eine abstrakte Lie-Algebra.

Beweis: lg ist ein Diffeomorphismus, wir können also Proposition 5 auf lg an-
wenden und erhalten, dass der Kommutator links-invarianter Vektorfelder wieder
links-invariant ist. Außerdem wissen wir bereits, dass der Kommutator von Vek-
torfeldern die Axiome einer abstrakten Lie-Algebra erfüllt. QED

Definition 9. Die Lie-Algebra g einer Lie-Gruppe G ist definiert als die Lie-
Algebra der links-invarianten Vektorfelder auf G.

Lemma 14. Sei G eine Lie-Gruppe. Dann gibt es einen Vektorraum-Isomorphismus

TeG ∼= g.

Beweis: X ∈ T1G entspricht dem links-invarianten Vektorfeld

Xg := (D1lg)X ∀g ∈ G.

QED

Definition 10. Eine 1-Parameter-Gruppe in einer Lie-Gruppe G ist eine Unter-
gruppe, die das Bild eines Homomorphismus Θ: R → G ist.

Beispiel 18 Sei G eine Matrix-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann
ist zu A ∈ g das Bild von Θ(t) = exp(tA) eine 1-Parameter-Gruppe
in G.

Lemma 15. Zu einem links-invarianten Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G gibt
es eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen mit

d

dt
|t=t0Φ(t, g) = X(Φ(t0, g))

für alle t0 ∈ R, g ∈ G.

Beweis: Nach dem Existenzsatz für gewöhnliche Differentialgleichungen gibt es
zu jedem g ∈ G ein ǫ > 0, so dass Φ(t, g) für |t |< ǫ definiert ist.

Aus der Links-Invarianz des Vektorfeldes ergibt sich aber, dass man für jedes g
dasselbe ǫ wählen kann. Daraus folgt die Fortsetzbarkeit des Flußes auf ganz R.
QED

Zu A ∈ g bezeichnen wir mit A das links-invariante Vektorfeld

A(g) = Delg(A).

Definition 11. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Exponentialabbil-
dung

exp : g → G

wird definiert durch

exp(A) := Φ1(1),

wobei Φt : G→ G der Fluß des links-invarianten Vektorfeldes A ist.

Lemma 16. Die Exponentialabbildung einer Lie-Gruppe ist ein lokaler Diffeomor-
phismus um 0.

Beweis: Aus der Definition folgt D0exp = Id. QED
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Lemma 17. Zu jedem Homomorphismus Θ: R → G gibt es ein eindeutiges A ∈ g,
so dass

Θ(t) = etA

für alle t ∈ R gilt.

Beweis: Zu einem Homomorphismus Θ betrachten wir A := Θ′(0). Für ein
festes s ∈ R folgt aus Θ(t+ s) = Θ(t)Θ(s), dass

Θ′(s) = Θ′(0)Θ(s) = AΘ(s)

ist. Nach dem Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differentialgleichungen hat diese
Differentialgleichung nur eine Lösung zum Anfangswert Θ(0) = 1 und diese ist
Θ(t) = exp(tA). QED

Satz 4. (Baker-Campbell-Hausdorff-Formel) Sei G eine Lie-Gruppe. Dann
gibt es zu zwei Vektoren X,Y ∈ T1G für hinreichend kleine t ein Z(t) ∈ T1G mit

exp(tX)exp(tY ) = exp(Z(t)).

Explizit ist

Z(t) = t(X + Y ) +
t2

2
[X,Y ] +O(t3)

Der Kommutator misst also infinitesimal, wie sehr sich eXeY von eX+Y oder von
eY eX unterscheidet.

Beweis: Die erste Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 16.
Die explizite Berechnung der Koeffizienten findet man in E. B. Dynkin: ”Calcu-

lation of the coefficients in the Campbell-Hausdorff formula”, Doklady Akad. Nauk
USSR, 57 (1947) 323-326. QED

Lemma 18. Wenn F : G1 → G2 ein differenzierbarer Homomorphismus zwischen
Lie-Gruppen ist, dann ist

D1F : g1 → g2

ein Homomorphismus von Lie-Algebren und es gilt

exp(D1F (X)) = F (exp(X))

für alle X ∈ g1.

Beweis: Ein Gruppenhomomorphismus bildet links-invariante Vektorfelder
in links-invariante Vektorfelder ab und diese Abbildung entspricht gerade D1F :
T1G1 → T1G2. Die erste Behauptung folgt damit aus der allgemeinen in Proposition 5
für beliebige differenzierbare Abbildungen.

Die zweite Behauptung ergibt sich aus der Gleichheit der 1-Parameter-Gruppen
exp(DF (tX)) und F (exp(tX)), die in t = 0 beide die Ableitung DF (X) haben und
deshalb auch in t = 1 übereinstimmen müssen. QED

2.1.2. Die Lie-Algebra von Matrix-Gruppen.

Lemma 19. Sei G = GL(n,R) und A ∈ g = Mat(n,R). Dann ist

exp(A) = eA.

Beweis: Das A entsprechende links-invariante Vektorfeld ist

Xg := gA ∀g ∈ G.

Dessen Fluss ist
Φt(g) = getA,
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denn es ist Φ0(g) = g und

d

dt
|t=t0ge

tA =
d

dt
|t=t0 g + tgA+

1

2!
t2gA2 +

1

3!
t3gA3

= g(A+ t0A
2 +

1

2!
t20A

2 + . . .) = g(1 + t0A+
1

2!
t20A

2 + . . .)A

= get0AA.

Insbesondere ist

exp(A) = Φ1(1) = eA.

QED

Korollar 2. Für eine Lie-Gruppe G ⊂ GL(n,R) ist

T1G =
{
A ∈Mat(n,R) : etA ∈ G ∀t ∈ R

}
.

Beweis: Mit A ∈ T1G ist auch tA ∈ T1G für alle t ∈ R. Mit Lemma 19 folgt

etA = exp(tA) ∈ G.

Umgekehrt sei etA ∈ G für alle t ∈ R, dann ist

A =
d

dt
|t=0e

tA ∈ T1G,

weil etA eine Kurve in G durch 1 ist. QED

Beispiel 19 Aus exp(A) ∈ G folgt im Allgemeinen nicht A ∈ g.

Zum Beispiel ist A =

(
πi 0
0 πi

)
6∈ sl(2,C),

aber exp(A) =

(
−1 0
0 −1

)
∈ SL(2,C).

Lemma 20. Sei G ⊂ GL(n,R) eine Lie-Gruppe, X,Y ∈ T1G und X,Y die
zugehörigen links-invarianten Vektorfelder mit

X1 = X,Y 1 = Y.

Dann ist [
X,Y

]
1

= [X,Y ] .

Beweis: Wegen Bilinearität genügt es, die Behauptung für Elementarmatrizen

X = epq, Y = ers

nachzuprüfen.
Zunächst rechnet man nach, dass dann

[X,Y ] =





0 p 6= s, q 6= r
eps p 6= s, q = r
−erq p = s, q 6= r

epp − eqq p = s, q = r





ist.
Die zu X und Y gehörenden Vektorfelder sind

(X(A))ij =

{
0 j 6= q
Aip j = q

}
= δj,qAip,

(Y (A))ij =

{
0 j 6= s
Air j = s

}
= δj,sAir .
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Damit erhalten wir die Ableitungen

∂Y ij

∂xkl
(A) =

d

dt
|t=0Y (A+ tekl)ij =

{
d
dt |t=0(A+ tekl)ir j = s

0 j 6= s

}
=

{
1 j = s, k = i, l = r
0 sonst

}
= δi,kδj,sδl,r

und
∂Xij

∂xkl
(A)δi,kδj,qδl,p

also
∂X

∂xk,l
≡ δl,pekq,

∂Y

∂xk,l
≡ δl,reks

Damit ergibt sich für die (i, j)-Komponente des Kommutators an der Stelle A = 1

[
X,Y

]
i,j

=

n∑

k,l=1

(Xkl
∂Y ij

∂xk,l
− Y kl

∂Xij

∂xk,l
)

=
n∑

k,l=1

δi,kδj,sδl,rXkl −
n∑

k,l=1

δi,kδj,qδl,pY kl

= δj,sXir − δj,qY ip

= δj,sδr,qAip − δj,qδp,sAir

= δj,sδr,qδi,p − δj,qδp,sδi,r

und man prüft nach, dass dies mit dem oben berechneten Ausdruck für [X,Y ]
übereinstimmt. QED

2.2. Abelsche Lie-Gruppen.

2.2.1. Klassifikation abelscher Lie-Gruppen.

Definition 12. Der n-dimensionale Torus ist die Lie-Gruppe

T n = S1 × . . .× S1 = Rn/Zn.

Satz 5. Jede zusammenhängende, abelsche Lie-Gruppe ist isomorph zu

Rk × T l

für ein Paar (k, l).
Insbesondere ist jede kompakte, zusammenhängende, abelsche Lie-Gruppe ein

Torus.

Beweis: Wir beweisen, dass exp : g → G ein surjektiver Homomorphismus mit
diskretem Kern ist, woraus die Behauptung folgt.

Wenn G abelsch ist, dann ist die Multiplikation

m : G×G→ G

ein Homomorphismus und wir haben

m(exp(X), exp(Y )) = exp(D1,1m(X,Y )).

Man rechnet leicht nach, dass

D(1,1)m(X,Y ) = X + Y,

woraus

exp(X)exp(Y ) = exp(X + Y )

folgt, exp ist also ein Homomorphismus.
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Weil exp ein lokaler Diffeomorphismus in 0 ist, gibt es jedenfalls eine Umgebung
U von 0, die ganz im Bild von exp liegt. Weil G zusammenhängend ist, ist es auch
wegzusammenhängend. Zu g ∈ G finden wir also einen stetigen Weg γ von 1 nach
G. Die offenen Mengen

{
γ−1(g + U)

}
g∈G

bilden eine offene Überdeckung eines

kompakten Intervalls, die also eine endliche Teilüberdeckung hat. Damit können
wir das Intervall in endlich viele Stücke zerlegen, die in einer Kopie von U liegen.
Mit anderen Worten, wir zerlegen

g = g1 . . . , gm mit g1, . . . , gm ∈ U.

Dann haben wir

gi = exp(Xi)

für geeignete Xi ∈ T1G und weil exp ein Homomorphismus ist, folgt

g = exp(X1 + . . .+Xm),

was die Surjektivität von exp beweist.
Für h ∈ ker(exp) ist

(h+ U) ∩ ker(exp) = {h} ,
denn mit der Homomorphie von exp folgt aus exp(h) = 1 und exp(u) 6= 1 stets
exp(h+ u) 6= 1. Damit ist ker(exp) eine diskrete Untergruppe von T1G ∼= Rn.

Mit dem Homomorphiesatz bekommen wir einen Isomorphismus

G ∼= Rn/Γ

für eine diskrete Untergruppe Γ ⊂ Rn.
Bekanntlich ist eine diskrete Untergruppe Γ ⊂ Rn eine freie abelsche Gruppe

vom Rang rk(Γ) ≤ n. Man kann ein Erzeugendensystem also zu einer Basis von
Rn von fortsetzen und bekommt einen Isomorphismus Rn → Rn, der Γ auf Zk mit
k = rk(Γ) abbildet. QED

2.2.2. Dynamik von Vektorfeldern auf dem Torus.

Definition 13. Sei V ein Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M und
Φt sein Fluss. Ein Orbit von V ist die Menge

Ox = {Φtx : t ∈ R} .
Definition 14. Ein Vektorfeld V auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M heisst
strukturell stabil, wenn es zu jeder hinreichend kleinen Störung W von V einen
Diffeomorphismus M →M gibt, welcher die Orbiten von V auf die Orbiten von W
abbildet.

Definition 15. Ein lineares Vektorfeld auf dem Torus Rα mit α ∈ R2 ist das
Vektorfeld auf T 2 = R2/Z2, welches unter der kanonischen Identifizierung

TT 2 ∼= T 2 × R2

der konstanten Abbildung Vx,y = α entspricht.

Lemma 21. Ein Vektorfeld auf dem Torus ist genau dann links-invariant, wenn
es linear ist.

Beweis: Das folgt aus Beispiel 17. QED

Satz 6. Ein lineares Vektorfeld Rα auf T 2 hat periodische Orbiten wenn α1

α2
rational

und dichte Orbiten wenn α1

α2
irrational ist.
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Beweis: Man kann die Frage nach periodischen oder dichten Orbiten von Rα

leicht darauf zurückführen, ob die Rückkehrabbildung

Tα : R/Z → R/Z

periodische oder dichte Orbiten hat. Letztere entspricht gerade der Rotation von
S1 um den Winkel 2πα mit α = α1

α2
.

Falls α = p
q eine rationale Zahl ist, dann ist T q

α die Identitätsabbildung, die

Drehung ist also periodisch.
Falls α 6∈ Q, dann gibt es keine periodischen Punkte von Tα, insbesondere ist

der Orbit unendlich in der kompakten Mannigfaltigkeit S1. Zu jedem ǫ > 0 gibt es
also k, l ∈ Z mit

d(T k
αx, T

l
αx) < ǫ

(für ein und damit alle x). Daraus folgt

d(T k−l
α x, x) < ǫ.

Die Iterierten

Tm(k−l)
α x,m ∈ Z

zerlegen den Kreis also in Intervalle der Länge kleiner ǫ. Zu einem beliebigen z ∈ S1

gibt es damit einen Punkt im Orbit von x, dessen Abstand von z kleiner als ǫ ist.
Weil das für alle ǫ > 0 gilt, liegt der Orbit von x dicht. QED

Korollar 3. Für α1

α2
∈ Q ist der Orbit von Rα durch (0, 0) eine abgeschlossene

Untergruppe von T 2 und insbesondere eine Lie-Gruppe diffeomorph zu S1.
Für α1

α2
6∈ Q ist der Orbit von Rα durch (0, 0) eine Untergruppe, aber keine

Untermannigfaltigkeit von T 2 und keine Lie-Gruppe.

Korollar 4. Für α1

α2
∈ Q hat die Blätterung von T 2 durch Orbiten von Rα nur

geschlossene Blätter.
Für α1

α2
6∈ Q hat die Blätterung von T 2 durch Orbiten von Rα nur dicht liegende

(insbesondere nicht geschlossene) Blätter.

Korollar 5. Lineare Vektorfelder auf dem Torus sind nicht strukturell stabil.

Beweis: Durch beliebig kleine Störungen von Rα erhält man sowohl Rβ mit
β ∈ Q als auch Rβ mit β 6∈ Q. Ein Diffeomorphismus f : M → M würde aber
periodische Orbiten in periodische Orbiten und dichte Orbiten in dichte Orbiten
abbilden. QED

2.2.3. Selbstabbildungen des Torus.

Definition 16. Eine lineare Selbstabbildung des Torus T 2 = R2/Z2 ist die einer
Matrix A ∈Mat(2,Z) entsprechende Abbildung

f([(x, y)]) = [A(x, y)] : R2/Z2 → R2/Z2.

Lemma 22. Jede Selbstabbildung des Torus ist homotop zu einer linearen Selb-
stabbildung.

Beweis: Eine Selbstabbildung f : T 2 → T 2 ist homotop zu einer, die den Ba-
sispunkt [(0, 0)] festlässt, und diese induziert einen Automorphismus von

π1(T
2, [(0, 0)]) = Z ⊕ Z,

also ein Element aus Mat(2,Z). Wir zeigen, dass f homotop zu der diesem Auto-
morphismus entsprechenden linearen Selbstabbildung ist.
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Der Torus ist ein Zellkomplex mit einer 0-Zelle, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle.
Wir haben bereits eine Homotopie der Abbildungen des 1-Skeletts und können diese
mit dem Alexander-Trick auf die 2-Zelle fortsetzen. QED

2.2.4. Dynamik von Selbstabbildungen des Torus.

Definition 17. Eine Abbildung f : X → X heisst topologisch transitiv, wenn es zu
je zwei offenen Mengen U, V ein n ∈ Z mit

fn(U) ∩ V 6= ∅
gibt.

Lemma 23. Eine Selbstabbildung eines separablen metrischen Raumes X ist genau
dann topologisch transitiv, wenn es einen dichten Orbit gibt.

Beweis: Wenn der Orbit von x dicht ist, dann schneidet er alle offenen Mengen,
es gibt also m,n ∈ Z mit fm(x) ∈ U, fn(x) ∈ V , woraus fn−m(U) ∩ V 6= ∅ folgt.

Für die Umkehrung wählen wir eine abzählbare, dichte Menge von Punkten in
X und betrachten die abzählbare Menge von offenen Kugeln mit rationalem Radius
um diese Punkte. Jede offene Menge enthält ein Ui. Es genügt also zu zeigen, dass
ein Orbit alle diese offenen Mengen Ui schneidet.

Wegen topologischer Transitivität gibt es ein N1 mit fN1(U1) ∩ U2 6= ∅. Dann
gibt es eine offene Kugel V1 mit V 1 ⊂ U1 ∩ f−N1(U2). Wir können annehmen, dass
der Radius von V1 kleiner als 1

2 ist. Wieder wegen topologischer Transitivität gibt

es ein N2 mit fN2(V1) ∩ U3 6= ∅ und man findet eine offene Kugel V2 vom Radius
kleiner als 1

4 mit V 2 ⊂ V1 ∩ f−N2(U3). Induktiv bekommen wir offene Kugeln Vn

vom Radius kleiner als 1
2n mit

V n ⊂ Vn−1 ∩ f−Nn(Un+1).

Die Mittelpunkte dieser Kugeln bilden eine Cauchy-Folge und konvergieren mithin
gegen einen Punkt x. Dieser liegt aber in f−Nn(Un+1) für alle n. Sein Orbit
schneidet also alle Ui.

QED

Definition 18. Eine Abbildung f : X → X heisst chaotisch, wenn sie topologisch
transitiv ist und ihre periodischen Punkte dicht in X liegen, sowie X nicht nur aus
einem periodischen Orbit von f besteht.

Wenn eine Abbildung chaotisch ist, dann ist sie sensitiv gegenüber Anfangsbe-
dingungen. Das bedeutet: es gibt eine Konstante

∆ > 0,

so dass für alle x ∈ X, ǫ > 0 ein y ∈ X und N ∈ N existieren mit

d(x, y) < ǫ, d(fNx, fNy) ≥ ∆.

Definition 19. Eine Selbstabbildung f des Torus heisst Anosovsch, wenn es zwei
f -invariante Blätterungen F± des Torus durch parallele Geraden und ein λ > 1
gibt, so dass gilt: wenn x, y im selben Blatt von F+ bzw. F− liegen, dann ist

d(f(x), f(y)) > λd(x, y) bzw. d(f(x), f(y)) <
1

λ
d(x, y).

Lemma 24. Sei A ∈ SL(2,Z). Dann ist die entsprechende lineare Selbstabbildung
des Torus

i) periodisch, wenn −2 < Spur(A) < 2,
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ii) reduzibel, d.h. eine geschlossene Kurve invariant lassend, wenn Spur(A) =
±2,

iii) Anosovsch, wenn |Spur(A) |> 2.

Beweis: Wegen det(A) = 1 sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

λ1,2 =
Spur(A)

2
±
√

(Spur(A))2 − 4

4
.

Für |Spur(A) |> 2 erhält man zwei reelle Eigenwerte, deren Produkt 1 ist, einer
der beiden ist also betragsmässig grösser als 1. Die Blätterungen durch Geraden
parallel zu einem der beiden Eigenvektoren haben die gewünschte Eigenschaft von
Anosov-Abbildungen.

Für Spur(A) = ±2 hat die Matrix den doppelten Eigenwert ±1. Man berech-
net, dass die Eigenvektoren rationalen Anstieg haben, insbesondere geben sie eine
geschlossene Kurve auf dem Torus, die unter f invariant ist.

Für −2 < Spur(A) < 2 ist die Spur 0 oder ±1 und man erhält aus obiger Formel,

dass der erste Eigenwert i oder 1
2 ± i

2

√
3 ist, in jedem Fall also eine vierte oder sech-

ste Einheitswurzel. Dasselbe gilt für den zweiten Eigenwert, der das Inverse des
ersten ist. Es gilt also A4 = 1 oder A6 = 1. QED

Lemma 25. Eine lineare Anosov-Abbildung des Torus ist chaotisch.

Beweis: Alle Punkte mit rationalen Koordinaten sind periodische Punkte jeder
Abbildung aus Mat(2,Z): wenn q der Hauptnenner der beiden rationalen Koor-
dinaten ist, dann haben auch alle Bildpunkte und die iterierten jeweils rationale
Koordinaten mit einem q teilenden Hauptnenner - von diesen Punkten gibt es aber
nur endlich viele.

Man berechnet, dass die Eigenvektoren irrationalen Anstieg haben, insbesondere
geben sie eine dichte Kurve auf dem Torus und es gibt zu jedem ǫ > 0 ein T , so
dass jedes Segment der Länge T jeden Ball vom Radius ǫ schneidet.

Seien nun U und V beliebige offene Mengen. Sei ǫ > 0 so gewählt, dass V einen
Ball vom Radius ǫ enthält, und sei T definiert wie eben.

Die offene Menge U enthält ein Segment J eines der Blätter von ǫ. Sei l die
Länge dieses Segments und sei n so gewählt, dass nl > T . Dann ist wegen der
Anosov-Bedingung fn(J) ein Segment eines anderen Blattes der Länge mindestens
T . Insbesondere schneidet fn(J) die offene Menge V , woraus

fn(U) ∩ V 6= ∅
folgt. f ist also topologisch transitiv. QED

3. Elementare Darstellungstheorie

3.1. Grundlagen.

3.1.1. Grundbegriffe.

Definition 20. Eine (endlich-dimensionale, reelle) Darstellung einer Lie-Gruppe
G ist ein differenzierbarer Homomorphismus

ρ : G→ GL(V )

in die Gruppe der invertierbaren linearen Abbildungen eines (endlich-dimensionalen,
reellen) Vektorraumes V . Nach Wahl einer Basis von V kann man eine endlich-
dimensionale, reelle Darstellung auch als Homomorphismus

ρ : G→ GL(n,R)
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mit n = dim(V ) auffasse.

Beispiel 20 Einfache Beispiele
Die triviale Darstellung einer Lie-Gruppe G ist ρ(g) ≡ 1.
Die natürliche Darstellung einer Matrix-Gruppe G ⊂ GL(n,R)

ist ρ(g) = g für alle g ∈ G.
Die Determinanten-Darstellung ρ : G → GL(1,R) einer Matrix-

Gruppe G ist ρ(g) = (Det(g)) für alle g ∈ G.
Aus Proposition 1 kennen wir die adjungierte DarstellungAd : SU(2) →

SO(3).

Definition 21. Zwei Darstellungen

ρ1, ρ2 : G→ GL(n,R)

heissen äquivalent, wenn es ein A ∈ GL(n,R) gibt mit

ρ2(g) = Aρ1(g)A
−1

für alle g ∈ G.

Beispiel 21 Basiswechsel eines Vektorraums führen zu äquivalenten
Darstellungen

Wenn nämlich eine Darstellung in der Basis {b1, . . . , bn} die Form
ρ1 : G → GL(n,R) hat, dann hat sie in der Basis {Bb1, . . . , Bbn}
die Form Bρ1B

−1 : G→ GL(n,R).

Lemma 26. Für äquivalente Darstellungen ρ1, ρ2 gilt

Det(ρ1(g)) = Det(ρ2(g)), Spur(ρ1(g)) = Spur(ρ2(g))

für alle g ∈ G.

Beispiel 22 Nichtäquivalente Darstellungen mit denselben Charak-
teren

Die Darstellung ρ : R → GL(2,R) mit

ρ(n) =

(
1 n
0 1

)

hat dieselben Spuren und Determinanten wie die triviale Darstel-
lung, ist aber nicht zu dieser äquivalent.

3.1.2. Irreduzibilität und direkte Summen von Darstellungen.

Definition 22. Sei ρ : G → GL(n,R) eine Darstellung. Ein invarianter Unter-
raum ist ein Untervektorraum V ⊂ Rn mit

ρ(g)(v) ∈ V

für alle v ∈ V, g ∈ G.

Beispiel 23 Invariante Unterräume von Blockmatrizen
Für n > m hat man eine Darstellung GL(m,R) → GL(n,R)

durch Blockmatrizen

A→
(
A 0
0 1

)

Invariante Unterräume von Rn sind Rm × {0}n−m
oder natürlich

auch {0}m × V für jeden Untervektorraum V ⊂ Rn−m.

Definition 23. Eine Darstellung ρ : G → GL(n,R) heisst irreduzibel, wenn 0
und Rn die einzigen invarianten Unterräume von Rn sind. Andernfalls heisst die
Darstellung reduzibel.
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Beispiel 24 Die Inklusion O(n) → GL(n,R) ist eine irreduzible
Darstellung.

Sei nämlich W ⊂ Rn ein O(n)-invarianter Unterraum. Dann
gibt es eine Orthonormalbasis von W , die sich zu einer Orthonor-
malbasis von Rn fortsetzen lässt. Wenn W nicht 0 oder ganz Rn

ist, dann gibt es orthogonale Abbildungen, die diese Basisvektoren
so permutieren, dass W nicht invariant gelassen wird.

Definition 24. Die direkte Summe ρ1 ⊕ ρ2 zweier Darstellungen

ρ1 : G→ GL(n,R), ρ2 : G→ GL(m,R)

derselben Lie-Gruppe ist gegeben durch die Block-Matrizen

(ρ1 ⊕ ρ2)(g) =

(
ρ1(g) 0

0 ρ2(g)

)

für alle g ∈ G.

Beispiel 25 Eine unzerlegbare Darstellung.
Die direkte Summe zweier nicht-trivialer Darstellungen ist re-

duzibel. Jedoch läßt sich nicht jede reduzible Darstellung als di-
rekte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegen. Ein Beispiel ist
die durch

ρ(n) =

(
1 n
0 1

)

gegebene Darstellung ρ : R → GL(2,R). Diese hat den Aufspann
von (1, 0) als einzigen invarianten Unterraum, läßt sich also nicht
als Summe zweier invarianter Unterräume zerlegen.

3.1.3. Darstellungen kompakter Gruppen.

Definition 25. Sei ρ : G→ GL(n,R) eine Darstellung. Ein Skalarprodukt auf dem
Rn heisst invariant, wenn für alle v, w ∈ Rn gilt

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉 = 〈v, w〉.
Beispiel 26 Das Standard-Skalarprodukt.

Die natürliche Darstellung O(n) → GL(n,R) lässt das Standard-
Skalarprodukt auf dem Rn invariant.

Beispiel 27 Ein invariantes Skalarprodukt der adjungierten Darstel-
lung.

Aus dem Beweis von Proposition 1 wissen wir, dass die ad-
jungierte Darstellung

SU(2) → SO(su(2)) = SO(3)

das Skalarprodukt
−4Spur(XY )

invariant lässt.

Proposition 4. Wenn es zu einer Darstellung ρ ein invariantes Skalarprodukt gibt,
dann ist ρ die direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Beweis: Die Behauptung ist trivialerweise richtig für irreduzible Darstellungen.
Sei ρ eine reduzible Darstellung mit invariantem Unterraum W . Dann ist auch

das (bzgl. des Skalarprodukts) orthogonale Komplement W⊥ invariant, denn aus
x ∈ W⊥ folgt für alle g ∈ G und y ∈W :

〈ρ(g)x, y〉 = 〈x, ρ(g−1)y〉 = 0

wegen ρ(g−1)y ∈W .
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Es gilt Rn = W +W⊥, denn es gibt (mit Basisergänzung und Gram-Schmidt)
eine orthogonale Basis aus Vektoren in W und W⊥.

Diese Zerlegung ist eine direkte Summe, weil das Skalarprodukt positiv definit
und deshalb

W ∩W⊥ = 0

ist. Somit können wir jede reduzible Darstellung als direkte Summe zweier Darstel-
lungen kleinerer Dimension zerlegen.

Die Behauptung folgt jetzt durch vollständige Induktion nach der Dimension des
Darstellungsraums. QED

Lemma 27. Jede Darstellung einer kompakten Gruppe hat ein invariantes Skalarpro-
dukt.

Beweis: Jede Lie-Gruppe hat links-invariante Riemannsche Metriken, demzu-
folge links-invariante Volumenformen und links-invariante Maße, sogenannte Haar-
Maße. Für eine kompakte Lie-Gruppe ist das Haar-Maß endlich und man kann es
zu einem links-invarianten Wahrscheinlichkeitsmaß dµ skalieren.

Ein ρ-invariantes Skalarprodukt erhält man dann als

〈v, w〉 :=

∫

G

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉eukldµ(g)

mit dem euklidischen Standard-Skalarprodukt 〈., .〉eukl. QED

Korollar 6. Jede Darstellung einer kompakten Gruppe ist direkte Summe irreduz-
ibler Darstellungen.

Beweis: Mit Proposition 4 und Lemma 27 folgt die Behauptung. QED

3.1.4. Schurs Lemma, Darstellungen abelscher Gruppen.

Definition 26. Seien

ρ1 : G→ GL(n,R), ρ2 : G→ GL(m,R)

zwei Darstellungen einer Lie-Gruppe G. Dann heisst eine lineare Abbildung

f : Rn → Rm

(ρ1, ρ2)-äquivariant oder kurz G-äquivariant, wenn

f(ρ1(g)v) = ρ2(g)f(v)

für alle v ∈ Rn gilt.

Lemma 28. Schur’s Lemma I: Seien

ρ1 : G→ GL(n,R), ρ2 : G→ GL(m,R)

zwei irreduzible Darstellungen einer Lie-Gruppe G und

f : Rn → Rn

eine G-äquivariante lineare Abbildung. Dann ist entweder f ≡ 0 oder f ist ein
Isomorphismus.

Beweis: Man prüft nach, dass Kern(f) ein ρ1-invarianter Unterraum von Rn

und Bild(f) ein ρ2-invarianter Unterraum von Rm ist. Weil beide Darstellungen
irreduzibel sind, müssen Kern und Bild entweder 0 oder der gesamte Vektorraum
sein. Für Kern(f) = Rn oder Bild(f) = 0 haben wir f ≡ 0. Für Kern(f) = 0 und
Bild(f) = Rm ist f ein Isomorphsimus. QED
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Lemma 29. Schur’s Lemma II: Sei ρ : G → GL(n,C) eine irreduzible komplexe
Darstellung und f : Cn → Cn eine G-äquivariante C-lineare Abbildung. Dann gibt
es ein λ ∈ C mit

f(v) = λv

für alle v ∈ Cn.

Beweis: Falls nicht f ≡ 0 ist, hat f mindestens einen komplexen Eigenwert
λ 6= 0. Der zugehörige Eigenvektor v gehört zu Kern(f − λ1), womit f − λ1 kein
Isomorphismus sein kann. Mit f ist aber auch f−λ1 G-äquivariant. Aus Lemma 28
folgt

f − λ1 = 0.

QED

Beispiel 28 Zentrum von GL(n,C)
Wenn A zum Zentrum von GL(n,C) gehört (und nur dann), ist

die durch

fA(v) = Av

definierte Abbildung fA : Rn → Rn wegen

fA(Bv) = ABv = BAv = BfA(v)

äquivariant bzgl. der Standarddarstellung vonGL(n,C). Aus Schur’s
Lemma folgt damit A = λ1 für ein λ ∈ C. Das Zentrum von
GL(n,C) ist also

Z(GL(n,C)) = C1.

Korollar 7. Irreduzible komplexe Darstellungen abelscher Gruppen sind 1-dimensional.

Beweis: Sei ρ : G → GL(n,C) eine komplexe Darstellung einer abelschen Lie-
Gruppe G. Sei h ∈ G und f : Cn → Cn die durch

f(v) = ρ(h)v

gegebene Abbildung.
Weil G abelsch ist, gilt

f(ρ(g)v) = ρ(h)ρ(g)v = ρ(g)ρ(h)v = ρ(g)f(v),

die Abbildung ist also G-äquivariant.
Aus Lemma 29 folgt nun f(v) = λhv für ein λh ∈ C und alle v ∈ Cn. Insbeson-

dere ist der von v aufgespannte 1-dimensionale Unterraum invariant und wegen der
Irreduzibilität ist also n = 1. QED

Beispiel 29 Darstellungen der S1

Irreduzible Darstellungen der S1 erhält man durch

ρm(z) = (zm)

für ein festes m ∈ Z.

Beispiel 30 Darstellungen des Torus
Irreduzible Darstellungen von T n erhält man durch

ρa(z) = (e2πi〈a,z〉)

für ein festes a ∈ Zn.

Lemma 30. Alle irreduziblen Darstellungen des Torus sind von obiger Form.
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Beweis: Nach Korollar 7 sind alle irreduziblen Darstellungen 1-dimensional,
geben also einen Homomorphismus T n → C∗.

Die Lie-Algebra von T n ist die abelsche Lie-Algebra Rn mit Exponentialabbil-
dung

exp(x) = ([x1] , . . . , [xn]),

wobei die Äquivalenzklassen jeweils modulo Z sind. Die Lie-Algebra von C∗ ist die
abelsche Lie-Algebra C mit Exponentialabbildung exp(z) = ez.

Sei f : T n → C∗ ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Dann ist das Differen-
tial

D1f : Rn → C

ein (additiver) Homomorphismus, der differenzierbar und insbesondere stetig ist.
Er ist also von der Form

D1f(x) =

n∑

i=1

xiai

mit ai := D1f(ei) für i = 1, . . . , n.
Aus Lemma 18 wissen wir f(exp(x)) = exp(D1f(x)), also

f([x1] , . . . , [xn]) = e
Pn

i=1 aixi .

Aus f([Zn]) = 1 folgt, dass die a1, . . . , an ganzzahlige Vielfache von 2πi sein
müssen.

QED

Korollar 8. Zu jeder Darstellung ρ : T n → GL(m,C) gibt es a1, . . . , am ∈ Zn mit

ρ = ρa1 ⊕ . . .⊕ ρam
.

Definition 27. Ein Homomorphismus

θ : T n → C∗

heisst ein Gewicht einer Darstellung

ρ : T n → GL(m,C),

wenn
Vθ = {v ∈ Cm : ρ(g)v = θ(g)v für alle g ∈ T n} 6= 0

ist. Vθ heisst dann der Gewichtsraum zum Gewicht θ.

Beispiel 31 Eine unendlich-dimensionale Darstellung des Torus
Wir betrachten

L2(T n) =

{
f : T n → C :

∫ n

T

|f([x]) |2 dµ(x) <∞
}
/ ∼,

wobei µ das Lebesgue-Maß ist und wir f ∼ g definieren wenn
f und g fast überall übereinstimmen. L2(T n) ist ein unendlich-
dimensionaler Vektorraum, die Funktionen f([x]) = e2πi〈a,x〉 mit
a ∈ Zn spannen einen dicht liegenden Unterraum auf.

Eine Darstellung

ρ : T n → GL(L2(T n))

ist definiert durch

((ρ([z]))f)([x]) = f([x+ z]).

Die Einschränkung auf den von e2πi〈a,x〉 für ein a ∈ Zn aufges-
pannten 1-dimensionalen Unterraum ist gerade die Darstellung aus
Beispiel 30.
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Lemma 31. Sei A ∈ SL(2,Z) und fA : T 2 → T 2 die induzierte Abbildung. Dann
sind äquivalent:
i) Die (fast überall) konstanten Funktionen sind der einzige 1-dimensionale invari-
ante Unterraum der durch ρ(n) = (fn

A)∗ gegebenen Darstellung ρ : Z → GL(L2(T 2)).
ii) fA ist ergodisch, d.h. für jede fA-invariante meßbare Menge M ⊂ T 2 gilt
µ(M) = 1 oder µ(M) = 0.
iii) Kein Eigenwert von A ist eine Einheitswurzel.
iv) fA ist eine Anosov-Abbildung.

Beweis:
i)=⇒iii) Sei λ ein Eigenwert von A mit λn = 1. Dann ist A entweder periodisch

oder reduzibel.
Sei zunächst A periodisch und m ∈ Z2 ein beliebiger ganzzahliger Vektor. Wir

betrachten die Funktion

g(x) =

n∑

k=1

e2πi〈m,Akx〉.

Wir haben

g(x) =

n∑

k=1

e2πiλk〈m,x〉

und insbesondere

g(Ax) =

n∑

k=1

e2πiλk+1〈m,x〉 = g(x)

wegen λ = λn+1. Andererseits ist

g(x) =

n∑

k=1

e2πi〈(AT )km,x〉

eine nicht-triviale Linearkombination von Basisvektoren aus L2(T 2) und demzufolge
nicht (fast überall) konstant, im Widerspruch zu i).

Sei nun A reduzibel, dann gibt es einen ganzzahligen Eigenvektor zum Eigenwert
±1 und derselbe Beweis funktioniert.

iii)=⇒ii) Sei M ist eine fA-invariante meßbare Menge. Dann hat die charakter-
istische Funktion χM ∈ L2(T 2) eine Fourier-Reihe. Der m-te Fourier-Koeffizient
von χ(A

−1M) = ρ(A)χM ist gerade aAT m und aus der A-Invarianz von Y folgt
also am 6= a(AT )nm für alle n. Wenn die Eigenwerte von A keine Einheitswurzeln
sind, sind das unendlich viele übereinstimmende Koeffizienten. Aus der Parseval-
Gleichung

∑

m∈Z2

|am |2=
∫

T 2

| χY ([x]) |2 dµ([x]) <∞

folgt aber, dass dies nur für am = 0 möglich ist. Also kommt in der Fourier-Reihe
nur der konstante Term vor, χM ist fast überall konstant und M hat Maß 0 oder
1.

ii)=⇒i) Die Funktion g spanne einen invarianten 1-dimensionalen Unterraum
auf, d.h. f∗

Ag = cg. Weil fA wegen det(A) = 1 volumen-erhaltend ist, muss c = 1
sein. Damit sind insbesondere die Subniveaumengen

UC =
{
x ∈ T 2 : Re(g(x)) < C

}

invariant, müssen wegen Ergodizität also alle entweder Maß 0 oder Maß 1 haben.
Sei

C0 = sup {C ⊂ R : µ(UC) = 1} ,
dann ist Re(g(x)) = C0 fast überall. Analog beweist man, dass Im(g(x)) fast
überall konstant ist.
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Die Äquivalenz iii)⇐⇒iv) ist im Beweis von Lemma 24 gezeigt worden. QED

3.2. Darstellungen von Lie-Algebren und Komplexifizierungen.

3.2.1. Assoziierte Darstellungen.

Definition 28. Eine (endlich-dimensionale, reelle) Darstellung einer abstrakten
Lie-Algebra g ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren

π : g → gl(n,R).

Definition 29. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g = T1G. Die zu einer
Darstellung

ρ : G→ GL(n,R)

assoziierte Darstellung von Lie-Algebren

π : g → gl(n,R)

ist π = D1ρ, d.h., sie ist gegeben durch

π(X) =
d

dt
|t=0ρ(exp(tX))

für X ∈ g.

Lemma 32. Sei G eine zusammenhängende Lie-Gruppe. Dann ist eine Darstellung

ρ : G→ GL(n,R)

genau dann irreduzibel, wenn die assoziierte Darstellung

π : g → gl(n,R)

irreduzibel ist.

Beweis: Sei ρ irreduzibel und sei W ⊂ Rn ein invarianter Unterraum von π.
Sei X ∈ g und A = π(X). Dann ist Aw ∈W und damit auch

eAw = w +Aw + . . . ∈W

für alle w ∈W . Wegen Lemma 18 folgt

ρ(exp(X))w ∈W.

W ist also invariant unter allen Matrizen der Form ρ(exp(X)). Weil exp ein lokaler
Diffeomorphismus ist und sich in einer zusammenhängenden Lie-Gruppe jedes El-
ement als Produkt von Elementen aus einer gegebenen Umgebung von 1 zerlegen
lässt, folgt ρ-Invarianz von W , woraus wegen der Irreduzibilität von ρ dann W = 0
oder W = Rn und damit die Irreduzibilität von π folgt.

Umgekehrt sei π irreduzibel und W ⊂ Rn ein ρ-invarianter Unterraum. Für alle
X ∈ g, t ∈ R, w ∈ W ist dann

ρ(exp(tX)) ∈ W

und damit

π(X) =
d

dt
|t=0ρ(exp(tX))w ∈W.

W ist also π-invariant, woraus wegen der Irreduzibilität von π W = 0 oder W = Rn

und damit Irreduzibilität von ρ folgt. QED
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3.2.2. Reelle Formen.

Definition 30. Eine komplexe Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra, die ein C-Vektorraum
und deren Lie-Klammer C-bilinear ist.

Definition 31. Die Komplexifizierung einer Lie-Algebra g ist der C-Vektorraum

g ⊗R C

mit der selben Lie-Klammer.

Beispiel 32 Komplexifizierung der Lie-Algebra der linearen Gruppe
Die Komplexifizierung von gl(n,R) ist gl(n,C), die Komplexi-

fizierung von sl(n,R) ist sl(n,C).

Beispiel 33 Komplexifizierung der Lie-Algebra der orthogonalen
Gruppe

Die Komplexifizierung von o(n) ist o(n,C), die Lie-Algebra der
Lie-Gruppe

O(n,C) =
{
A ∈ GL(n,C) : AAT = 1

}
.

Beispiel 34 Komplexifizierung der Lie-Algebra der unitären Gruppe
Die Komplexifizierung von u(n) ist gl(n,C). Tatsächlich kann

man jedes A ∈Mat(n,C) eindeutig als

A =
A−A

2
+
A+A

2
∈ u(n) + iu(n)

zerlegen.
Analog erhält man, dass sl(n,C) die Komplexifizierung von su(n)

ist.

Definition 32. Eine reelle Form einer komplexen Lie-Algebra h ist eine Lie-
Algebra g mit

g ⊗R C ∼= h.

Beispiel 35 Reelle Formen von sl(n,C).
Die komplexe Lie-Algebra sl(n,C) hat die reellen Formen su(n)

und sl(n,R).

Lemma 33. Es gibt eine Injektion von den Darstellungen einer Lie-Algebra in die
C-linearen Darstellungen ihrer Komplexifizierung.

Beweis: Aus einer Darstellung von g erhält man durch Tensorieren mit C eine
C-lineare Darstellung von g ⊗R C. Unterschiedliche Darstellungen haben unter-
schiedliche Komplexifizierungen. QED

Die Darstellungstheorien von sl(n,R) und su(n) sind also jeweils in der kom-
plexen Darstellungstheorie von sl(n,C) enthalten.

3.3. Darstellungstheorie der sl(2,C). sl(2,C) ist die Lie-Algebra der (2 × 2)-
Matrizen mit Spur 0. Sie wird als komplexer Vektorraum aufgespannt von den
Matrizen

X =

(
0 1
0 0

)
Y =

(
0 0
1 0

)
H =

(
1 0
0 −1

)
,

diese genügen den Relationen

[X,Y ] = H [H,X ] = 2X [H,Y ] = −2Y

In der Quantenmechanik berechnet man Eigenwerte des Drehimpulsoperators
L = h

i x×∇, wobei x Multiplikation mit den Ortskoordinaten und ∇ die Ableitung
nach den Ortskoordinaten bezeichnet. Seien Lx, Ly, Lz die drei Komponenten von
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L und L± = Lx±iLy, dann gilt [Lz, L±] = ±hL± und [L+, L−] = 2hLz. Nach einer
passenden Skalierung der Basisvektoren ist die Drehimpulsalgebra also isomorph zu
sl(2,C).

Wir wollen die irreduziblen komplexen Darstellungen von sl(2,C) klassifizieren.

Satz 7. Es gibt zu jeder natürlichen Zahl m eine bis auf Isomorphie eindeutige
irreduzible (m + 1)-dimensionale Darstellung Vm der sl(2,C). Diese ist bestimmt
durch eine Basis {v0, . . . , vm} mit den folgenden Eigenschaften:
hvi = (m− 2i)vi für i = 0, . . . ,m
xv0 = 0, yvm = 0
xvi = i(m− i+ 1)vi−1 für i = 1, . . . ,m
yvi = vi+1 für i = 0, . . . ,m− 1

Hierbei bezeichnen h, x, y ∈ gl(Vm) ≃ gl(m+1,C) die Bilder von H,X, Y ∈ sl(2,C)
unter der Darstellung.

Beweis: Man rechnet leicht nach, dass durch obige Eigenschaften eine wohl-
definierte Darstellung von sl(2,C) eindeutig festgelegt wird. Wir zeigen jetzt, dass
jede irreduzible Darstellung von obiger Form ist.

Es sei V eine irreduzible Darstellung. Weil C algebraisch abgeschlossen ist, gibt
es einen Eigenvektor v von h, also

hv = λv.

Aus [h, x] = 2x folgt dann

hxv = (λ+ 2)xv,

also ist xv ein Eigenvektor von h zum Eigenwert λ+2. Durch Induktion folgt, dass
xiv ein Eigenvektor zum Eigenwert λ+ 2i ist.

Weil h nur endlich viele Eigenwerte hat, muss es ein minimales i0 mit

xi0v = 0

geben. Setze

v0 = xi0−1v

und

vi = yiv0

für i ≥ 1. Aus [h, y] = −2y folgt, dass vi Eigenvektor von h zum Eigenwert

λ+ 2(i0 − i− 1)

ist. Es gibt also wieder ein minimales m mit vm+1 = 0 und die Vektoren v0, . . . , vm

sind linear unabhängig.
Die Gleichung für xvi folgt durch vollständige Induktion:

xvi+1 = xyvi = hvi + yxvi = (n− 2)vi + i(n− i+ 1)vi = (i+ 1)(n− i)vi.

Der von v0, . . . , vm aufgespannte Unterraum ist unter x, y und damit auch h =
[x, y] invariant und damit wegen der Irreduzibilität bereits der ganze Darstellungsraum.
Insbesondere bilden v0, . . . , vm eine Basis.

Aus

Spur(h) = Spur([x, y]) = 0

folgt

λ+ 2(i0 − 1) + λ+ 2(io + 2m− 1) = 0

und damit

m = λ+ 2(i0 − 1)

und damit die erste Behauptung. QED
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Die (m+ 1)-dimensionale Darstellung von sl(2,C) lässt sich in der Basis
{

1

i!
vi : 0 ≤ i ≤ m

}

explizit angeben durch
(

1 0
0 −1

)
7→ diag(m,m− 2, . . . ,−m)

(
0 1
0 0

)
7→ diag+(m,m− 1, . . . , 1)

(
0 0
1 0

)
7→ diag−(1, 2, . . . ,m)

wobei diag+(v) bzw. diag−(v) diejenigen Matrizen bezeichnet, deren erste Über-
bzw. Unterdiagonale v ist und deren sonstige Einträge Null sind.

Zum Beispiel ist V0 die triviale Darstellung, V1 die kanonische Darstellung von
sl(2,C) auf C2 und wir werden später sehen, dass V2 die adjungierte Darstellung
von sl(2,C) ist.

Die (m+ 1)-dimensionale Darstellung von sl(2,C) ist die assoziierte Darstellung
zu einer irreduziblen Darstellung

SL(2,C) → GL(m+ 1,C),

die wie folgt konstruiert wird.
Es sei Vm der Vektorraum der komplexwertigen homogenen Polynome vom Grad

m in zwei Variablen, also der von

xm, xm−1y, . . . , xym−1, ym

aufgespannte komplexe Vektorraum. A ∈ SL(2,C) wirkt auf Vm durch

(AP )(x, y) := P (A−1(x, y)).

3.4. Adjungierte Darstellung und Killingform.

3.4.1. Ad und ad. Sei G eine Lie-Gruppe und g ∈ G. Die Konjugation mit g ist die
Abbildung

cg = lgrg−1 : G→ G

cg(h) = ghg−1.

Wir haben cg(1) = 1 und betrachten das Differential

D1cg : g → g.

Wegen D1cg ◦ D1cg−1 = id ist D1cg eine invertierbare lineare Abbildung. Die so
erhaltene Abbildung heisst adjungierte Abbildung

Ad : G→ GL(g)

Ad(g) = D1cg.

Aus der Kettenregel folgt, dass Ad ein Homomorphismus ist. Das Differential in 1

bezeichnen wir mit

ad : g → gl(g)

ad = D1Ad.

Lemma 34. ad ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus und es gilt

Ad(exp(X)) = exp(ad(X))

für alle X ∈ g.
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Beweis: Nach Lemma 18 gilt das für das Differential in 1 jedes Lie-Gruppen-
Homomorphismus. QED

Lemma 35. Sei G ⊂ GL(n,R) eine Matrix-Gruppe. Dann ist

Ad(g) : X → gXg−1

ad(X) : Y → [X,Y ]

für alle g ∈ G,X, Y ∈ g.

Beweis:

Ad(g)(X) =
d

dt
|t=0cg(e

tX) =
d

dt
|t=0 ge

tXg−1 = gXg−1

und damit

ad(X)(Y ) =
d

dt
|t=0Ad(e

tX)(Y ) =
d

dt
|t=0 e

tXY e−tX = XY − Y X,

wobei wir im letzten Schritt die Produktregel angewandt haben. QED

Der erste Teil dieses Lemmas hat keine sinnvolle Verallgemeinerung für allge-
meine Lie-Gruppen, der zweite Teil dieses Lemmas aber läßt sich auf beliebige
Lie-Gruppen verallgemeinern.

Lemma 36. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist

ad(X)(Y ) = [X,Y ]

für alle X,Y ∈ g.

Beweis:

ad(X)(Y ) =
d

dt
|t=0Ad(e

tx)(Y ) =

d

dt
|t=0

d

ds
|s=0 cetX esY =

d

dt
|t=0

d

ds
|s=0 e

tXesY e−tX = [X,Y ] ,

wobei man die letzte Gleichung aus der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel Satz 4
erhält. QED

Korollar 9. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und f : g → g ein Lie-
Algebren-Isomorphismus. Dann ist

ad(f(X)) = f ◦ ad(X) ◦ f−1

für alle X ∈ g.

Beweis:

ad(f(X))(Y ) = [f(X), Y ] = f(
[
X, f−1(Y )

]
) = f(ad(X)(f−1(Y ))).

QED
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3.4.2. Die Killingform.

Definition 33. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Killingform

B : g × g → R

ist definiert durch
B(X,Y ) = Spur(ad(X) ◦ ad(Y )).

Beispiel 36 Killingform von sl(2,C)
Mit Hilfe der Basis

X =

(
0 1
0 0

)
Y =

(
0 0
1 0

)
H =

(
1 0
0 −1

)
,

berechnet man, dass auf sl(2,C)

B(X,Y ) = 4Spur(XY )

gilt und sich die Killingform in dieser Basis also als quadratische
Form 8H2 + 8XY darstellen läßt.

Allgemeiner ist

B(X,Y ) = 2nSpur(XY )

auf g = sl(n,C).

Lemma 37. a) B ist eine symmetrische Bilinearform.
b) B ist Ad(G)-invariant, d.h. es gilt

B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = B(X,Y )

für alle g ∈ G und X,Y ∈ g.
c) Für alle X,Y, Z ∈ g ist

B(ad(Z)X,Y ) = −B(X, ad(Z)Y ).

Beweis: a) Bilinearität und Symmetrie folgen aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Spur.

b) Wir wenden Korollar 9 auf f = Ad(g) an und erhalten

B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = Spur(ad(Ad(g)X) ◦ ad(Ad(g)Y ))

= Spur(Ad(g) ◦ ad(X) ◦Ad(g)−1 ◦Ad(g) ◦ ad(Y ) ◦Ad(g)−1)

= Spur(ad(X) ◦ ad(Y )) = B(X,Y ).

c) Durch zweimalige Anwendung der Jacobi-Identität erhält man

[ad(Z), ad(X) ◦ ad(Y )] = ad(ad(Z)X) ◦ ad(Y ) + ad(X) ◦ ad(ad(Z)Y ).

Die linke Seite ist ein Kommutator und hat deshalb verschwindende Spur. QED

3.4.3. Halbeinfache und kompakte Lie-Algebren.

Definition 34. Eine Lie-Algebra heißt halbeinfach, wenn ihre Killingform eine
nicht ausgeartete Bilinearform ist. Eine Lie-Gruppe heißt halbeinfach, wenn ihre
Lie-Algebra halbeinfach ist.

Beispiel 37 Halbeinfachheit von sl(n,C)
Die Killingform

B(X,Y ) = 2nSpur(XY )

ist nicht ausgeartet, sl(n,C) ist also halbeinfach.

Satz 8. Sei G eine kompakte, halbeinfache Lie-Gruppe. Dann ist die Killingform
ihrer Lie-Algebra negativ definit.
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Beweis: Wenn G kompakt ist, dann gibt es nach Lemma 27 zu jeder Darstellung
ρ ein ρ-invariantes Skalarprodukt. Wir wenden dies an auf ρ = Ad und bekommen
in einer Orthonormalbasis eines Ad-invarianten Skalarprodukts

Ad(g) ∈ O(n)

für alle g ∈ G. Wegen

etad(X) = Ad(etX) ∈ O(n)

für alle t ∈ R folgt

ad(X) ∈ o(n)

für alle X ∈ g.
Insbesondere sind die Eigenwerte von ad(X) rein imaginär, haben also reelle,

nichtpositive Quadrate, woraus

B(X,X) = Spur(ad(X)2) ≤ 0

folgt. Die Killingform ist also negativ semi-definit.
Wenn G halbeinfach ist, ist die Killingform nicht ausgeartet. Also ist sie sogar

negativ definit. QED

3.5. Darstellungstheorie von sl(n,C).

Definition 35. Eine Cartan-Unteralgebra h einer Lie-Algebra g ist eine Unteral-
gebra, die nilpotent und selbstnormalisierend ist. Es soll also ein n ∈ N geben, so
dass

ad(X1) . . . ad(Xn)|h = 0

für alle X1, . . . , Xn ∈ h gilt, und es soll gelten: aus

[X,Y ] ∈ h ∀Y ∈ h

folgt X ∈ h.

Lemma 38. Eine Cartan-Unteralgebra h von g = sl(n,C) ist die abelsche Lie-
Algebra der Diagonalmatrizen mit Spur 0.

Beweis: h ist abelsch und insbesondere nilpotent.
Wenn eine Matrix mit allen Matrizen der Form eii − ejj kommutiert, dann ist

insbesondere aij = −aij , also aij = 0, für alle i 6= j. Also ist h selbstnormalisierend.
QED

Lemma 39. Eine Basis des Duals h∗ der Cartan-Algebra h ⊂ sl(n,C) sind die
Abbildungen

Ri,i+1(diag(λ1, . . . , λn)) = λi − λi+1, i = 1 . . . , n− 1.

Definition 36. Sei π : g → gl(V ) eine Darstellung einer Lie-Algebra g. Eine
lineare Abbildung

λ : h → C

aus dem Dualraum der Cartan-Unteralgebra h heißt Gewicht von π, wenn der
Gewichtsraum

Vλ = {v ∈ V : π(h)v = λ(h)v ∀h ∈ h}
nicht nur aus dem Nullvektor besteht.
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Beispiel 38 Gewichte der Darstellungen von sl(2,C)
Sei H = diag(1,−1) der Erzeuger der Cartan-Unteralgebra der

Diagonalmatrizen

h ⊂ sl(2,C).

Die irreduzible (m + 1)-dimensionale Darstellung von sl(2,C) hat
die m+ 1 Gewichte λ0, . . . , λm mit

λi(H) = m− 2i.

Definition 37. Die Kowurzeln R der Lie-Algebra g sind die Gewichte der ad-
jungierten Darstellung

ad : g → gl(g)

ad(X)(Y ) = [X,Y ] .

Beispiel 39 Kowurzeln von sl(n,C)
Für jedes Paar i 6= j ist

Rij(diag(λ1, . . . , λn)) = λi − λj

eine Kowurzel von sl(n,C). Der Gewichtsraum

VRij
= {v ∈ sl(n,C) : [h, v] = Rij(h)v ∀h ∈ h}

ist 1-dimensional und wird von der Elementarmatrix eij aufges-
pannt.

Definition 38. Ein Element α ∈ h heißt Wurzel der Lie-Algebra g, wenn die
Abbildung α∨ ∈ h∗ definiert durch

α∨(x) = 2
B(x, α)

B(α, α)
∀x ∈ h

mit der Killingform B(x, y), eine Kowurzel ist.

Beispiel 40 Wurzeln von sl(n,C)
Für jedes Paar i 6= j ist

αij = eii − ejj

eine Wurzel von sl(n,C): man rechnet leicht nach, dass

α∨
ij(diag(λ1, . . . , λn)) = λi − λj

ist.

Definition 39. Wir definieren die Menge R+ der ”positiven Wurzeln” von g als
eine ”Basis”, aus der sich alle anderen Wurzeln als eindeutige Linearkombination
gewinnen lassen.

Dies erlaubt die Definition einer Teilordnung auf den Gewichten einer gegebenen
Darstellung durch

λ ≤ µ⇐⇒ λ(α) ≤ µ(α) ∀α ∈ R+.

Ein Gewicht heißt ein ”höchstes Gewicht”, wenn es kein größeres Gewicht bzgl.
dieser Teilordnung gibt.

Weiterhin heißt eine lineare Abbildung λ ∈ h∗ ein ”integrales Element”, wenn

λ(α) ∈ Z ∀α ∈ R

gilt. Sie heißt ein ”dominantes integrales Element”, wenn

λ(α) ∈ N ∀α ∈ R+

ist.
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Beispiel 41 Positive Wurzeln von sl(n,C)
Als positive Wurzeln von sl(n,C) können wir

R+ := {αi,i+1, i = 1, . . . , n− 1}
wählen. Jedes αij lässt sich als eindeutige Linearkombination aus
diesen darstellen.

Satz 9. (Satz vom höchsten Gewicht) Sei g eine halbeinfache komplexe Lie-
Algebra. Dann gilt für endlich-dimensionale komplexe Darstellungen von g:

• Jede irreduzible Darstellung hat ein eindeutiges höchstes Gewicht.
• Zwei irreduzible Darstellungen mit demselben höchsten Gewicht sind äquivalent.
• Das höchste Gewicht einer irreduziblen Darstellung ist ein dominantes in-

tegrales Element.
• Jedes dominante integrale Element ist das höchste Gewicht einer irreduzi-

blen Darstellung.

Beweis: Dieser Satz wurde 1913 von Èlie Cartan bewiesen. Einen Beweis in
heutiger Sprache findet man in Kapitel 5.2 von Anthony Knapp: ”Lie Groups Be-
yond an Introduction”, Birkhäuser Basel 2002, ISBN 978-0-8176-4259-4. QED

Beispiel 42 Darstellungen der sl(2,C)
Eine Cartan-Unteralgebra von sl(2,C) ist

h =

{(
λ 0
0 −λ

)
: λ ∈ C

}
,

als positive Wurzel hat man

α =

(
1 0
0 −1

)
.

Für jedes m ∈ N hat man ein dominantes integrales Element λ
gegeben durch die Abbildung

λ(α) = m.

Dieses entspricht der bekannten (m+1)-dimensionalen irreduziblen
Darstellung.

Beispiel 43 Darstellungen der sl(3,C)
Eine Cartan-Unteralgebra von sl(3,C) ist

h =








λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


 : λ1, λ2, λ3 ∈ C : λ1 + λ2 + λ3 = 0



 .

Als positive Wurzeln haben wir

α12 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0




und

α23 =




0 0 0
0 1 0
0 0 −1


 ,

die weiteren Wurzeln sind α13 = α12 +α23 sowie −α12,−α23,−α13.
Für jedes Paar (m,n) ∈ N×N hat man ein dominantes integrales

Element λm,n gegeben durch die Abbildung

λm,n(α12) = m,λm,n(α23) = n.
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Die zugehörige irreduzible Darstellung πm,n lsst sich explizit angeben
wie folgt. Sei Symm(V ) der Vektorraum der homogenen Polynome
vom Grad m in 3 Variablen. Seine Dimension ist 1

2 (m + 1)(m +
2). sl(3,C) wirkt sowohl auf Symm(V ) als auch durch die duale
Darstellung auf Symm(V ∗).

Wir betrachten die durch

ιm,n(v1 . . . vm ⊗ v∗1 . . . v
∗
n) =

∑

i,j

v∗j (vi)v1 . . . v̂i . . . vm ⊗ v∗1 . . . v̂
∗
j . . . v

∗
n

definierte Kontraktion

Symm(V ) ⊗ Symn(V ∗) → Symm−1(V ) ⊗ Symn−1(V ∗).

Der Vektorraum Ker(ιm,n) hat Dimension

1

2
(m2n+mn2 +m2 + 4mn+ n2 + 3m+ 3n+ 2)

und man kann zeigen, dass er eine irreduzible Darstellung zum
höchsten Gewicht λm,n ist.

Zum Beispiel ist π0,0 die triviale Darstellung, π1,0 die definierende
Darstellung auf V = C3, π0,1 die duale Darstellung auf V ∗ und π1,1

die adjungierte Darstellung ad.

4. Riemannsche Geometrie auf Lie-Gruppen

Für Grundbegriffe der Riemannschen Geometrie, insbesondere den Levi-Civita-
Zusammenhang und die verschiedenen Krümmungsbegriffe verweisen wir auf den
Anhang Abschnitt 7.4.

4.1. Links-invariante Metriken auf Lie-Gruppen.

Definition 40. Eine Riemannsche Metrik g auf einer Lie-Gruppe G heisst links-
invariant, wenn für alle h ∈ G

g(v, w) = g(Dplh(v), Dplh(w))

für alle v, w ∈ TpG, p ∈ G gilt.

Lemma 40. Sei G eine Lie-Gruppe und g0 ein Skalarprodukt auf ihrer Lie-Algebra
g. Dann gibt es eine eindeutige links-invariante Riemannsche Metrik g mit

g|T1G = g0.

Beweis: Für v, w ∈ ThG ist g(v, w) eindeutig festgelegt durch die Bedingung

g(v, w) = g0(Dhlh−1v,Dhlh−1w).

QED

Lemma 41. Sei g eine links-invariante Riemannsche Metrik auf einer Lie-Gruppe
G. Dann sind auch der Levi-Civita-Zusammenhang ∇ und seine Krümmungsform
R invariant unter der Linkswirkung von G.

Beweis: Das folgt aus der Formel für den Levi-Civita-Zusammenhang und

[DlhY,DlhZ] = Dlh [Y, Z] .

QED
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Lemma 42. Sei g eine links-invariante Riemannsche Metrik auf einer Lie-Gruppe
G, ∇ ihr Levi-Civita-Zusammenhang und R seine Krümmungsform. Dann gilt für
alle links-invarianten Vektorfelder X,Y, Z,W

2∇XY = [X,Y ] − ad(X)∗Y − ad(Y )∗X

g(R(X,Y )Z,W ) = g(∇XZ,∇Y W ) − g(∇Y Z,∇XW ) − g(∇[X,Y ]Z,W ).

Beweis: Aus Links-Invarianz der Vektorfelder und der Riemannschen Metrik
folgt, dass g(X,Y ), g(X,Z), g(Y, Z) jeweils konstante Funktionen und ihre Ableitun-
gen also Null sind. Damit vereinfacht sich die Koszul-Formel zu

2g(∇XY, Z) = −g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X ]) + g(Z, [X,Y ]),

was eine Umformulierung der ersten Gleichung ist.
Aus demselben Grund ist

Xg(∇Y Z,W ) = 0, Y g(∇XZ,W ) = 0,

mit der Leibnizregel also

g(∇X∇Y Z,W ) + g(∇Y Z,∇XW ) = 0, g(∇Y ∇XZ,W ) + g(∇XZ,∇YW ) = 0,

woraus durch Aufsummieren und mit

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ]

die zweite Gleichung folgt. QED

Beispiel 44 Invariante Metriken auf dem Torus
Links-invariante Vektorfelder auf dem Torus haben nach Beispiel 17

konstante Koeffizienten. Daraus folgt mit Lemma 10, dass die
Kommutatoren links-invarianter Vektorfelder verschwinden. Für
eine links-invariante Metrik auf dem Torus gibt Lemma 42 dann
also

∇XY = 0

für alle links-invarianten Vektorfelder X,Y . Insbesondere gilt für
die Schnittkrümmung links-invarianter Metriken

K ≡ 0.

4.2. Bi-invariante Metriken auf Lie-Gruppen.

Definition 41. Eine Riemannsche Metrik g auf einer Lie-Gruppe G heisst bi-
invariant, wenn sie rechts- und links-invariant ist, wenn also für alle h ∈ G

g(Dprh(v), Dprh(w)) = g(v, w) = g(Dplh(v), Dplh(w))

für alle v, w ∈ TpG, p ∈ G gilt.

Lemma 43. Sei G eine Lie-Gruppe und g0 ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf
ihrer Lie-Algebra g. Dann gibt es eine eindeutige bi-invariante Riemannsche Metrik
g mit

g|T1G = g0.

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 40 ist die links-invariante Metrik g für
v, w ∈ ThG eindeutig festgelegt durch die Bedingung

g(v, w) = g0(Dhlh−1v,Dhlh−1w).

Wegen
Ad(h) = DrhDl

−1
h

ist für eine links-invariante Metrik die Rechts-Invarianz von g äquivalent zur Ad-
Invarianz von g0. QED
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Korollar 10. Auf einer kompakten, halbeinfachen Lie-Gruppe gibt es eine bi-
invariante Riemannsche Metrik.

Beweis: Nach Lemma 37 ist die Killingform Ad-invariant und nach Satz 8
ist sie negativ definit. Also ist das Negative der Killingform ein Ad-invariantes
Skalarprodukt und die Behauptung folgt aus Lemma 43. QED

Satz 10. Für eine Lie-Gruppe mit bi-invarianter Riemannscher Metrik gilt

∇XY =
1

2
[X,Y ]

K(X,Y ) =
1

4
‖ [X,Y ] ‖2

Ric(X,X) =
1

4

n∑

i=2

‖ [X, ei] ‖2

Scal =
1

4

n∑

i,j=1

‖ [ei, ej ] ‖2

für orthonormale Vektoren X,Y und eine Orthonormalbasis e1, . . . , en mit e1 = X.

Beweis: Bi-Invarianz der Riemannschen Metrik g bedeutet, dass Ad(h) eine
orthogonale Abbildung bzgl. g0 = g|g ist für alle h ∈ G. Damit muss ad(X) bzgl.
g0 schief-adjungiert sein, d.h.

ad(X)∗ = −ad(X)

für alle X ∈ g. Somit ist

ad(X)∗Y + ad(Y )∗X = −ad(X)Y − ad(Y )X = − [X,Y ] − [Y,X ] = 0

und die Formel aus Lemma 42 vereinfacht sich zu

∇XY =
1

2
[X,Y ] .

Mit der Definition der Schnittkrümmung und der Formel für links-invariante Metriken
aus Lemma 42 gibt das dann

K(X,Y ) = g(R(X,Y )Y,X) = g(∇XY,∇YX) − g(∇Y Y,∇XX) − g(∇[X,Y ]Y,X)

=
1

4
g([X,Y ] , [Y,X ]) − 1

4
g([Y, Y ] , [X,X ]) − 1

2
g([[X,Y ] , Y ] , X)

=
1

4
g([X,Y ] , [Y,X ]) − 1

2
g([[X,Y ] , Y ] , X).

Wegen

g([[X,Y ] , Y ] , X) = g(−ad(Y ) [X,Y ] , X) = g(− [X,Y ] , ad(Y )∗X)

= g(− [X,Y ] ,−ad(Y )X) = g([X,Y ] , [Y,X ])

vereinfacht sich das zu

K(X,Y ) = −1

4
g([X,Y ] , [Y,X ]) =

1

4
‖ [X,Y ] ‖2 .

Die anderen beiden Gleichungen ergeben sich dann unmittelbar durch Einsetzen in
die Definition der Ricci- und Skalarkrümmung. QED

Beispiel 45 Metrik konstanter Krümmung auf SU(2)
Für die durch das Negative der Killingform gegebene Riemannsche

Metrik auf SU(2) ist K ≡ 1 und man kann zeigen, dass SU(2) mit
dieser Metrik isometrisch zur Einheitssphäre S3 ⊂ R4 ist.
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4.3. Isometriegruppen.

Definition 42. Eine Isometrie einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist ein
Diffeomorphismus

f : M →M

mit

g(Dpf(v), Dpf(w)) = g(v, w)

für alle v, w ∈ TpM,p ∈M .

Definition 43. Die Isometriegruppe Isom(M) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) ist die Menge aller Isometrien mit der Hintereinanderausführung als Verknüpfung.

Für eine orientierbare Mannigfaltigkeit M bezwichnen wir mit Isom+(M) die
Untergruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien.

Lemma 44. Sei (M, g) eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit
und x ∈M . Wenn für zwei Isometrien f1, f2 ∈ Isom(M)

f1(x) = f2(x) und Dxf1 = Dxf2

gilt, dann ist

f1 = f2.

Beweis: Eine Isometrie bildet Geodäten in Geodäten ab, denn die Christoffel-
symbole bzgl. der lokalen Koordinatenvektorfelder ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
undDpf( ∂

∂x1
), . . . , Dpf( ∂

∂xn
)

sind dieselben und die lokalen Geodätengleichungen hängen nur von den Christof-
felsymbolen ab. Insbesondere ist also

fi(expx(tv)) = expfi(x)(tDxfi(v))

für i = 1, 2, woraus f1 = f2 auf einer offenen Umgebung von x folgt.
Sei

U = {y ∈M : f1(y) = f2(y), Dyf1 = Dyf2} ,
dann können wir mit dem selben Argument zeigen, dass U eine offene Umge-
bung jedes Punktes y ∈ U enthält, also eine offene Menge ist. Andererseits ist
U abgeschlossen, denn aus

x = lim
n→∞

xn

und

f1(xn) = f2(xn), Dxn
f1 = Dxn

f2

folgt

f1(x) = f2(x), Dxf1 = Dxf2.

Weil M zusammenhängend ist, muss U = M sein.
QED

Definition 44. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heisst geodätisch vollständig,
wenn jede Geodäte auf ganz R definiert ist.

Satz 11. (Satz von Myers-Steenrod)
Die Isometriegruppe einer geodätisch vollständigen Riemannschen Mannigfaltigkeit
ist eine Lie-Gruppe.

Beweis: Die Beweisidee ist die Folgende. Betrachte einen Punkt x ∈ M und
seine Exponentialabbildung expx. Die Bilder der 1-dimensionalen Unterräume in
TxM sind genau die Geodäten durch x. Geodätische Vollständigkeit heisst, dass
jeder Punkt in der Zusammenhangskomponente von x auf einer solchen Geodäten
durch x liegt.
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Wähle nun n = dim(M) linear unabhängige Vektoren in TxM und bezeichne mit
p1, . . . , pn ihre Bildpunkte unter expx. Eine Isometrie bildet Geodäten in Geodäten
ab und demzufolge ist eine Isometrie durch die Bilder von x, p1, . . . , pn bereits ein-
deutig festgelegt. Wir erhalten also eine Einbettung von Isom(M) in Mn+1 und
man kann zeigen, dass das Bild eine Untermannigfaltigkeit ist und die Gruppen-
operationen differenzierbar sind. Die Einzelheiten des Beweises findet man in S.
B. Myers, N. E. Steenrod: ”The group of isometries of a Riemannian manifold.”
Ann. of Math. (2) 40 (1939), no. 2, 400-416. QED

Beispiel 46 Die Isometriegruppe der Sphäre

Sn =
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x2

1 + . . .+ x2
n+1 = 1

}

mit der durch Einschränkung der Euklidischen Metrik

dx2
1 + . . .+ dx2

n+1

gegebenen Riemannschen Metrik ist die orthogonale Gruppe

O(n+ 1).

Die Gruppe der orientierungserhaltenden Isometrien ist

SO(n+ 1).

Eine orthogonale Abbildung A bildet jeden Tangentialraum TxS
n

auf TAxS
n ab und ist eine Isometrie der euklidischen Metrik, mithin

auch deren Einschränkung.
Wir zeigen nun, dass umgekehrt jede Isometrie der Sphäre die

Einschränkung einer orthogonalen Abbildung ist. Sei f ∈ Isom(Sn).
Betrachte x = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn ⊂ Rn+1 und die Standardbasis
e1, . . . , en von TxS

n.
Zu jedem anderen Punkt y ∈ Sn und jeder Orthonormalbasis

f1, . . . , fn dessen Tangentialraums TyS
n gibt es eine eindeutige Ab-

bildung A ∈ O(n + 1), die x auf y und e1, . . . , en auf f1, . . . , fn

abbildet. Tatsächlich ist x, e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von
Rn+1 und dasselbe gilt für y, f1, . . . , fn wegen TyS

n = y⊥ ⊂ Rn+1.
Insbesondere gibt es eine solche Abbildung Af ∈ O(n + 1) für

y = f(x) und das Bild der Standardbasis unter Dxf . Weil aber
nach Lemma 44 eine Isometrie durch diese Daten bereits eindeutig
festgelegt ist, muss f = Af sein.

Beispiel 47 Die Isometriegruppe des hyperbolischen Raumes

Hn =
{
(x0, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : − x2

0 + x2
1 + . . .+ x2

n = −1, x0 > 0
}

mit der durch Einschränkung der Lorentz-Metrik −dx2
0+dx2

1+ . . .+
dx2

n gegebenen Riemannschen Metrik ist

O(1, n)0 =
{
A ∈ GL(n+ 1,R) : A diag(−1, 1 . . . , 1) AT = diag(−1, 1 . . . , 1), A00 > 0

}
.

Die Gruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien ist

SO(1, n)0 = {A ∈ O(1, n)0 : det(A) > 0} .

Jedes A ∈ O(1, n)0 bildet jedes TxHn auf TAxHn ab und ist eine
Isometrie der Lorentz-Metrik, mithin auch deren Einschränkung.

Umgekehrt, sei f ∈ Isom(Hn) und betrachte x = (1, 0, . . . , 0) ∈
Hn und die Standardbasis e1, . . . , en von TxHn.
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Zu jedem anderen Punkt y ∈ Hn und jeder Orthonormalba-
sis f1, . . . , fn dessen Tangentialraums TyHn gibt es eine eindeutige
Abbildung A ∈ O(1, n)0, die x auf y und e1, . . . , en auf f1, . . . , fn

abbildet. Tatsächlich ist x, e1, . . . , en eine Orthonormalbasis bzgl.
der Lorentz-Metrik und dasselbe gilt für y, f1, . . . , fn wegen TyHn =
y⊥ ⊂ Rn+1.

Insbesondere gibt es eine solche Abbildung Af ∈ O(1, n) für
y = f(x) und das Bild der Standardbasis unter Dxf und damit
muss f = Af sein.

Beispiel 48 Die Isometriegruppe der oberen Halbebene

H = {z ∈ C : Im(z) > 0}
mit der hyperbolischen Metrik

ghyp =
1

(Im(z)2)
geukl

ist
PGL(2,R) = GL(2,R)/R1.

Die Gruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien Isom+(H)
ist

PSL(2,R) = SL(2,R)/± 1.

GL(2,R) wirkt auf der oberen Halbebene durch
(
a b
c d

)
z =

az + b

cz + d
.

Weil die Wirkung vonA =

(
a b
c d

)
mit der von λA =

(
λa λb
λc λd

)

übereinstimmt, faktorisiert diese Wirkung über eine Wirkung von
PGL(2,R). Wegen

DzA =
1

(cz + d)2

und

Im(Az) =
1

|cz + d|2 Im(z)

wirkt jedes A als Isometrie der Riemannschen Metrik.
Wir zeigen nun, dass jede orientierungserhaltende-Isometrie der

oberen Halbebene von dieser Form ist. Sei f ∈ Isom(H) und betra-
chte x = i. Wir bemerken, dass eine positiv orientierte Orthonor-
malbasis eines 2-dimensionalen Vektorraums bereits durch den er-
sten der beiden Basisvektoren festgelegt ist. Wegen Lemma 44
genügt es also zu zeigen, dass man zu jedem y ∈ H und jedem
Einheitsvektor v ∈ TyH ein (bis auf Multiplikation mit ±1 ein-
deutiges) A ∈ SL(2,R) findet, welches i in y und den Vektor (0, 1)
in v abbildet.

Zunächst kann man zu jedem Punkt a+ bi ∈ H eine Matrix

Aa,b :=

( √
b a√

b

0 1√
b

)

finden, welche i auf a + bi abbildet. Weiterhin lässt SO(2) ⊂
SL(2,R) den Punkt i fest und man kann zu jedem Einheitsvek-
tor in TiH eine Matrix aus SO(2) finden, welche (0, 1) auf diesen
Einheitsvektor abbildet. Insbesondere findet man eine solche Ma-
trix für Da+biA

−1
a,bv. Die Verknüpfung dieser Matrix mit Da+biAa,b
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leistet das Gewünschte. Die Eindeutigkeit bis auf Multiplikation
mit ±1 ergibt sich durch direktes Nachrechnen.

Schließlich lässt sich eine orientierungs-ändernde Isometrie als

Produkt der Abbildung

(
−1 0
0 1

)
mit einer orientierungs-erhaltenden

Isometrie zerlegen und gehört somit zu PGL(2,R).

Lemma 45. i) Die Isometriegruppen isometrischer Riemanscher Mannigfaltigkeiten
sind isomorph.

ii) Die Gruppen orientierungs-erhaltender Isometrien isometrischer orientierter
Riemannscher Mannigfaltigkeiten sind isomorph.

Beweis: Sei
F : M → N

eine Isometrie. Dann definiert

g → F−1 ◦ g ◦ F
einen Isomorphismus

Isom(M) → Isom(N),

welcher Isom+(M) in Isom+(N) abbildet. QED

Korollar 11. O(2, 1)0 ist isomorph zu PGL(2,R), SO(2, 1)0 ist isomorph zu PSL(2,R).

Beweis: H2 ist vermittels der Isometrie

(x0, x1, x2) → 2
x1(1 + x0)

x2
1 + (x0 + x2 + 1)2

+ (2
x2(1 + x0) + (1 + x0)

2

x2
1 + (x0 + x2 + 1)2

− 1)i

isometrisch zur oberen Halbebene

H = {z ∈ C : Im(z) > 0}
mit der hyperbolischen Metrik

ghyp =
1

(Im(z)2)
geukl.

Die Behauptung folgt durch Anwendung von Lemma 45 auf die Isometrie

F : H2 → H.

QED

Definition 45. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X
mit Fluss Φt ist ein Killing-Vektorfeld, wenn alle Φt Isometrien sind.

Man kann zeigen, dass der Vektorraum der Killing-Vektorfelder die Lie-Algebra
der Lie-Gruppe Isom(M) ist.

5. Homogene Räume

5.1. Mannigfaltigkeits-Struktur homogener Räume.

Satz 12. Sei G eine Lie-Gruppe und

H ⊂ G

eine abgeschlossene Untergruppe.
Dann ist G/H eine (Hausdorffsche) differenzierbare Mannigfaltigkeit und

π : G→ G/H

eine Submersion.
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Für jeden Untervektorraum p ⊂ g mit

g = h ⊕ p

ist
D0(π ◦ exp|p) : p → T[1]G/H

ein Isomorphismus.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Hausdorff-Eigenschaft. Sei xH 6= yH ∈ G/H .
Wir müssen beweisen, dass die Nebenklassen xH und yH in G/H disjunkte offene
Umgebungen haben. Zunächst gibt es wegen der Abgeschlossenheit von H eine
offene Umgebung U von 1, so dass yH nicht in UxH enthalten ist. Wegen der
Stetigkeit der Multiplikation gibt es eine offene Umgebung V von 1 mit

V 2 ⊂ U,

o.B.d.A. können wir V = V −1 annehmen. Dann sind V xH und V yH die gewünschten
disjunkten Umgebungen, denn andernfalls gäbe es v, w ∈ V mit

vxH = wyH

im Widerspruch zu
yH 6∈ UxH.

Wir beweisen nun, dass G/H eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Wir
wählen ein Komplement p zu h in g, also eine Zerlegung

g = h ⊕ p.

Für die durch
µ(p, h) = exp(p)exp(h)

definierte Abbildung
µ : p ⊕ h → G

gilt D(0,0)µ = id, also ist µ ein lokaler Diffeomorphismus um (0, 0). ist Sei U ⊂ g

eine Umgebung von (0, 0) so dass µ ein Diffeomorphismus von U auf µ(U) ⊂ G ist.
Weil H nach Satz 1 eine Untermannigfaltigkeit ist, können wir U so wählen, dass

H ∩ exp(U) = exp(U ∩ h).

Wegen Stetigkeit der Multiplikation gibt es eine kleinere Umgebung V mit

exp(u1)
−1exp(u2) ∈ exp(U)

für alle u1, u2 ∈ V . Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dass die Verknüpfung
der Projektion G → G/H mit exp|p∩V : p ∩ V → G injektiv ist. Tatsächlich folgt
für u1, u2 ∈ p ∩ V aus

exp(u1)H = exp(u2)H,

dass es ein h ∈ H mit

h = exp(u1)
−1exp(u2) ∈ H ∩ exp(U) = exp(h ∩ U)

gäbe, woraus wiederum h = exp(u) folgt für ein u ∈ h ∩ U . Damit ist aber

µ(u, u1) = µ(0, u2)

und aus der Injektivität von µ|U folgt u1 = u2.
Damit ist die stetige und offene Abbildung

p ∩ V → G/H

ein Homöomorphismus auf ihr Bild. Wir können nun einen Atlas
{
(U[g], φ[g]) : [g] ∈ G/H

}

definieren durch
U[g] = {[g · exp(v)] : v ∈ p ∩ V }

und
φg = (exp|V )−1 ◦ l−1

g : U[g] → p ∩ V ⊂ p ∼= Rdim(G)−dim(H).
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Die Kartenwechsel sind die Einschränkungen der Kartenwechsel aus der Definition
der Mannigfaltigkeitsstruktur von G auf

Rdim(G)−dim(H) ∼= p ⊂ g ∼= Rdim(G)

und mithin differenzierbar. QED

Beispiel 49

T[1]SL(n,R)/SO(n) ∼=
{
A ∈ sl(n,R) : A = AT

}

Jede Matrix X lässt sich eindeutig als Summe einer schiefsym-
metrischen und einer symmetrischen Matrix zerlegen:

X =
X −XT

2
+
X +XT

2
.

Falls die Spur von X verschwindet, gilt dies auch für die beiden
Summanden. Also ist

sl(n,R) = so(n) ⊕ p

mit

p =
{
A ∈ sl(n,R) : A = AT

}
.

5.2. Differenzierbare Gruppenwirkungen.

Definition 46. Eine differenzierbare Wirkung einer Lie-Gruppe G auf einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine differenzierbare Abbildung

µ : G×M →M

mit

µ(1, x) = x ∀x ∈M

und

µ(g, µ(h, x)) = µ(gh, x)) ∀g, h ∈ G, x ∈M.

Man schreibt auch abkürzend gx für µ(g, x).

Satz 13. Sei µ eine differenzierbare, transitive Wirkung einer Lie-Gruppe G auf
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M .

Dann ist M diffeomorph zu G/H mit

H = Stab(x0) := {g ∈ G : µ(g, x0) = x0} .
Beweis: Weil die Wirkung transitiv ist, definiert

f([g]) = µ(g, x0)

eine G-äquivariante Bijektion

f : G/H →M.

Die stetige Bijektion f ist jedenfalls ein lokaler Homöomorphismus, woraus mit
Brouwer’s Satz von der Invarianz der Dimension

dim(G/H) = dim(M)

folgt. Wir werden zeigen, dass f und f−1 differenzierbar sind.
Differenzierbarkeit von f ist äquivalent zur Differenzierbarkeit von f ◦ φ−1

[g] für

alle im Beweis von Satz 12 definierten Karten φ[g]. Diese folgt aber aus

f ◦ φ−1
[g] = µ|G×{x0} ◦ expg|p : p →M.
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Aus dem Lemma von Sard folgt, dass Dxf in mindestens einem x ∈ G/H surjek-

tiv sein muss. Wegen der Äquivarianz von f ist Dxf dann aber in jedem x ∈ G/H
surjektiv und mithin wegen

dim(TxG/H) = dim(Tf(x)M)

ein Isomorphismus. Also ist f ein lokaler Diffeomorphismus. Insbesondere ist die
Umkehrabbildung f−1 differenzierbar. QED

Beispiel 50

Sn = SO(n+ 1)/SO(n) = O(n+ 1)/O(n)

Durch µ(A, x) = Ax wird eine differenzierbare Wirkung von
O(n+ 1) auf Sn ⊂ Rn+1 definiert. Der Stabilisator von

x0 = (0, . . . , 0, 1)

ist

O(n) × {1} ⊂ O(n+ 1).

Weil F (A) = µ(A, x0) eine surjektive Abbildung ist, kann man
Satz 13 anwenden.

Beispiel 51

Hn = SO(1, n)0/SO(n) = O(1, n)0/O(n)

Durch µ(A, x) = Ax wird eine differenzierbare Wirkung von
O(1, n)0 auf Hn ⊂ Rn+1 definiert. Der Stabilisator von

x0 = (1, 0, . . . , 0)

ist

{1} ×O(n) ⊂ O(1, n).

Weil F (A) = µ(A, x0) eine surjektive Abbildung ist, kann man
Satz 13 anwenden.

5.3. Riemannsche Homogene Räume.

Definition 47. Ein Riemannscher homogener Raum ist eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M , deren Isometrie-Gruppe Isom(M) transitiv auf M wirkt, d.h., zu
je zwei Punkten x, y ∈M gibt es eine Isometrie g ∈ Isom(M) mit g(x) = y.

Lemma 46. Jeder Riemannsche homogene Raum ist von der Form G/H für eine
Lie-Gruppe G und eine kompakte Untergruppe H ⊂ G.

Beweis: Nach Satz 11 ist G := Isom(M) eine Lie-Gruppe. Die Wirkung von
G auf M ist differenzierbar.

Wähle ein beliebiges x0 ∈M , dann ist

H = Stab(x0) = {g ∈ G : gx0 = x0}
eine abgeschlossene Untergruppe, denn aus g = limn→∞ gn und gnx0 = x0 für alle
n folgt gx0 = x0.

Die Riemannsche Metrik definiert ein Skalarprodukt auf Tx0M , welches von H
erhalten wird. H ist also isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von O(n)
für n = dim(M) und mithin kompakt.

Mit Satz 13 bekommen wir einen Diffeomorphismus G/H →M . QED
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6. Symmetrische Räume

6.1. Definition und Beispiele.

Definition 48. Eine zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit M heißt
ein symmetrischer Raum, wenn es zu jedem x ∈M eine Spiegelung an x gibt, d.h.
eine Isometrie

Sx : M →M

mit

Sx(x) = x

und

DxSx = −Id.

Lemma 47. Für die Symmetrien Sx eines symmetrischen Raumes M und jede
Geodäte γ in M mit γ(0) = x gilt

Sx(γ(t)) = γ(−t).
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den definierenden Eigenschaften von Sx.

QED

Korollar 12. Für die Symmetrien Sx eines symmetrischen Raumes M und jede
Geodäte γ in M gilt

Sγ(s)(γ(s+ t)) = γ(s− t),

wenn s+ t im Definitionsbereich von γ liegt.

Beweis: Dies folgt durch Anwendung von Lemma 47 auf die Geodäte

η(t) := γ(s+ t).

QED

Beispiel 52 Der euklidische Rn ist ein symmetrischer Raum.
Zu jedem x ∈ Rn definiert man die Spiegelung Sx : Rn → Rn

durch

Sx(y) = 2x− y.

Beispiel 53 Die Einheitssphäre Sn ⊂ Rn+1 ist ein symmetrischer
Raum.

Zu x, y ∈ Sn definiert man Sx(y) ∈ Sn als den eindeutig bes-
timmten Punkt auf dem Großkreis durch x und y, für den

d(Sx(y), x) = d(y, x)

sowie (falls x und y keine antipodalen Punkte sind) Sx(y) 6= y gilt.
Eine explizite Formel ist

Sx(y) = −y + 2〈y, x〉x
mit dem euklidischen Skalarprodukt 〈x, y〉.
Beispiel 54 Der hyperbolische Raum Hn ist ein symmetrischer
Raum.

Eine explizite Formel für die Symmetrie Sx des Hyperboloid-
Modells ist

Sx(y) = −y + 2〈x, y〉Lorx

für die Lorentz-Metrik 〈x, y〉Lor.
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Beispiel 55 Eine Lie-Gruppe mit bi-invarianter Metrik ist ein
symmetrischer Raum.

Die Symmetrie Sg an g ist gegeben durch

Sg(h) = gh−1g.

Offensichtlich ist Sg(g) = g.
Wegen S1(h) = h−1 ist D1S1 = −Id und insbesondere ist S1

eine Isometrie auf T1G.
Wegen Bi-Invarianz der Metrik und

DhS1 = Dh−1 lg ◦D1S1 ◦Dhrg

ist S1 dann auch eine Isometrie von ThG auf Th−1G.
Für g ∈ G folgt aus

Sg = rg ◦ lg ◦ S1

mit der Kettenregel

DhSg = Dgh−1rg ◦Dh−1 lg ◦DhS1

und somit ist wegen der Bi-Invarianz der Metrik auch Sg eine Isome-
trie von jedem Tangentialraum ThG auf TSg(h)G.

Schließlich folgt DgSg = −Id aus

Sg(g · exp(tX)) = g · exp(−tX).

6.2. Eigenschaften symmetrischer Räume.

Lemma 48. Jeder symmetrische Raum ist geodätisch vollständig.

Beweis: Sei

γ : (−ǫ, ǫ) →M

eine auf einem Intervall (−ǫ, ǫ) definierte Geodäte. Die Symmetrie an γ(± ǫ
2 ) bildet

wegen Lemma 47 γ(−ǫ, ǫ) auf γ(0, 2ǫ) bzw. γ(−2ǫ, 0) ab, insbesondere läßt sich die
Geodäte auf das Intervall (−2ǫ, 2ǫ) fortsetzen. Durch Iteration dieses Arguments
erhält man, dass γ auf ganz R definiert ist. QED

Korollar 13. Die Symmetrien Sx eines symmetrischen Raumes sind eindeutig
bestimmt.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Lemma 44. QED

Korollar 14. Für die Symmetrien Sx eines symmetrischen Raumes gilt S2
x = Id.

Beweis: Das folgt aus Lemma 44 wegen S2
x(x) = x und Dx(S2

x) = Id. QED

Lemma 49. Jeder symmetrische Raum M ist ein Riemannscher homogener Raum

M = G/K

mit G = Isom(M) und einer kompakten Untergruppe K ⊂ G.

Beweis: Sei M ein symmetrischer Raum und p, q ∈M . Wegen Lemma 48 und
dem Satz von Hopf-Rinow (Satz 20) gibt es eine Geodäte γ : R →M mit

γ(0) = p, γ(t) = q

für ein t ∈ R.
Die Symmetrie Sγ( t

2 ) ist eine Isometrie und bildet p auf q ab.
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Also wirkt G = Isom(M) transitiv auf M und mit Satz 13 erhalten wir M =
G/K für die kompakte Untergruppe K = Stab(p).

QED

Lemma 50. In einem symmetrischen Raum M sind die Symmetrien an verschiede-
nen Punkten konjugiert in Isom(M).

Beweis: Zu p, q ∈ M gibt es nach Lemma 49 eine Isometrie g ∈ Isom(M) mit
g(p) = q. Dann ist gSpg

−1 eine Symmetrie an q und wegen Lemma 13 muss

Sq = gSpg
−1

sein. QED

Lemma 51. Sei M ein symmetrischer Raum und γ : R →M eine Geodäte. Dann
gibt es eine 1-Parameter-Familie von Transvektionen an γ, d.h., zu jedem t ∈ R

eine Isometrie

τt : M →M

mit

τt(γ(s)) = γ(s+ t)

für alle s ∈ R.

Beweis: Definere τt durch

τt = Sγ(t)Sγ( t
2 ).

Aus Korollar 12 folgt die Behauptung. QED

Lemma 52. Für die in Lemma 51 definierten Transvektionen τt entlang einer
Geodäten γ ist für jedes X ∈ Tγ(0)M das entlang γ definierte Vektorfeld

Dγ(0)τt(X)

parallel entlang γ.

Beweis: Eine Symmetrie Sγ(t) ist eine Isometrie und bildet insbesondere Geodäten
in Geodäten und parallele Vektorfelder in parallele Vektorfelder ab. Wenn X ein
paralleles Vektorfeld ist, dann auch −X . Aus

Dγ(t)Sγ(t)X(γ(t)) = −X(γ(t))

folgt also

Dγ(s)Sγ(t)X(γ(s)) = −X(γ(−s))
für jedes parallele Vektorfeld X und alle s ∈ R.

Weil eine Transvektion entlang γ die Hintereinanderausführung zweier solcher
Symmetrien ist, erhält sie parallele Vektorfelder entlang γ. QED

6.3. Cartan-Zerlegung.

Lemma 53. Sei M ein symmetrischer Raum, G seine Isometrie-Gruppe, K =
Stab(x0) ⊂ G für ein x0 ∈ M . Seien g und k die Lie-Algebren von G und K, und
sei

p =

{
d

dt
|t=0τt : τt 1-Parameter-Familie von Transvektionen entlang Geodäte γ : R →M mit γ(0) = x0

}
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die Menge p ⊂ g = T1G derjenigen Tangentialvektoren, für die der Fluss des
zugehörigen links-invarianten Vektorfeldes in G = Isom(M) aus Transvektionen
entlang einer Geodäten γ : R →M mit γ(0) = x0 besteht. Dann ist

g = k ⊕ p.

Beweis: Wenn der Fluss eines linksinvarianten Vektorfeldes aus Transvektionen
besteht, dann läßt er insbesondere nicht x0 fest. Also ist

k ∩ p = 0.

Weiter gibt es zu jedem v ∈ Tx0M eine 1-Parameter-Familie von Transvektionen
entlang der durch γ(0) = x0, γ

′(0) = v bestimmten Geodäte γ. Also ist

dim(p) ≥ dim(Tx0M) = dim(M) = dim(g) − dim(k).

Daraus folgt aber, dass k und p bereits ganz g aufspannen müssen und insbesondere
p zu Tx0M isomorph ist. QED

Definition 49. Zu einem symmetrischen Raum M und x0 ∈ M heisst die durch
Lemma 53 gegebene Zerlegung

g = k ⊕ p

der Lie-Algebra der Isometrie-Gruppe von M die Cartan-Zerlegung von g zum sym-
metrischen Raum M .

Lemma 54. Zu einem symmetrischen Raum G/K gibt es einen Lie-Gruppen-
Homomorphismus

σ : G→ G

mit

σ2 = Id,

so dass k und p die Eigenräume von D1σ zu den Eigenwerten 1 und −1 sind.

Beweis: Definiere σ durch

σ(g) = S[1] ◦ g ◦ S[1],

wobei S[1] als Element von G = Isom(M) aufzufassen ist. Man prüft leicht nach,

dass σ ein Homomorphismus ist. Wegen S2
[1] = Id ist σ2(g) = g für alle g ∈ G.

Insbesondere ist D1σ
2 = Id und D1σ kann nur die Eigenwerte ±1 haben.

Wegen

σ(τt) = τ−t

für alle Transvektionen τt ist

D1σ|p = −Id.

Wegen K ⊂ O(T[1](G/K)) und −1 ∈ Z(O(n)) ist σ|K = Id und insbesondere

D1σ|k = Id.

QED

Definition 50. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus mit den in Lemma 54 genan-
nten Eigenschaften heisst Cartan-Involution.

Korollar 15. Für die Cartan-Zerlegung eines symmetrischen Raumes gilt

[k, k] ⊆ k, [k, p] ⊆ p, [p, p] ⊆ k.
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Beweis: Weil σ ein Homomorphismus von Lie-Gruppen ist, ist D1σ ein Lie-
Algebren-Homomorphismus.

Damit gilt: wenn x ein Eigenvektor zum Eigenwert λ und y ein Eigenvektor zum
Eigenwert µ ist, dann ist [x, y] ein Eigenvektor zum Eigenwert λµ. Die Behauptung
folgt damit aus Lemma 54. QED

Beispiel 56 Cartan-Zerlegung o(n+ 1) = o(n) ⊕ p.
Zu der Sphäre

Sn = O(n+ 1)/O(n)

aus Beispiel 53 erhält man die Cartan-Zerlegung

o(n+ 1) = o(n) ⊕ p

mit

p =








0 . . . 0 a1

. . . O . . . . . .
0 . . . 0 an

−a1 . . . −an 0


 : a1, . . . , an ∈ R




.

Lemma 55. Sei M = G/K ein symmetrischer Raum und x0 = [1] ∈ M . Für
G = Isom(M) sei m : G→M die durch

m(g) = g · x0

definierte Abbildung.
Sei

exp : g → G

die Exponentialabbildung der Lie-Gruppe G und

expx0 : Tx0M →M

die Riemannsche Exponentialabbildung aus Lemma 83. Dann ist

D1m|p : p → Tx0M

ein Isomorphismus und für alle X ∈ p gilt

expx0(D1m(X)) = exp(X) · x0.

Beweis: Für eine Geodäte γ durch x0 = [1] ∈ G/K sind die Transvektionen
τt an γ eine 1-Parameter-Gruppe in G = Isom(M). Nach Lemma 17 gibt es ein
X ∈ g mit

exp(tX) = τt

für alle t. Wegen

exp(−tX) = τ−t = S[1] ◦ τt ◦ S[1] = σ(exp(tX)) = exp(tD1σ(X))

ist
D1σ(X) = −X

und damit
X ∈ p

nach Lemma 54.
Sei v = γ′(0), dann ist

v =
d

dt
|t=0τt(x0) =

d

dt
|t=0exp(tX)(x0)

=
d

dt
|t=0m(exp(tX)) = D1m(X).

Damit ist D1m eine surjektive lineare Abbildung von p nach Tx0M und wegen
dim(p) = dim(Tx0M) also ein Isomorphismus.
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Damit ist

expx0(D1m(X)) = expx0(v) = τ1(x0) = exp(X) · x0.

QED

Korollar 16. Für eine Lie-Gruppe G mit einer bi-invarianten Metrik stimmt die
Exponentialabbildung der Lie-Gruppe mit der Riemannschen Exponentialabbildung
überein.

Beweis: Das folgt aus Beispiel 55 und Lemma 55. QED

6.4. Krümmung symmetrischer Räume.

Lemma 56. Für einen symmetrischen Raum M = G/K mit einer Cartan-Zerlegung
g = k ⊕ p, ein Vektorfeld V ∈ p und ein beliebiges Vektorfeld U auf M gilt

(∇UV )x0 = 0.

Beweis: Nach Definition von p ist

V (x) =
d

dt
|t=0τt(x)

für die Transvektionen τt entlang der Geodäten γV mit γV (0) = x0, γ
′
V (0) = V .

Weiterhin sei γU die Geodäte mit γU (0) = x0, γ
′
U (0) = U . Dann ist

(∇UV )x0 = ∇ ∂
∂s

∂

∂t
τt(γU (s))|s=t=0

= ∇ ∂
∂t

∂

∂s
τt(γU (s))|s=t=0

=
d

dt
|t=0((Dx0τt)U),

wobei die zweite Gleichung aus ∇ ∂
∂s

∂
∂t −∇ ∂

∂t

∂
∂s =

[
∂
∂s ,

∂
∂t

]
= 0 folgt.

Weil Dx0τt(U) wegen Lemma 52 parallel entlang γV ist, folgt

(∇UV )x0 = 0.

QED

Lemma 57. Für ein Killingfeld X auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M
gilt

R(A,X)B = ∇∇ABX −∇A∇BX

für alle Vektorfelder A,B.

Beweis: Wir wollen zeigen, dass

L(A,B) := R(X,A)B −∇∇ABX + ∇A∇BX

verschwindet. Dafür genügt es zu zeigen, dass L symmetrisch und antisymmetrisch
ist.

Die Antisymmetrie folgt aus der Jacobi-Gleichung. Sei nämlich φt der Fluss des
Killingfeldes X , dann ist jedes φt eine Isometrie und für eine Geodäte γ ist dann

γs := φs(γ)

eine 1-Parameter-Familie von Geodäten. Aus der Jacobi-Gleichung (Abschnitt 7.4.4)

∇A∇AY −∇∇AAX +R(X,A)A = 0

ergibt sich unmittelbar L(A,A) = 0, also die Antisymmetrie von L und insbeson-
dere L(A,B) = −L(B,A).
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Die Symmetrie folgt aus den Symmetrien des Riemannschen Krümmungstensors
und der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs. Letztere besagt

∇AB −∇BA = [A,B] ,

woraus zunächst

L(A,B) − L(B,A) = R(X,A)B +R(X,B)A−∇A∇BX −∇B∇AX −∇[A,B]X

= R(X,A)B −R(X,B)A−R(A,B)X

= R(X,A)B +R(B,X)A+R(A,B)X

folgt, was aber wegen der Bianchi-Identität (Lemma 84) verschwindet. Also ist
L(A,B) = L(B,A).

QED

Satz 14. Sei M ein symmetrischer Raum mit Cartan-Zerlegung g = k ⊕ p, p ∈M
und V,W,U ∈ p ∼= TpM . Dann gilt für den Riemannschen Krümmungstensor in p

(R(V,W )U)p = [U, [V,W ]]p .

Beweis: Wir haben zunächst

R(V,W )U = −R(U, V )W −R(W,U)V

= −R(U, V )W +R(U,W )V

= ∇U∇VW −∇∇U V W −∇U∇WV + ∇∇U WV.

Dabei folgt die erste Gleichung aus der Bianchi-Identität, die zweite Gleichung aus
der Antisymmetrie des Krümmungstensors und die dritte Gleichung aus Lemma 57.
Damit erhalten wir

R((V,W )U)p = (∇U∇V W −∇U∇WV )p

= ∇U [V,W ]p

= [U, [V,W ]]p ,

wobei die erste Gleichung aus Lemma 56, die zweite Gleichung aus der Torsions-
freiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs und die dritte Gleichung aus

(∇[V,W ]U)p = 0

(wegen Lemma 56) sowie (wieder wegen der Torsionsfreiheit)

∇U [V,W ] −∇[V,W ]U = [U, [V,W ]]

folgt. QED

Definition 51. Ein symmetrischer Raum M = G/K mit G = Isom(M) und
K = Stab(x0) ⊂ G heißt isotropie-irreduzibel, wenn die Darstellung von K auf
Tx0M irreduzibel ist.

Satz 15. (Satz von de Rham) Ein einfach zusammenhängender, symmetrischer
Raum, der kein nichttriviales Produkt zweier Riemannscher Mannigfaltigkeiten ist,
ist isotropie-irreduzibel.

Beweis: Ein Beweis findet sich in G. de Rham: Sur la reductibilitè d’un es-
pace de Riemann. Comment. Math. Helv. 26, S. 328-344 (1952). Wir führen den
allgemeinen Beweis hier nicht aus, sondern erwähnen nur, dass für die uns inter-
essierenden Beispiele aus Abschnitt 6.1 die Isotropie-Irreduzibilität direkt überprüft
werden kann. QED
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Lemma 58. Für einen isotropie-irreduziblen symmetrischen Raum M gibt es eine
Konstante λ ∈ R, so dass

λg = B auf p = Tx0M

für die Riemannsche Metrik g und die Killingform B gilt.

Beweis: Die Riemannsche Metrik gx0 ist positiv definit und insbesondere nicht-
ausgeartet auf Tx0M , es gibt also zu jedem u ∈ Tx0M ein Lu ∈ Tx0M mit

B(u, v) = g(Lu, v)

für alle v ∈ Tx0M . Die so definierte Abbildung

L : Tx0M → Tx0M

ist linear und man prüft leicht nach, dass

L(h · u) = h · L(u)

für alle h ∈ G = Isom(M) und

g(Lu, v) = g(u, Lv)

für alle u, v ∈ Tx0M gilt. Aus der letzteren Bedingung folgt, dass alle Eigenwerte
von L reell sind, und aus der vorherigen Bedingung folgt, dass die Eigenräume K-
invariant sind für K = Stab(x0). Wegen der Irreduzibilität der Wirkung von K auf
Tx0M müssen die Eigenräume aber ganz Tx0M sein, woraus L = λId für ein λ ∈ R

folgt. Damit ist aber

B(u, v) = λg(u, v)

für alle u, v ∈ Tx0M . QED

Korollar 17. Für einen isotropie-irreduziblen symmetrischen Raum M und die
Konstante λ aus Lemma 58 gilt für die Schnittkrümmung der von zwei orthonor-
malen Vektoren X,Y ∈ Tx0M = p aufgespannten Ebene

K(X,Y ) =
1

λ
B([X,Y ] , [X,Y ])

falls λ 6= 0 und K(X,Y ) ≡ 0 falls λ = 0.

Beweis: Aus Satz 14 folgt

(R(X,Y )Y )x0 = [Y, [X,Y ]]x0
,

mithin

λK(X,Y ) = λg(R(X,Y )Y,X) = B(R(X ;Y )Y,X) = B([Y, [X,Y ]] , X)

= −B([[X,Y ] , Y ] , X) = B([X,Y ] , [X,Y ]),

wobei wir für die letzte Gleichung benutzt haben, dass wegen Teil c) von Lemma 37
die adjungierte Abbildung ad(Y )(.) = [., Y ] schief-symmetrisch für die Killingform
B ist.

Für λ 6= 0 folgt die Behauptung.
Für λ = 0 folgt aus der Nicht-Ausgeartetheit der Killingform [X,Y ] = 0 und

damit R ≡ 0 nach Satz 14. QED
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6.5. Typen symmetrischer Räume.

Definition 52. Ein symmetrischer Raum ist von kompaktem Typ, wenn g halbe-
infach und die Killingform auf g negativ definit ist.

Ein symmetrischer Raum ist von euklidischem Typ, wenn p abelsch ist, also
[X,Y ] = 0 für alle X,Y ∈ p gilt.

Ein symmetrischer Raum ist von nichtkompaktem Typ, wenn g halbeinfach und
die Einschränkung der Killingform auf p positiv definit ist.

Satz 16. Für einen isotropie-irreduziblen symmetrischen Raum M und X,Y ∈
Tx0M,x0 ∈M gilt:

K(X,Y ) ≥ 0,

wenn M ein symmetrischer Raum von kompaktem Typ ist,

K(X,Y ) = 0,

wenn M ein symmetrischer Raum von euklidischem Typ ist,

K(X,Y ) ≤ 0,

wenn M ein symmetrischer Raum von nichtkompaktem Typ ist.

Beweis:
Für symmetrische Räume von euklidischem Typ folgt die Behauptung unmittel-

bar aus Korollar 17 und Definition 52.
Für symmetrische Räume von kompaktem Typ ist die Killingform negativ definit,

womit die Konstante λ aus Lemma 58 negativ sein muß. Aus λ < 0 und

B([X,Y ] , [X,Y ]) ≤ 0

folgt K(X,Y ) ≥ 0 mit Gleichheit nur für [X,Y ] = 0.
Wenn M = G/K ein symmetrischer Raum von nicht-kompaktem Typ ist, dann

ist die Einschränkung der Killing-Form auf p positiv definit, womit die Konstante
λ aus Lemma 58 positiv sein muß.

Weiterhin ist die Einschränkung der Killingform auf k negativ definit wegen
Lemma 8. Aus X,Y ∈ p folgt [X,Y ] ∈ k wegen Korollar 15, also

B([X,Y ] , [X,Y ]) ≤ 0

und K(X,Y ) ≤ 0 mit Gleichheit nur für [X,Y ] = 0. QED

6.6. Der symmetrische Raum SL(n,R)/SO(n).

6.6.1. Der Raum der positiv definiten, symmetrischen Matrizen.

Definition 53. Wir bezeichnen mit

P (n,R) ⊂Mat(n,R)

die Teilmenge der positiv definiten, symmetrischen Matrizen.

Lemma 59. P (n,R) ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension

(
n+ 1

2

)
.

Beweis: Die Menge S(n,R) der symmetrischen n × n-Matrizen ist vermittels
der Abbildung

A→ (aij)i≤j

zu R
n(n+1)

2 diffeomorph.
P (n,R) ist eine offene Teilmenge von S(n,R), weil sie durch endlich viele Un-

gleichungen - die Positivität der führenden Hauptminoren - gegeben ist.
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QED

Lemma 60. Durch

g · A := gAgT

wird eine transitive Wirkung von GL(n,R) auf P (n,R) definiert.

Beweis: Transitivität ist ein Spezialfall der Polarzerlegung (Lemma 76): Sei
p ∈ P (n,R) eine symmetrische, positiv definite Matrix, dann ist p von der Form
p = BDB−1 mit B ∈ O(n) und einer Diagonalmatrix D, deren Einträge wegen der
positiven Definitheit positiv sind und aus der man also die Quadratwurzel ziehen
kann. Setze

g = p
1
2 := B

√
DB−1,

dann ist g = gT und damit

P = g · 1.
QED

Korollar 18. P (n,R) ist diffeomorph zu

GL(n,R)/O(n).

Unter diesem Diffeomorphismus entspricht die positiv definite, symmetrische Ma-
trix p ∈ P (n,R) der Äquivalenzklasse

[g] ∈ GL(n,R)/O(n)

des Elements

g = p
1
2 ∈ GL(n,R).

Beweis: Das folgt mit Satz 13 wegen

Stab(1) = O(n)

aus Lemma 60. QED

Lemma 61. Der Tangentialraum TpP (n,R) in einem Punkt p kann mit der Menge
S(n,R) der symmetrischen n× n-Matrizen identifiziert werden.

Durch

gp(X,Y ) = Spur(p−
1
2Xp−1Y p−

1
2 )

für p ∈ P (n,R), X, Y ∈ S(n,R) wird eine Riemannsche Metrik auf P (n,R) definiert.

Beweis: Die erste Behauptung ergibt sich, weil P (n,R) eine offene Teilmenge
von S(n,R) ist. Explizit können wir X ∈ S(n,R) mit dem Tangentialvektor an die
durch

R → P (n,R)

t → p+ tX

oder auch die durch

p
1
2 exp(tX)p

1
2

gegebenen Kurve durch p identifizieren.
Aus den entsprechenden Eigenschaften der Spur folgt, dass g1 symmetrisch und

bilinear ist. Eine symmetrische Matrix X hat reelle Eigenwerte λ1, . . . , λn, woraus

g1(X,X) = Spur(X2) =

n∑

i=1

λ2
i ≥ 0

mit Gleichheit nur für X = 0 folgt.
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g1 ist invariant unter der Wirkung von O(n) ⊂ GL(n,R). Die Wirkung von

g = p
1
2 ∈ GL(n,R) hat das Differential

X → p
1
2Xp

1
2 ,

gp ist also nach Konstruktion invariant unter der Wirkung von GL(n,R) und ins-
besondere für alle p ein Skalarprodukt. QED

Lemma 62. P (n,R) ist ein symmetrischer Raum.

Beweis: Für A,B ∈ P (n,R) definieren wir

SB(A) = BA−1B.

Insbesondere ist S1(A) = A−1, woraus S1 = 1 und D1S1 = −Id folgt. S1 ist eine
Isometrie, denn aus

S1(p
1
2 exp(tX)p

1
2 ) = p−

1
2 exp(−tX)p−

1
2

folgt DpS1(X) = −X und insbesondere

Spur(DpS1(X), DpS1(Y )) = Spur(XY ).

Für g ∈ GL(n,R) ist dann auch

SggT := lgS1lg−1

eine Isometrie, wobei wir mit lg die durch Lemma 60 gegebene Linkswirkung beze-
ichnen. Mit D1S1 = −Id folgt daraus unmittelbar DggT SggT = −Id. QED

6.6.2. Der Raum der unimodularen, positiv definiten, symmetrischen Matrizen.

Definition 54. Wir bezeichnen mit P1(n,R) ⊂ P (n,R) die Untermannigfaltigkeit
der unimodularen Matrizen

P1(n,R) = {A ∈ P (n,R) : det(A) = 1}
mit der Einschränkung der durch Lemma 61 definierten Riemannschen Metrik.

Lemma 63. Der Tangentialraum TpP1(n,R) in p ∈ P1(n,R) ist

S1(n,R) = {A ∈ S(n,R) : Spur(A) = 0} .
Beweis: Wir identifizieren wieder X ∈ S1(n,R) mit dem Tangentialvektor an

die durch

R → P1(n,R)

t→ p
1
2 exp(tX)p

1
2

gegebene Kurve durch p. QED

Lemma 64. Durch die Einschränkung der in Lemma 60 definierten Wirkung wirkt
SL(n,R) transitiv und durch Isometrien auf P1(n,R), der Stabilisator von 1 ist
SO(n).

Beweis: Aus g ∈ SL(n,R) und A ∈ P1(n,R) folgt

g ·A := gAgT ∈ P1(n,R)

wegen

det(gAgT ) = det(g)det(A)det(gT ) = 1.

Die Transitivität ist wieder ein Spezialfall der Polarzerlegung (Korollar 20). Weil
es sich um die Einschränkung der in Lemma 60 definierten isometrischen Wirkung
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handelt, wird insbesondere die eingeschränkte Riemannsche Metrik erhalten. Der
Stabilisator von 1 ist

O(n) ∩ SL(n,R) = SO(n).

QED

Lemma 65. P1(n,R) = SL(n,R)/SO(n) ist ein symmetrischer Raum.

Beweis: Die Einschränkung der im Beweis von Lemma 62 definierten Punkt-
spiegelung bildet S1(n,R) in S1(n,R) ab und ist somit eine Symmetrie von P1(n,R).
QED

Lemma 66. Wir betrachten die Untermannigfaltigkeiten

P1(n,R) ⊂ P (n,R)

und
R := R>0 · 1 ⊂ P (n,R)

mit den durch Einschränkung induzierten Riemannschen Metriken. Dann ist der
durch

(A, r1) → rA

gegebene Diffeomorphismus

P1(n,R) ×R ∼= P (n,R)

eine Isometrie.

Beweis: Nach Definition sind die Inklusionen der beiden Faktoren Isometrien.
Weil für X ∈ S1(n,R)

Spur(X · 1) = Spur(X) = 0

gilt, sind die Bilder von P1(n,R) und R orthogonal zueinander in 1. Die Or-
thogonalität in anderen Punkten folgt aus der Linksinvarianz der Metrik unter der
Wirkung von GL(n,R) und der Tatsache, dass die Wirkung von

GL(n,R) = SL(n,R) × R∗

(wobei s ∈ R∗ auf R>0 durch r → s2r wirkt) die Zerlegung erhält. Also ist P (n,R)
das Riemannsche Produkt der beiden Unterräume. QED

Lemma 67. Die Cartan-Zerlegung zu P1(n,R) = SL(n,R)/SO(n) ist

sl(n,R) = so(n) ⊕ p

mit p =
{
A ∈Mat(n,R) : A = AT , Spur(A) = 0

}
.

Beweis: Zu g ∈ SL(n,R) bezeichnen wir mit lg die entsprechende Isometrie von
SL(n,R)/SO(n), welche [h] auf [gh] abbildet. Nach Definition 50 ist die Cartan-
Involution σ : SL(n,R) → SL(n,R) definiert durch

σ(g) = S[1] ◦ lg ◦ S[1] ∈ Isom(SL(n,R)/SO(n)) = SL(n,R).

Aus
S[1]([h]) =

[
(h−1)T

]

folgt
σ(g)([h]) = S[1] ◦ lg ◦ S[1]([h])

= S[1](
[
g(h−1)T

]
) =

[
(g−1)th

]
) = l(g−1)T ([h]),

also σ(g) = (g−1)T .
Dann ist

D1σ(X) = −XT



62 THILO KUESSNER

für alle X ∈ sl(n,R), woraus

D1σ|k = Id

D1σ|p = −Id
für die Cartan-Zerlegung

sl(n,R) = k ⊕ p = so(n) ⊕ P1(n,R)

folgt. QED

Lemma 68. P1(n,R) = SL(n,R)/SO(n) ist ein symmetrischer Raum von nichtkom-
paktem Typ.

Beweis: sl(n,R) ist halbeinfach, weil die Killingform

B(X,Y ) = 2n · Spur(XY )

nicht-ausgeartet ist. Dies sieht man zum Beispiel, indem man in der Basis

Hi = eii − ei+1,i+1(1 ≤ i ≤ n− 1), Xij = eij , Yij = eji(i < j)

berechnet, dass

B = 4n
∑

1≤i≤n−1

H2
i − 2n

∑

1≤i<j≤n−1

(HiHj +HjHi) + 4n
∑

1≤i<j≤n−1

XijYij

ist.
Die Einschränkung der Killingform auf

p =
{
A ∈ sl(n,R) : A = AT

}

ist positiv definit wegen

B(Hi, Hi) > 0 ∀i
und

B(Xij + Yij , Xij + Yij) > 0 ∀i, j.
Nach Definition 52 bedeutet das, dass SL(n,R)/SO(n) von nichtkompaktem Typ
ist. QED

Lemma 69. P1(n,R) = SL(n,R)/SO(n) hat nicht-positive Schnittkrümmung.

Beweis: Für die Killingform B und die Riemannsche Metrik g gilt

B = 2n · g.

Mit der Rechnung aus dem Beweis von Lemma 17 folgt

K(X,Y ) =
1

2n
B([X,Y ] , [X,Y ])

für X,Y ∈ p. Wegen [X,Y ] ∈ k folgt

K(X,Y ) ≤ 0.

QED
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6.6.3. Maximale Flachs in SL(n,R)/SO(n).

Definition 55. Eine Untermannigfaltigkeit N ⊂M einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) heißt total geodätisch, wenn jede Geodäte in N auch eine Geodäte
in M ist.

Definition 56. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Flach in M
ist eine total geodätische Untermannigfaltigkeit

F ⊂M,

deren Schnittkrümmung konstant Null ist.

Definition 57. Der Rang rg(M) eines symmetrischen Raumes M ist die maximale
Dimension eines Flachs F ⊂M .

Beispiel 57 Symmetrische Räume vom Rang 1.
Für symmetrische Räume positiver oder negativer Schnittkrümmung

ist rg(M) = 1.

Satz 17. Der Rang von SL(n,R)/SO(n) ist n− 1.

Beweis: Sei D ⊂ SL(n,R) der Unterraum der Diagonalmatrizen. Dann ist
D/(D ∩ SO(n)) ein Flach der Dimension n − 1 in SL(n,R)/SO(n), denn Diag-
onalmatrizen kommutieren und wegen Satz 14 folgt daraus das Verschwinden der
Schnittkrümmung.

Wir beweisen nun, dass es keine Flachs der Dimension größer als n− 1 gibt.
Aus der Formel im Beweis von Satz 69 und der Nicht-Ausgeartetheit der Killing-

form folgt, dass eine Untermannigfaltigkeit

A ⊂ SL(n,R)/SO(n)

nur dann flach ist, wenn
[X,Y ] = 0

für alle X,Y ∈ Tx0A, x0 ∈ A gilt.
Sei

a = T[1]A ⊂ T[1] = p.

p besteht aus symmetrischen Matrizen, die also diagonalisierbar sind. Zwei sym-
metrische Matrizen kommutieren genau dann, wenn sie in einer gemeinsamen Basis
diagonalisierbar sind. Also gibt es ein g ∈ GL(n,R) mit

gag−1 ⊂ D ∩ sl(n,R),

woraus
dim(A) = dim(a) ≤ n− 1

folgt. QED

6.7. Diskrete Gruppen von Isometrien.

6.7.1. Lokal symmetrische Räume.

Definition 58. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heisst lokal symmetrisch, wenn
die kovariante Ableitung ∇R des Riemannschen Krümmungstensors R verschwindet:

∇R ≡ 0,

wobei ∇R(T,X, Y, Z,W ) für Vektorfelder T,X, Y, Z,W durch

Tg(R(X,Y )Z,W )−(g(R(∇TX,Y )Z,W )+g(R(X,∇TY )Z,W )+g(R(X,Y )∇TZ,W )+g(R(X,Y )Z,∇TW ))

definiert ist

Lemma 70. Symmetrische Räume sind lokal symmetrisch.
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Beweis: Wir beweisen die Identität ∇R = 0 in einem beliebigen Punkt x eines
symmetrischen Raumes. Für die Symmetrie Sx in x gilt DxSx = −Id, mithin

∇R(T,X, Y, Z,W ) = ∇R(SxT, SxX,SxY, SxZ, SxW )

= ∇R(−T,−X,−Y,−Z,−W ) = (−1)5∇R(T,X, Y, Z,W ),

woraus ∇R(T,X, Y, Z,W ) = 0 für alle in einer Umgebung von x definierten Vek-
torfelder T,X, Y, Z,W folgt. QED

Definition 59. Eine Wirkung einer Gruppe Γ auf einem topologischen Raum M
heißt eigentlich diskontinuierlich, wenn es zu jedem x ∈ M eine offene Umgebung
U mit

♯ {γ ∈ Γ: γ · U ∩ U 6= ∅} <∞
gibt.

Definition 60. Eine Wirkung einer Gruppe Γ auf einem topologischen Raum M
heißt fixpunktfrei, wenn es kein x ∈M und kein γ ∈ Γ \ {1} mit γ · x = x gibt.

Lemma 71. Wenn eine Gruppe Γ eigentlich diskontinuierlich und fixpunktfrei auf
einem topologischen Raum M wirkt, dann gibt es zu jedem x ∈ M eine Umgebung
U mit

γ · U ∩ U = ∅
für alle γ ∈ Γ \ {1}.

Beweis: Angenommen, das wäre nicht der Fall. Dann gibt es insbesondere ein
x ∈M und eine absteigende Folge kompakter Umgebungen Ki mit

⋂

i∈N

Ki = {x} ,

zu denen man γi ∈ Γ mit

γiKi ∩Ki 6= ∅
findet. Es gibt also xi ∈ Ki mit γixi ∈ Ki.

Weil es bereits für K0 nur endlich viele γ mit γ ·K0 ∩K0 6= ∅ gibt, muss es ein
γ 6= 1 und eine unendliche Folge xi ∈ Ki mit γxi ∈ Ki geben. Wegen x = limi→∞ xi

und
⋂

i∈N
Ki = {x} folgt γ · x = x im Widerspruch zur Vorausssetzung. QED

Lemma 72. Wenn M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und Γ eine eigentlich
diskontinuierlich und fixpunktfrei wirkende Gruppe von Isometrien ist, dann ist
Γ\M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und die Projektion

π : M → Γ\M
eine lokale Isometrie.

Beweis: Zu x ∈ M sei Ux eine nach Lemma 71 existierende Umgebung mit
γ ·Ux∩Ux = ∅ für alle γ 6= 1. Dann ist π|Ux

: Ux → π(Ux) ein Diffeomorphismus auf
sein Bild, insbesondere kann man die Riemannsche Metrik auf π(Ux) so definieren,
dass pi|Ux

eine Isometrie ist. Einen Atlas für M/Γ erhält man durch
{
(π(Ux), φx ◦ (π|Ux

)−1) : x ∈M
}

und die auf diesen Karten definierten Riemannschen Metriken sind miteinander
kompatibel. QED

Lemma 73. Wenn M ein symmetrischer Raum ist und Γ ⊂ Isom(M) eigentlich
diskontinuierlich und fixpunktfrei auf M wirkt, dann ist Γ\M lokal symmetrisch.
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Beweis: Um die Gültigkeit der Gleichung ∇R ≡ 0 in einem Punkt zu überprüfen,
genügt es eine Umgebung dieses Punktes zu betrachten. Nach Lemma 72 ist die
Projektion π : M → Γ\M eine lokale Isometrie, also genügt es die Gleichung
∇R ≡ 0 in einem Punkt x des symmetrischen Raumes M zu überprüfen, was
wir im Beweis von Lemma 70 getan haben. QED

Lemma 74. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wenn Γ ⊂ Isom(M) eine
diskrete Untergruppe ist, dann wirkt Γ eigentlich diskontinuierlich.

Beweis: Angenommen, Γ wirke nicht eigentlich diskontinuierlich. Dann gibt
es insbesondere eine absteigende Folge kompakter Mengen Ki mit diam(Ki) <

1
i

und ⋂

i∈N

Ki = {x}

sowie eine unendliche Folge unterschiedlicher Elemente γi ∈ Γ mit

γiKi ∩Ki 6= ∅.
Man findet also xi ∈ Ki mit γixi ∈ Ki.

Weil die γi Isometrien sind, müssen dann alle γi ·x in einer 1
i -Umgebung von Ki

und insbesondere innerhalb einer kompakten Menge K liegen.
Wir bezeichnen mit T 1

xM = {v ∈ TxM : ‖ v ‖= 1} den Einheitstangentialraum,
der eine kompakte Teilmenge von TxM ist. Sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis
von TxM . Aus Lemma 44 folgt, dass man Isom(M) mittels der Abbildung

f −→ (f(x), Dxf(e1), . . . , Dxf(en))

in M × (T1M)n einbetten kann. Insbesondere liegen die γi vermittels dieser Ein-
bettung in der kompakten Teilmenge

K × (T 1K)n.

Es gibt also eine gegen ein γ ∈ Isom(M) konvergierende Teilfolge. Weil Γ ⊂
Isom(M) eine diskrete Untergruppe ist, müssen fast alle γi aus dieser konvergieren-
den Teilfolge mit dem Grenzwert γ übereinstimmen. Das ist ein Widerspruch.QED

Korollar 19. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wenn eine Untergruppe
Γ ⊂ Isom(M) diskret und torsionsfrei ist, dann wirkt Γ eigentlich diskontinuierlich
und fixpunktfrei auf M .

Beweis: Nach Lemma 74 wirkt Γ eigentlich diskontinuierlich. Es bleibt nachzuprüfen
dass Γ ohne Fixpunkte wirkt.

Angenommen γx = x, dann gilt auch γnx = x und weil Γ torsionsfrei ist, erhalten
wir eine unendliche Folge unterschiedlicher Isometrien, die x festlassen. Diese Folge
liegt dann mit dem Beweis von Lemma 74 in der kompakten Teilmenge (T 1

xM)n.
Das ist ein Widerspruch zur Diskretheit von Γ. QED

Beispiel 58 Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkrümmung

Wenn M̃ entweder die Sphäre Sn oder der euklidische Raum Rn

oder der hyperbolische Raum Hn ist und

Γ ⊂ Isom(M̃)

eine diskrete, torsionsfreie Untergruppe ist, dann trägt

Γ\M̃
eine Riemannsche Metrik konstanter Schnittkrümmung.
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Beispiel 59 Die Modulkurve

SL(2,Z) ⊂ SL(2,R) wird von den Matrizen

(
1 1
0 1

)
und

(
1 0
1 1

)
erzeugt. Aus Beispiel 48 wissen wir, dass die hyperbolis-

che Ebene H der Riemannsche homogene Raum SL(2,R)/SO(2)
mit Isom+(H) = PSL(2,R) = SL(2,R)/± 1 ist. Insbesondere ist
PSL(2,Z) = SL(2,Z)/±1 eine diskrete Untergruppe von Isom(H2).

Die ”Modulgruppe” SL(2,Z) ist nicht torsionsfrei, sie ist iso-
morph zum amalgamierten Produkt

Z/6Z ∗Z/2Z Z/4Z

und wird erzeugt von den Matrizen

(
1 −1
1 0

)
und

(
0 1
−1 0

)
,

die Ordnung 6 bzw. 4 haben. Sie hat aber die von

(
1 2
0 1

)
und

(
1 0
2 1

)
erzeugte Untergruppe Γ ⊂ SL(2,Z) vom Index 12, die

eine freie Gruppe und insbesondere torsionsfrei ist.
Die ”Modulkurve”

SL(2,Z)\SL(2,R)/SO(2)

ist keine Riemannsche Mannigfaltigkeit, sie hat aber die verzweigte
Überlagerung

Γ\SL(2,R)/SO(2),

die ein lokal symmetrischer Raum ist.
Allgemein besagt das Selberg-Lemma, dass es zu jeder diskreten

Untergruppe einer linearen Gruppe eine Untergruppe von endlichem
Index gibt, die torsionsfrei ist.

6.7.2. Diskrete Gruppen und Fundamentalbereiche.

Definition 61. Ein Fundamentalbereich für die Wirkung einer Gruppe Γ auf einem
toplogischen Raum M ist eine offene Menge D ⊂ M mit den folgenden Eigen-
schaften:

• Der innere Kern des Abschlusses D ist D.
• M =

⋃
γ∈Γ γ ·D.

• Für alle γ ∈ Γ \ {1} ist γ ·D ∩D = ∅.
• Zu x ∈M gibt es nur endlich viele γ ∈ Γ mit x ∈ γ ·D.

Lemma 75. Wenn es für die Wirkung einer Gruppe Γ ⊂ Isom(M) auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M einen Fundamentalbereich gibt, dann ist Γ eine
diskrete Untergruppe von Isom(M).

Beweis: Sei x ∈ D ein Punkt im Inneren des Fundamentalbereichs. Dann ist
der Orbit Γ ·x eine diskrete Teilmenge von M . Insbesondere ist Stab(x) eine offene
Teilmenge von Γ. Wegen γ ·D ∩D = ∅ folgt aber γ · x 6= x für alle γ ∈ Γ. Also ist
Stab(x) = {1} und {1} ist eine offene Teilmenge von Γ. Weil Linksmultiplikation
mit γ ein Homöomorphismus ist, ist dann auch jedes andere {γ} eine offene Menge
und Γ ist diskret.

QED
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Beispiel 60 Fundamentalbereich für die Modulgruppe
SL(2,Z) ist eine diskrete Untergruppe von SL(2,R). und wirkt

durch gebrochen-lineare Transformationen
(
a b
c d

)
· z :=

az + b

cz + d

auf der hyperbolischen Ebene H. Man kann zeigen, dass
{
z ∈ H2 : − 1

2
< Re(z) <

1

2
, ‖ z ‖> 1

}

ein Fundamentalbereich ist.
Man beachte, dass es Fixpunkte einzelner Gruppenelemente auf

dem Rand ∂D gibt.
Einen Fundamentalbereich für die in Beispiel 59 beschriebene

torsionsfreie Untergruppe Γ ⊂ SL(2,Z) erhält man, indem man 12
Kopien von D (und Teile ihrer Ränder) zusammenfügt.

6.7.3. Beispiele sphärischer Manigfaltigkeiten.

Beispiel 61 Linsenräume
Seien p und q teilerfremde ganze Zahlen. Die Gruppe Z/pZ der

p-ten Einheitswurzeln wirkt auf S3 ⊂ C2 fixpunktfrei durch

k · (z1, z2) := (e
k
p
2πiz1, e

kq
p

2πiz2),

der Quotient

L(p, q) = (Z/pZ)\S3

ist der Linsenraum L(p, q).
Zum Beispiel sind die Linsenräume L(5, 1) und L(5, 2) nicht

homotopie-äquivalent, obwohl sie dieselben Homotopiegruppen haben.
Hingegen sind L(7, 1) und L(7, 2) homotopie-äquivalent, obwohl sie
nicht homöomorph sind.

Beispiel 62 Die Poincarésche Homologiesphäre
Die Gruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien des Ikosaed-

ers ist eine Untergruppe von SO(3), die zur alternierenden Gruppe
A5 ⊂ S5 isomorph ist.

Nach Lemma 1 haben wir eine 2-fache Überlagerung

Ad : SU(2) → SO(3).

Das Urbild Ad−1(A5) ist eine Untergruppe Γ mit 120 Elementen in
SU(2).

Vermittels des Diffeomorphismus

SU(2) ∼= S3

wirkt Γ fixpunktfrei auf S3. Die Quotientenmannigfaltigkeit

Γ\S3

hat Fundamentalgruppe Γ und ist eine Homologiesphäre, weil

Γ/ [Γ,Γ] = 0

ist.
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6.7.4. Beispiele euklidischer Mannigfaltigkeiten.

Beispiel 63 Tori
Zu jeder komplexen Zahl τ mit von Null verschiedenem Ima-

ginärteil spannen 1 und τ ein Gitter L in C ∼= R2 auf. Wir bekom-
men alle Gitter, wenn wir τ in der oberen Halbebene wählen, und
wir bekommen äquivalente Gitter, wenn wir τ in einem SL(2,Z)-
Orbit für die Wirkung durch geschlossen-lineare Transformationen
betrachten. Die Menge aller Gitter ist also die Modulkurve

SL(2,Z)\SL(2,R)/SO(2).

Für jedes Gitter L ⊂ R2 ist der Quotient L\R2 ein Torus. Weil
das Gitter eigentlich diskontuinierlich auf R2 wirkt, erhält man
Metriken konstanter Schnittkrümmung K ≡ 0 auf dem Torus.

6.7.5. Beispiele hyperbolischer Mannigfaltigkeiten.

Beispiel 64 Hyperbolische Flächen
Wähle in der hyperbolischen Ebene ein 4g-Eck mit Innenwinkel-

summe 2π und dessen Seiten sich in Paaren so durch orientierungs-
erhaltende Isometrien a1, b1, . . . , ag, bg der hyperbolischen Ebene
identifizieren lassen, dass die Quotientenfläche eine geschlossene,
orientierbare Fläche Σg vom Geschlecht g ist. Die von den Isome-
trien a1, b1, . . . , ag, bg erzeugte Untergruppe

Γ ⊂ Isom+(H2) ∼= PSL(2,R)

ist nach dem Satz von Poincaré über Fundamentalpolyeder - einen
vollständigen Beweis findet man in B. Maskit: ”On Poincaré’s the-
orem for fundamental polygons”, Adv. Math. 7, 219-230 (1971) -
eine diskrete Untergruppe und sie ist isomorph zur Fundamental-
gruppe π1Σg. Insbesondere hat

Σg = Γ\H2

Metriken konstanter Schnittkrümmung K ≡ −1.

Beispiel 65 Das Komplement des Achterknotens
Die Fundamentalgruppe des Komplements des Achterknotens

kann mit dem Wirtinger-Kalkül berechnet werden, sie hat Erzeuger
a, b mit einer Relation ab−1a−1ba = bab−1a−1b. Sie ist torsionsfrei.
Durch

ρ(a) =

(
1 1
0 1

)
, ρ(b) =

(
1 0
−ω 1

)

mit ω = 1+
√

3
2 kann man einen injektiven Homomorphismus nach

PSL(2,C) ∼= Isom+(H3) definieren. Dessen Bild Γ ist diskret, weil
es in der diskreten Untergruppe

PSL(2,Z [ω]) ⊂ PSL(2,C)

enthalten ist. Der Quotient Γ\H3 ist homöomorph zum Komple-
ment des Achterknotens, das damit eine Metrik konstanter Schnit-
tkrümmung K ≡ −1 trägt.

Thurston gibt eine geometrische Interpretation dieser Konstruk-
tion, indem er das Komplement des Achterknotens in zwei ideale
Tetraeder zerlegt und die Identifizierungsabbildungen der Randflächen
durch Isometrien der hyperbolischen Metrik realisiert.
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Allgemeiner bewies Thurston die Existenz hyperbolischer Metriken
auf den Komplementen aller Knoten, die keine Torusknoten oder
Satellitenknoten sind.

7. Anhang

7.1. Eigenschaften von Matrizen.

7.1.1. Polarzerlegung.

Lemma 76. Jede Matrix A ∈ GL(n,R) lässt sich auf eindeutige Weise als Produkt
aus einer orthogonalen Matrix und einer symmetrischen, positiv definiten Matrix
zerlegen.

Beweis: Für A ∈ GL(n,R) ist AAT eine symmetrische, positiv definite Matrix.
Damit ist AAT diagonalisierbare und es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren. Somit gibt es eine Matrix B ∈ GL(n,R) mit

AAT = BDBT

für eine DiagonalmatrixD, deren Einträge positiv sind und aus der man demzufolge
die Quadratwurzel ziehen kann. Die Matrix A(B

√
DBT )−1 ist orthogonal, man

erhält die Zerlegung

A = (A(B
√
DB−1)−1)(B

√
DB−1)

in eine orthogonale und eine symmetrisch, positiv definite Matrix.
Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass eine von 1 verschiedene Matrix in

GL(n,R) nicht gleichzeitig orthogonal, symmetrisch und positiv definit sein kann.
Aus AAT = 1 und A = AT folgt nämlich A2 = 1, die Eigenwerte sind also ±1 und
wegen der positiven Definitheit dann alle 1. QED

Korollar 20. Jede Matrix A ∈ SL(n,R) lässt sich auf eindeutige Weise als Produkt
aus einer Matrix in SO(n) und einer symmetrischen, positiv definiten Matrix mit
Determinante 1 zerlegen.

Beweis: Aus det(A) = 1 folgt det(AAT ) = 1. Damit ist det(D) = 1 und damit

wegen der positiven Definitheit auch det(
√
D) = 1. Es folgt det(A(B

√
DB−1)−1) =

1 und det(B
√
DB−1) = 1. QED

Lemma 77. Jede Matrix A ∈ GL(n,C) lässt sich auf eindeutige Weise als Produkt
aus einer unitären Matrix und einer hermiteschen, positiv definiten Matrix zerlegen.

Beweis: Für A ∈ GL(n,C) ist AA
T

eine hermitesche Matrix mit reellen,
positiven Eigenwerten. Damit ist sie wieder von der Form

AA
T

= B−1DB−1

für eine unitäre Matrix B und eine Diagonalmatrix D, deren Einträge positiv
sind und aus der man demzufolge die Quadratwurzel ziehen kann. Die Matrix
A(B

√
DB−1)−1 ist unitär, man erhält die Zerlegung

A = (A(B
√
DB−1)−1)(B

√
DB−1)

in eine unitäre und eine hermitesche, positiv definite Matrix.
Die Eindeutigkeit folgt analog zum Beweis in Lemma 76 daraus, dass eine von 1

verschiedene Matrix in GL(n,C) nicht gleichzeitig unitär und hermitesch sein und
positive Eigenwerte haben kann. QED
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7.1.2. Drehmatrizen.

Lemma 78. Jede Matrix A ∈ SO(2) ist von der Form

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Beweis: Weil beide Zeilen Norm 1 haben, gibt es zunächst φ und ψ mit

A =

(
cosφ − sinφ
sinψ cosψ

)
.

Aus Orthogonalität der beiden Zeilen folgt

0 = cosφ sinψ − sinφ cosψ = sin(φ− ψ),

mithin φ ≡ ψ mod 2π. QED

Definition 62. Sei n ≥ 2. Eine Drehmatrix ist eine Matrix A ∈ GL(n,R) von der
Form

A = BRφB
−1

mit B ∈ GL(n,R). Hierbei bezeichnet Rφ das Bild von

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
unter

der kanonischen Einbettung mittels Blockmatrizen GL(2,R) → GL(n,R).

Lemma 79. Für n ≥ 2 lässt sich jede Matrix aus SO(n) als Produkt von Drehma-
trizen darstellen.

Beweis: Sei A ∈ SO(n). Aus der Orthogonalität folgt, dass alle Eigenwerte
den Betrag 1 haben. Betrachten wir einen einzelnen Eigenwert λ1. Falls dieser
Eigenwert reell ist, also λ1 = ±1, haben wir einen Eigenvektor v mit Av = ±v.
Wegen der Orthogonalität muss A das orthogonale Komplement von v auf sich
abbilden, wir erhalten also in einer geeigneten Basis eine Blockzerlegung von A.
Falls λ1 = eiφ nicht reell ist, dann muss (weil das charakteristische Polynom reelle

Koeffizienten hat) auch λ2 = λ1 = e−iφ ein Eigenwert sein und es gibt Vektoren
v1, v2 mit Av1 = cosφv1 + sinφv2, Av2 = − sinφv1 + cosφv2. Wegen der Orthogo-
nalität muss A wieder das orthogonale Komplement von 〈v1, v2〉 auf sich abbilden,
wir erhalten also wieder eine Blockzerlegung von A. Iteration dieses Arguments
beweist, dass jede Matrix in SO(n) durch einen geeigneten Basiswechsel konjugiert
zu einer Matrix der Form



R1

. . . 0
Rk

±1
0 . . .

±1




mit Drehmatrizen R1, . . . , Rk und wegen det(A) = 1 mit einer geraden Anzahl von

−1-Einträgen. Weil die Matrizen

(
−1 0
0 −1

)
und (1) ebenfalls Drehmatrizen

sind, folgt die Behauptung. QED

Lemma 80. Jede Matrix A ∈ SU(2) ist von der Form

A =

(
z1 z2
−z2 z1

)

mit
(z1, z2) ∈ S3 ⊂ C2.
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Beweis: Weil die erste Zeile Norm 1 hat, muss sie von der Form (z1, z2) mit
‖ z1 ‖2 + ‖ z2 ‖2= 1 sein. Weil die zweite Zeile bzgl. des hermiteschen Skalarpro-
duktes zur ersten orthogonal ist, muss sie von der Form (−kz2, kz1) mit k ∈ C sein.
Aus det(A) = 1 folgt k = 1. QED

Korollar 21. SU(2) ist diffeomorph zur 3-dimensionalen Sphäre S3.

Beweis: Aus dem Beweis von Lemma 80 erhält man eine Bijektion

f : SU(2) → S3.

Man rechnet nach, dass in den durch den Beweis von Satz 18 gegebenen Karten f
und f−1 differenzierbar sind. QED

7.2. Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten.

7.2.1. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Definition 63. Sei X ein topologischer Raum. Eine Karte (U, φ) ist eine offene
Teilmenge U ⊂ X mit einem Homöomorphismus φ : U → φ(U) auf eine offene
Teilmenge φ(U) ⊂ Rn eines Rn, n ∈ N.

Punkte in U werden also durch n reelle Parameter eindeutig beschrieben. Man
bezeichnet Karten bzw. deren Umkehrabbildungen deshalb auch als lokale Parametrisierun-
gen oder lokale Koordinaten.

Definition 64. Sei X ein topologischer Raum. Ein Atlas X ist eine Familie von
Karten {(Ui, φi)}, die X überdecken:

X = ∪iUi,

so dass für alle i, j mit Ui ∩ Uj 6= ∅ der Kartenwechsel

φiφ
−1
j : φj(Ui ∩ Uj) → φi(Ui ∩ Uj)

ein Diffeomorphismus, also eine differenzierbare Abbildung mit differenzierbarer
Umkehrabbildung ist.

Beispiel 66 Offene Teilmengen des Rn

Sei X eine offene Teilmenge des Rn. Dann ist {(X, id)} ein Atlas.

Beispiel 67 1-dimensionale Sphäre
SeiX = S1 ⊂ C der Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene.

Auf
U1 = S1 \ {−i}

betrachten wir die stereographische Projektion

φ1(z) =
2Re(z)

1 + Im(z)

und auf
U2 = S1 \ {i}

die stereographische Projektion

φ2(z) =
2Re(z)

1 − Im(z)
.

Dann ist
{(U1, φ1), (U2, φ2)}

ein Atlas, denn beide Abbildungen sind Bijektionen und man rech-
net nach, dass der Kartenwechsel φ2φ

−1
1 ist ein Diffeomorphismus

von φ1(U1 ∩ U2) = R \ {0} auf φ2(U1 ∩ U2) = R \ {0} ist.
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Beispiel 68 n-dimensionaler Torus
Sei T n = Rn/Zn der n-dimensionale Torus. Jede Äquivalenzklasse

[x] hat ein eindeutiges Urbild x ∈ [0, 1)
n ⊂ Rn und zu diesem eine

Umgebung

Vx =

{
y ∈ Rn : max {| y1 − x1 |, . . . , | yn − xn |} < 1

2

}
,

so dass die Einschränkung der Projektion π : Rn → T n auf Vx ein
Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist

{
(Ux = π(Vx), φx = (π|Vx

)−1) : [x] ∈ T n
}

ein Atlas von T n, die Kartenwechsel sind Translationen.

Definition 65. Zwei Atlanten auf demselben topologischen Raum heißen kompat-
ibel, wenn ihre Vereinigung ebenfalls ein Atlas ist, also alle Kartenwechsel Diffeo-
morphismen sind. Die Äquivalenzklassen von Atlanten werden als Differentialstruk-
turen bezeichnet.

Definition 66. Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-
Raum, dessen Topologie eine abzählbare Basis besitzt, zusammen mit einer Differ-
entialstruktur, deren Karten ihre Bilder im Rn haben.

7.2.2. Differenzierbare Abbildungen.

Definition 67. Seien M,N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Atlanten {(Ui, φi)}i

bzw. {(Vj , ψj)}j. Eine Abbildung

f : M → N

heißt differenzierbar in p, wenn für alle i, j mit p ∈ Ui, f(p) ∈ Vj die Abbildung

ψjfφ
−1
i : Rm → Rn

differenzierbar in φi(p) ist.
Sie heißt eine Submersion / Immersion / lokaler Diffeomorphismus in p, falls

das Differential von ψjfφ
−1
i in φi(p) surjektiv / injektiv / bijektiv ist. Sie heißt

ein Diffeomorphismus, wenn sie eine Bijektion und in jedem Punkt ein lokaler
Diffeomorphismus ist.

Wegen der Kompatibilität der Karten genügt es jeweils, diese Bedingungen für
ein Paar (i, j) mit p ∈ Ui, f(p) ∈ Vj nachzuprüfen.

Satz 18. Sei M eine differenzierbare (n +m)-Mannigfaltigkeit und f : M → Rm

eine differenzierbare Abbildung, die eine Submersion in allen Punkten von f−1(0)
ist. Dann ist f−1(0) eine differenzierbare n-Mannigfaltigkeit.

Beweis: Es genügt, die Behauptung für offene Teilmengen M = U ⊂ Rm+n

zu beweisen.
Sei p ∈ f−1(0). Nach Voraussetzung hat die Matrix

(
∂fi

∂xj

)
1≤i≤m,1≤j≤m+n

den

Rang m. Nach Vertauschen der Koordinaten x1, . . . , xm+n können wir annehmen,

dass die Matrix
(

∂fi

∂xj

)
1≤i,j≤m

invertierbar ist.

Wir betrachten nun G : Rm+n → Rm+n definiert durch

G(x1, . . . , xm+n) = (f(x1, . . . , xm+n), xm+1, . . . , xm+n).

Deren Differential in p ist die Blockmatrix

DpG =

( (
∂fi

∂xj
(p)
)

1≤j≤m

(
∂fi

∂xj
(p)
)

m+1≤j≤m+n

0 1n

)
,



LIE-GRUPPEN UND HOMOGENE RÄUME 73

die Rang m + n hat und demzufolge invertierbar ist. Nach dem Satz über die
Umkehrabbildung gibt es dann in Rm+n Umgebungen U und V von p und G(p),
zwischen denen G ein Diffeomorphismus ist. Dieser Diffeomorphismus bildet

U ∩ f−1(0)

auf
V ∩ ({0}m × Rn)

ab, Verknüpfung mit der Projektion {0}m×Rn → Rn gibt einen Diffeomorphismus
auf eine offene Teilmenge des Rn. Damit haben wir eine Karte definiert, Kompati-
bilität der Karten ergibt sich aus der Blockgestalt von DpG. QED

7.3. Tangentialraum und Vektorfelder.

7.3.1. Tangentialraum. Zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M und einem
Punkt x ∈ M betrachten wir Kurvenstücke durch x, d.h. differenzierbare Abbil-
dungen

c : (−ǫ, ǫ) →M

mit ǫ > 0 und c(0) = x.

Wir betrachten folgende Äquivalenzrelation auf Kurvenstücken: c1 und c2 heißen
äquivalent, wenn es es eine Karte φ gibt, so dass

(φ ◦ c1)′(0) = (φ ◦ c2)′(0).

(Wenn diese Bedingung in einer Karte erfüllt ist, dann gilt sie wegen der Kompat-
ibilitätsbedingung auch in jeder anderen.)

Der Tangentialraum TxM wird definiert als die Menge der Äquivalenzklassen
von Kurvenstücken durch x, letztere werden als Tangentialvektoren bezeichnet.

Für M = Rn ist TxM = Rn vermittels der Bijektion [c] → c′(0). Für beliebige n-
dimensionale Mannigfaltigkeiten vermittelt das Differential einer Karte φ : U → V
ebenfalls eine Bijektion TxM → Tφ(x)Rn = Rn. Diese Bijektion kann man nutzen,
um auf TxM Addition und Skalarprodukt zu definieren. Weil das Differential der
Kartenübergänge eine lineare Abbildung ist, hängt diese Vektorraumstruktur nicht
von der Wahl der definierenden Karte ab. Das Tangentialbündel

TM = ∪x∈MTxM

ist ein Vektorraumbündel, d.h. die Vektorraumoperationen hängen differenzierbar
vom Basispunkt x ab.

Zusammengefasst können wir ohne Rückgriff auf die Anschauung die folgende
Definition formulieren.

Definition 68. a) Für eine offene Teilmenge V ⊂ Rn definieren wir

TV = V × Rn

mit den faserweisen Vektorraumoperationen

(x, v1) + λ(x, v2) = (x, v1 + λv2)

und für x ∈ V, v1, v2 ∈ Rn, λ ∈ R.
b) Für eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M mit Atlas {(Ui, φi)}i∈I definieren
wir

TM = ∪i∈I(Ui × Rn)/ ∼
mit

(x, v) ∼ (x,D(φiφ
−1
j )v)

für x ∈ Ui ∩ Uj. Die faserweisen Vektorraumoperationen sind definiert durch

(x, v1) + λ(x, v2) = (x, v1 + λv2)
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und für x ∈ V, v1, v2 ∈ Rn, λ ∈ R.

Für x ∈M bildet die Menge aller (x, v) den Tangentialraum TxM in x.
Für eine differenzierbare Abbildung f : M → N wird das Differential

Df : TM → TN

definiert durch

Dxf(v) := Dψ−1
j D(ψjfφ

−1
i )Dφi(v) ∈ Tf(x)N

für v ∈ TxM , wobei (Ui, φi) eine Karte um x und (Vj , ψj) eine Karte um f(x)
ist. Hierbei meinen wir mit Dφi die sich aus der Einbettung Ui × Rm ⊂ TM und
φi(Ui) × Rm ⊂ TRm ergebende Identifizierung, entsprechend für Dψj .

Aus der Kompatibilität der Karten folgt wieder, dass diese Definition nicht von
der Wahl der Karte abhängt.

Für differenzierbare Abbildungen f : M1 →M2, g : M2 →M3 gilt

Dx(g ◦ f) = Df(x)g ◦Dxf.

Satz 19. Unter den Voraussetzungen von Satz 18 ist

TM = {(x, v) : f(x) = 0, Dxf(v) = 0} .
Beweis: Sei x ∈M . Dann ist nach Voraussetzung rank(Dxf) = m, nach dem

Rangsatz also dim(ker(Dxf)) = n.
Sei v ∈ TxM . Dann gibt es eine Kurve γ in M mit γ(0) = x, γ′(0) = v. Weil γ

in M = f−1(0) liegt, ist f ◦ γ identisch Null. Daraus folgt

Dxf(v) = (f ◦ γ)′(0) = 0.

Das beweist
TxM ⊂

{
v ∈ Rm+n : Dxf(v) = 0

}
= ker(Dxf).

Weil TxM ein n-dimensionaler Vektorraum ist, folgt daraus aber bereits die Gle-
ichheit. QED

Beispiel 69 Tangentialraum der Sphäre
Die Sphäre Sn ist die Nullstellenmenge der Submersion

f(x1, . . . , xn+1) = x2
1 + . . .+ x2

n+1 − 1.

Deren Differential in x ∈ Rn+1 ist 2(x1, . . . , xn+1), mithin ist der
Tangentialraum

TxS
n =

{
v ∈ Rn+1 : 〈x, v〉 = 0

}
.

Lemma 81. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Atlanten
{(Ui, φi)}i∈I bzw. {(Vj , ψj)}j∈J . Dann ist M ×N mit dem Atlas

{(Ui × Vj , φi × ψj)}(i,j)∈I×J

eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren Tangentialraum in (x, y) ∈M ×N die
direkte Summe TxM ⊕ TyN ist.

Beweis: Die Ui×Vj überdeckenM×N . Wir müssen zeigen, dass die Kartenübergänge
Diffeomorphismen sind. Diese sind von der Form

(φi × ψj)(φk × ψl)
−1 = (φiφ

−1
k ) × (ψjψ

−1
l )

und mithin differenzierbar. Das Differential ist die Blockmatrix, deren beide Blöcke
die Differentiale von φiφ

−1
k und ψjψ

−1
l sind. Die Formel für den Tangentialraum

gilt für offene Teilmengen in Rm und Rn und überträgt sich dann entsprechend auf
Mannigfaltigkeiten. QED
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7.3.2. Orientierbarkeit. Sei V ein reeller Vektorraum. Zu zwei Basen

{e1, . . . , en} , {f1, . . . , fn}
gibe es eindeutige aij ∈ R mit

fi =
n∑

j=1

aijej , i = 1, . . . , n.

Sei A die Matrix mit den Einträgen aij . Wir sagen, dass die Basen gleich orientiert
sind wenn det(A) > 0, und dass sie unterschiedlich orientiert sind wenn det(A) < 0.

Dies definiert eine Äquivalenzrelation mit genau zwei Äquivalenzklassen auf der
Menge aller Basen eines gegebenen Vektorraums.

Für V = Rn bezeichnen wir die Basen in der Äquivalenzklasse der Standardbasis
als positiv orientiert, die anderen als negativ orientiert.

Für eine Mannigfaltigkeit M sagen wir, dass ein differenzierbarer Atlas

{(Ui, φi)}i∈I

orientierbar ist, wenn für alle i, j ∈ I das Differential des Kartenübergangs φiφ
−1
j

in allen Punkten von Ui ∩ Uj positive Determinante hat. Eine orientierbare Man-
nigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit orientierbarem Atlas.

In diesem Fall sagen wir, dass eine Basis {v1, . . . , vn} von TxM positiv bzw.
negativ orientiert ist, wenn für eine (und damit wegen der Orientierbarkeit des
Atlas für jede) Karte {(Ui, φi)} mit x ∈ Ui gilt dass

{Dxφi(v1), . . . , Dxφi(vn)}
eine positiv bzw. negativ orientierte Basis von Tφi(x)R

n = Rn ist.
Eine differenzierbare Abbildung

f : M → N

zwischen orientierbaren Mannigfaltigkeiten heisst orientierungs-erhaltend wenn ihr
Differential positiv orientierte Basen in positiv orientierte Basen abbildet.

7.3.3. Ableitung nach Vektorfeldern. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
mit Kartenübergängen φiφ

−1
j . Dann ist der Tangentialraum TM eine differenzier-

bare Mannigfaltigkeit mit Kartenübergängen φiφ
−1
j ×DφiDφ

−1
j .

Ein Vektorfeld ist eine differenzierbare Abbildung

X : M → TM

mit X(p) ∈ TpM für alle p ∈M .
Wir bezeichnen mit Xp den Wert des Vektorfeldes an der Stelle p ∈ M und für

eine differenzierbare Funktion f : M → R mit fX das Vektorfeld, dessen Wert an
einer Stelle p jeweils f(p)X(p) ist. Die Richtungsableitung X(f) in p ist definiert
als

lim
t→0

f(γ(t)) − f(γ(0))

t

für eine beliebige Kurve γ mit γ′(0) = Xp. Diese Definition ist unabhängig von der
Wahl der Kurve und man kann sie in lokalen Koordinaten wie folgt beschreiben.
Seien (x1, . . . , xn) lokale Koordinaten auf einer offenen Teilmenge des Rn (bzw.
ihrem diffeomorphen Bild), dann ist das Vektorfeld von der Form

X =

n∑

i=1

vi(x)ei
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und die Richtungsableitung berechnet sich als

Xf =

n∑

i=1

vi(x)
∂f

∂xi
.

Aus diesem Grund bezeichnet man das Basisvektorfeld ei auch als ∂
∂xi

. Es übertragen
sich die Rechenregeln für partielle Ableitungen im Rn, also

X(f + g) = X(f) +X(g), X(λf) = λX(f), X(fg) = fX(g) + gX(f)

für differenzierbare Funktionen f, g und reelle Zahlen λ, sowie die Kettenregel

(DF (X))f(F (x)) = X(f ◦ F )(x)

für eine differenzierbare Abbildung F : M → N zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten.

7.3.4. Fluß eines Vektorfeldes. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche
Differentialgleichungen folgt: zu einem Vektorfeld X : M → TM auf einer kompak-
ten Mannigfaltigkeit M gibt es einen Fluß

Φ: R ×M →M,

so dass mit der Bezeichnung Φt(X) = Φ(t, x) gilt:

d

dt
|t=t0Φt(x) = X(Φt0(x)) ∀x ∈M, t0 ∈ R

Φ0 = Id,Φt+s = ΦtΦs ∀t, s ∈ R.

Weil Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen glatt von den Anfangsbedin-
gungen abhängen, ist Φt : M →M differenzierbar. Wegen ΦtΦ−t = Id ist Φt sogar
ein Diffeomorphismus.

Umgekehrt kann man zu jeder 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen Φt

das Vektorfeld

X(x) =
d

dt
|t=0Φt(x)

betrachten, dessen Fluss dann gerade Φt ist.

7.3.5. Derivationen und Kommutator von Vektorfeldern. Für eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit dem Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
C∞(M) bezeichnet man als Derivation eine lineare Abbildung

D : C∞(M) → C∞(M),

die die Leibniz-Regel
D(fg) = fD(g) + gD(f)

für alle f, g ∈ C∞(M) erfüllt.
Man prüft leicht nach, dass für Derivationen D1, D2 auch D1 ◦D2−D2 ◦D1 eine

Derivation ist.
Die Richtungsableitung eines Vektorfeldes ist eine Derivation und man kann

zeigen, dass jede Derivation die Richtungsableitung eines Vektorfeldes ist. Ins-
besondere gibt es ein Vektorfeld [X,Y ], das der Derivation D1 ◦ D2 − D2 ◦ D1

entspricht.
Statt die Korrespondenz zwischen Derivationen und Vektorfeldern allgemein zu

beweisen, werden wir im uns interessierenden Fall des Kommutators [X,Y ] eine
explizite Formel angeben.

Definition 69. Der Kommutator zweier Vektorfelder X,Y auf einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit ist das Vektorfeld, welches der Derivation

f → X(Y (f)) − Y (X(f))

entspricht.
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In lokalen Koordinaten (x1, . . . , xn) ist der Kommutator der Vektorfelder

X =
n∑

i=1

Xi
∂

∂xi
, Y =

n∑

i=1

Yi
∂

∂xi

gegeben durch

[X,Y ] =
n∑

l=1

(
n∑

k=1

(Xk
∂Yl

∂xk
− Yk

∂Xl

∂xk
))

∂

∂xl
.

Dies folgt durch eine einfache Rechnung, wobei man benutzt dass nach dem Schwarzschen
Lemma

∂2f

∂xi∂xl
− ∂2f

∂xl∂xi
= 0

ist und sich die Formel für den Kommutator deshalb zu

[X,Y ] (f) =
∑

i,j

Xi
∂Yj

∂xi

∂f

∂yj
− Yi

∂Xj

∂xi

∂f

∂yj

vereinfacht.

Proposition 5. Für einen Diffeomorphismus F : M → N und Vektorfelder X,Y
auf M gilt

[DF (X), DF (Y )] = DF ([X,Y ]).

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Kettenregel erhält man

DF (X)DF (Y )f(F (x)) = X(Y (f ◦ F ))(x)

DF (Y )DF (X)f(F (x)) = Y (X(f ◦ F ))(x)

und

DF ([X,Y ])f(F (x)) = [X,Y ] (f ◦ F )(x),

woraus die Behauptung folgt. QED

Aus den lokalen Formeln für den Kommutator ergeben sich die folgenden Rechen-
regeln für Vektorfelder X,Y, Z und λ ∈ R:

[X,Y ] = − [Y,X ]

[X + λY, Z] = [X,Z] + λ [Y, Z]

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X ]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

7.4. Riemannsche Mannigfaltigkeiten und der Levi-Civita-Zusammenhang.

7.4.1. Riemannsche Metriken.

Definition 70. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit M mit einer Riemannschen Metrik g, d.h. einem differenzierbar
von p ∈M abhängenden Skalarprodukt

gp : TpM × TpM → R

für alle p ∈M .

Beispiel 70 Riemannsche Metrik auf Untermannigfaltigkeiten
Für eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit

M ⊂ Rn

kann man

gp(X,Y ) = 〈X,Y 〉
für alle X,Y ∈ TpM ⊂ Rn wählen.



78 THILO KUESSNER

7.4.2. Levi-Civita-Zusammenhang. Für eine Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn und
TangentialvektorenX,Y ∈ TpM liegt die RichtungsableitungDXY im Allgemeinen
nicht in TpM . Wir können aber für jedes p ∈ M die bzgl. des Skalarprodukts gp

orthogonale Projektion

Pp : Rn → TpM

betrachten und durch

∇XY := Pp ◦DXY

einen ”Zusammmenhang” definieren, der die folgenden Axiome i)-v) erfüllt.

Definition 71. Ein Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
ist eine Abbildung

∇ : X(TM)×X(TM) → X(TM),

die den folgenden Axiomen für alle Vektorfelder X,Y, Z und alle differenzierbaren
Funktionen f, g genügt:

i)∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

ii)∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y.

Hierbei bezeichnen wir mit X(TM) den Vektorraum der Vektorfelder auf M und
mit X(f) die Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X .

Definition 72. Ein Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
heisst Levi-Civita-Zusammenhang, wenn für alle Vektorfelder X,Y, Z gilt

iv) [X,Y ] = ∇XY −∇Y X

v)X(g(Y, Z)) = g(∇xY, Z) + g(Y,∇XZ).

Lemma 82. Auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es einen eindeutigen
Levi-Civita-Zusammenhang.

Beweis: Aus den Axiomen i)-v) folgt die Koszul-Formel

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z))+Y (g(X,Z))−Z(g(X,Y ))−g(X, [Y, Z])+g(Y, [Z,X ])+g(Z, [X,Y ])

für alle Vektorfelder X,Y, Z. Dadurch wird ∇XY eindeutig festgelegt. Insbeson-
dere kann man ∇XY durch die Koszul-Formel definieren und prüft dann leicht
nach, dass es allen Axiomen genügt. QED

Für eine gegebene Kurve γ mit γ(0) = p und γ̇(0) = X(p) hängt ∇XY (p) nur

von X(p), Y (p) und den Ableitungen dYi(γ(t))
dt ab. Deshalb haben wir entlang einer

Kurve γ ein wohldefiniertes Vektorfeld ∇γ̇Y .

Definition 73. Ein Vektorfeld Y heisst parallel entlang einer Kurve γ, wenn

∇γ̇Y = 0

ist.
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7.4.3. Geodäten.

Definition 74. Eine Kurve γ : (a, b) →M in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
M ist eine Geodäte, wenn

∇γ̇ γ̇ ≡ 0

ist.

Lemma 83. i) Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es zu
jedem x ∈M und v ∈ TxM eine eindeutige Geodäte

γ : (−ǫ, ǫ) →M

mit

γ(0) = x, γ′(0) = v.

ii) Wenn M kompakt ist, dann kann jede Geodäte γ auf ganz R fortgesetzt werden.
Insbesondere können wir eine Exponentialabbildung

expx : TxM →M

durch

expx(v) = γ(1)

definieren.

Beweis: Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Differen-
tialgleichungen folgt die lokale Lösbarkeit der Geodätengleichung, aus der Kom-
paktheit von M dann die Fortsetzbarkeit auf ganz R. QED

Definition 75. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heißt geodätisch vollständig,
wenn jede Geodäte γ auf ganz R fortgesetzt werden kann.

Satz 20. (Satz von Hopf-Rinow) In einer zusammenhängenden, geodätisch
vollständigen Riemannschen Mannigfaltigkeit, können je zwei Punkte durch eine
Geodäte verbunden werden.

Beweis: Einen Beweis findet man in H. Hopf, W. Rinow: Über den Begriff der
vollständigen differentialgeometrischen Fläche. Comm. Math. Helv. 3, 209-225,
1931. QED

In lokalen Koordinaten x1, . . . , xn definiert man die Christoffel-Symbole des
Zusammenhangs durch

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑

k=1

Γk
ij

∂

∂xk
,

sie lassen sich mit Hilfe der Koszul-Formel berechnen als

Γk
ij =

1

2

n∑

l=0

gkl(
∂gjl

∂xi
+
∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl
),

wobei gij den ij-Eintrag der Riemannschen Metrik g und gij den ij-Eintrag ihres
Inversen bezeichnet. Mit diesen Symbolen nimmt die Geodäten-Gleichung ∇γ̇ γ̇ = 0
die Form

d2xk

dt2
+

n∑

i,j=1

Γk
ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0

für k = 1, . . . , n an.
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7.4.4. Krümmungsbegriffe.

Definition 76. Der Riemannsche Krümmungstensor einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) ist der durch

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

definierte (3,1)-Tensor.

Lemma 84. Der Riemannsche Krümmungstensor genügt den Bianchi-Identitäten

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y ) = 0

und

∇W g(R(X,Y )Z, V ) + ∇Zg(R(X,Y )V,W ) + ∇V g(R(X,Y )W,Z) = 0

für alle Vektorfelder X,Y, Z, V,W .

Definition 77. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Krümmungstensor
R. Die Schnittkrümmung einer 2-dimensionalen Ebene E ⊂ TpM für p ∈ M ist
definiert durch

K(E) = g(R(X,Y )Y,X))

für eine Orthonnormalbasis X,Y von E.

Beispiel 71 Räume konstanter Schnittkrümmung
Für die runde Sphäre vom Radius 1 Beispiel 46 ist die Schnit-

tkrümmung konstant 1. Für den euklidischen Raum Rn ist die
Schnittkrümmung konstant 0. Für den hyperbolischen Raum aus
Beispiel 47 ist die Schnittkrümmung konstant -1.

Anschauliche Bedeutung der Schnittkrümmung (Satz von Jacobi). Sei γs eine
1-Parameter-Familie von Geodäten durch p. Durch

H(s, t) := γs(t)

definieren wir eine differenzierbare Abbildung einer offenen Teilmenge des R2 in M
mit H(s, 0) = p für alle s. Wir definieren das Variationsvektorfeld auf dem Bild
von γ0 durch

Y (γ0(t)) :=
∂

∂s
H(0, t).

Dann gilt mit A := γ′0(t) die Jacobi-Gleichung

∇A∇AY −∇∇AAY +R(Y,A)A = 0

und insbesondere
g(Y ′′, Y ) = −K(γ′0, Y ).

Die Schnittkrümmung misst also, mit welcher Geschwindigkeit sich Geodäten au-
seinanderbewegen.

Insbesondere hat man für K ≡ 1

|Y (t) |= sin t,

für K ≡ 0
|Y (t) |= t,

und für K ≡ −1
|Y (t) |= sinh t.

Einen Beweis der Jacobi-Gleichung findet man in Manfredo do Carmo: ”Rie-
mannian Geometry”, Birkhäuser Basel 1992, ISBN 978-0-8176-3490-2.

Beispiel 72 Räume konstanter Schnittkrümmung
Ein Satz von Cartan besagt, dass die einzigen einfach zusam-

menhängenden, geodätisch vollständigen, Riemannschen Mannig-
faltigkeiten konstanter Schnittkrümmung die folgenden sind:
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• die in den Rn+1 eingebettete runde Sphäre vom Radius 1√
K

mit Schnittkrümmung K > 0,
• der euklidische Rn mit Schnittkrümmung K = 0,
• die aus dem hyperbolische Raum in Beispiel 47 durch Multi-

plikation der Riemannschen Metrik mit einem Faktor 1
K er-

haltene Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrümmung
K < 0.

Definition 78. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Krümmungstensor
R. Die Ricci-Krümmung ist eine symmetrische Bilinearform auf TpM,p ∈M , die
wir mit Hilfe einer Orthonormalbasis e1, . . . , en von TpM durch

Ric(X,Y ) =

n∑

i=1

g(R(ei, X)Y, ei),

also als Spur der linearen Abbildung

Z → R(Z,X)Y

definieren.

Definition 79. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Krümmungstensor
R. Die Skalarkrümmung ist eine Funktion auf M , die in p ∈M durch

Scal =

n∑

i=1

Ric(ei, ei)

für eine Orthonormalbasis e1, . . . , en definiert ist.
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