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1 Lie-Gruppen (topologisch)

1.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 1 : Sei X eine Menge. Eine Karte auf X ist eine offene Teilmenge U C X
mit einer Bijektion ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge V := ¢ (U) C R™.

Die Punkte in U werden also eindeutig durch n reelle Parameter beschrieben. Man
bezeichnet Karten hiufig auch als lokale Koordinaten oder lokale Parametrisierungen.

Definition 2 : Sei X eine Menge. Ein Atlas auf X ist eine Menge von Karten {(U;, ¢;)}
so dass X = UjerU; und fiir alle i, j € T

¢i; " b5 (UiNUy) = ¢; (Ui N ;)

i€l

ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™ ist.

Hierbei heifit eine Abbildung f zwischen offenen Teilmengen des R" ein Diffeomor-
phismus, wenn f eine Bijektion ist und sowohl f als auch f~! beliebig oft differenzierbar
sind.

Beispiel 1 : Sei X eine offene Teilmenge des R". Dann ist {(X,id)} ein Atlas.

Beispiel 2 : Sei X = R/Z und p : R — R/Z die durch p(z) = [z] gegebene Abbil-
dung (d.h. jedem Punkt wird seine Aquivalenzklasse zugeordnet. Sei I = {1,2},U; =

p(0,1), Uy =p (—%, %) Die FEinschrinkungen von p auf (0,1) bzw. (—%, %) sind injek-

tiv, so dass wir auf Uy bzw. Uy Umkehrabbildungen zu p eindeutig definiert haben. Dann
ist {(Ul,p_l) , (Ug,p_l)} ein Atlas. Es ist

o= (0) (41009 = () oo

P2y " () ={ wf1 ;:((%O’,lé))- }

Definition 3 : Sei X eine Menge. Zwei Atlanten {(U;, ¢i)};c; und {(Uj, ¢;)}
kompatibel, wenn die Vereinigung {(U;, ¢:)} 5 ein Atlas ist.

jer heifsen

ielu

Kompatibilitit ist eine Aquivalenzrelation. Wir werden spiter sehen, dass die Anal-
ysis auf kompatiblen Atlanten im wesentlichen dieselbe ist. Deshalb sagen wir, dass
kompatible Atlanten dieselbe Differentialstruktur bestimmen.

Definition 4 : FEine Differentialstruktur auf einer Menge X ist eine Aquivalenzklasse
von Atlanten.

Definition 5 : Fine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Menge X
mit einer Differentialstruktur, wobei alle Karten Abbildungen auf offene Teilmengen des
R™ sind.



Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Familie von Teilmengen, die als
offene Mengen bezeichnet werden. (Man setzt voraus, dass beliebige Vereinigungen und
endliche Durchschnitte offener Mengen wieder offen sind, auerdem dass () und X offene
Mengen sind.) Eine Menge A heifit abgeschlossen, wenn X — A offen ist (dquivalent: wenn
aus zp — = und zy € A folgt z € A).

Typisches Beispiel eines topologischen Raumes ist der R® mit den iiblichen offenen
Mengen. Ein allgemeineres Beispiel ist ein beliebiger metrischer Raum, wobei eine Menge
U offen heifit, wenn es zu jedem z € U eine in U enthaltene offene Kugel um z gibt.

Fiir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M definieren wir eine Topologie wie folgt:
eine Menge V' C M heifit offen, wenn fiir alle i € I gilt: ¢; (V NU;) ist eine offene
Teilmenge des R™. Mit dieser Definition wird M ein topologischer Raum.

Proposition 1 : Fir jedes i € I ist ¢; : U; — ¢; (U;) ein Homéomorphismus.

Bemerkung: es ist in der Literatur tiblich, noch folgende beiden Bedingungen an eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit zu stellen: die Topologie soll Hausdorffsch sein (d.h. zu
je zwei Punkten findet man disjunkte offene Umgebungen) und es soll einen abzéhlbaren
Atlas geben. Wir werden diese Voraussetzungen in dieser Vorlesung zwar nicht benutzen,
sie werden aber jedenfalls in allen vorkommenden Beispielen erfiillt sein.

Definition 6 : Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit differenzierbaren At-
lanten {(U;, ¢;)} bzw. {(Vj,4;)}. Eine Abbildung f : M — N heifit differenzierbar, wenn
fiir alle i,j die Abbildung wj_lfqﬁi differenzierbar ist. FEine differenzierbare Abbildung f
heifft Immersion bzw. Submersion in einem Punkt p € M, wenn fiir alle i,j das Differ-
ential von @b;lfqﬁi (in ¢~ (p)) injektiv bzw. surjektiv ist.

Aus der Differenzierbarkeit der Karteniiberginge ¢i¢]71 bzw. ¢i¢;1 folgt, dass es
gentigt, diese Bedingungen fiir jeden Punkt bzgl. jeweils einer Karte nachzupriifen.
Wir bemerken noch, dass differenzierbare Abbildungen offensichtlich stetig sind (d.h.,
Urbilder offener Mengen sind offen).

Satz 1 : Sei M eine differenzierbare (n + m)-Mannigfaltigkeit und f : M — R™ eine
differenzierbare Abbildung, die eine Submersion in allen Punkten von f='(0) ist. Dann
ist f~1(0) eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis:  Es geniigt die Behauptung, fiir offene Teilmengen M = U C R®™*™ zu be-
weisen.

Sei also U C R*™™ und f(21,...,%nem) = (fi (1, s Tnam) sy frn (T1, o, Toam))-
Sei a € f~1(0). Nach Voraussetzung hat D f, Rang m. Nach Vertauschung der Koor-

Ofi

dinaten z1,..., T4+, konnen wir annehmen, dass die Matrix (6 ) invertierbar
7/ 1<i,j<m

ist.
Wir betrachten nun G : R*™™ — R?t™ definiert durch
G($1, . ':xn+m) = (f (1’1, e 7=rn+m) y Tm1y .- 7xm+n) .

DG, = ( Dé?“ }( ) ist invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung gibt

es dann Umgebungen U, C R"™™ von a und Vg, € R*™™ von G (a), so dass G :



Ua =+ Vig(a) ein Diffeomorphismus ist. Dieser Diffeomorphismus bildet U, N f~1(0) nach
V(o) N ({0} x R") ab. Verkniipfung mit dem Diffeomorphismus {0}™ x R® — R" liefert
also einen Diffeomorphismus ¢, von U, N f~! (0) auf eine Teilmenge des R™.

Damit haben wir um jedes a € f~!(0) eine Karte definiert. Wir miissen noch zeigen,
dass die so definierten Karten kompatibel sind. Wenn U, N Uy # @, dann ist fir die wie
oben definierten Diffeomorphismen G, G} insbesondere die Einschriinkung von GyG!
auf G, (U, N Up) ein Diffeomorphismus, woraus die Kompatibilitit leicht folgt. QED

Beispiel 3 : S™ = f~'(0) fir die durch f(z) =|| = ||*> —1 definierte Abbildung f :
R*t! — R. Es ist Df, = 2a # 0 fiir a € S™, also ist S™ eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit.

Definition 7 : Eine Bijektion f : M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
ist ein Diffeomorphismus, wenn f und f~' differenzierbar sind.

Wenn f ein Diffeomorphismus ist, muf} es insbesondere Immersion und Submersion sein.

Tangentialvektoren. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, z € M. Ein (dif-
ferenzierbares, parametrisiertes) Kurvenstiick durch M ist eine differenzierbare Abbildung
¢: (—€€ — M mit ¢ > 0 und ¢(0) = . Zwei Kurvensticke ¢; : (—€1,61) - M
und co : (—€2,e2) — M heiflen dquivalent, wenn es eine Karte ¢ : U - V C R”
mit z € U gibt, so dass (¢poc;)' (0) = (poca) (0) gilt. (Diese Eigenschaft ist un-
abhingig von der Wahl der Karte: sei ¢ : Uy — V5 eine zweite Karte, dann ist
¢20c; = (¢p2¢™') poc; for i = 1,2, insbesondere folgt aus (¢poci) (0) = (o) (0)
atch (g2 0 1)’ (0) = D (¢2671) (o 1) (0) = D (2671) (d02) (0) = (d0 e2)' (0).)
Dies definiert eine Aquivalenzrelation und wir definieren den Tangentialraum 7, M an M
in z als die Menge der Aquivalenzklassen. Die Aquivalenzklassen von Kurvenstiickchen
werden als Tangentialvektoren bezeichnet.

Fir M = R" erhdlt man T, M = R" vermittels der Bijektion [¢] = ¢' (0). (Injektivit&t
folgt aus der Definition der Aquivalenzrelation, Surjektivitit erhiilt man, in dem man zu
v € R” z.B. die Kurve ¢ (t) = x + tv betrachtet.)

Fiir allgemeines z € M mit einer Karte ¢ : U — V C R" erhalten wir analog, nach
Definition von T, M, eine Bijektion zwischen T, M und Ty, R" = R". Wir konnen diese
Bijektion benutzen, um auf 7, M Addition und Skalarmultiplikation zu definieren. Diese
Vektorraum-Operationen hingen nicht von der gewahlten Karte (U, ¢) ab, weil fiir jede
andere Karte (Us, ¢2) die Abbildung D ((bg gi)’l) ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

Der Tangentialraum 7'M von M ist

TM = Uper Ty M.

Er ist ein sogenanntes Vektorraumbiindel, d.h. jedes T, M ist ein Vektorraum, und die
Vektorraumoperationen hingen differenzierbar von M ab.

Kiirzer, aber weniger anschaulich, lassen sich die bisher gemachten Definitionen wie folgt
zusammenfassen.

Definition 8 :
a) Fir eine offene Teilmenge V. C R™ definieren wir TV =V X R* = Ugey {2} x R”



mit den Vektorraum-Operationen (x,v1) + (z,v2) = (z,v1 + v2) und A (z,v) = (x, \v) fir
AER.

b) Fiir eine Mannigfaltigkeit M mit Atlas {(U;, @)},.; definieren wir TM als

i€l
TM = UiEI (Uz X Rn) / ~

mit
(z,v) ~ (x,D ((bigi);l) v)
fir alle x € U;NU;. Firxz € M heifit die Menge aller [(z,v)] der Tangentialraum T, M

in x. Die Vektorraumoperationen sind definiert durch [(z,v1)] + [(z,v2)] = [(z,v1 + v2)]
und X|(z,v)] = [(z, \v)] fir X € R.

Definition 9 : Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung. Seien {(U;, ¢;)} und
{(Vj,v;)} differenzierbare Atlanten fir M bzw. N. Dann definieren wir das Differential
Df:TM — TN wie folgt.

Seixz € Uy C M und f(z) € V; C N. Sei [(z,v)] € TM. Dann definieren wir
Df[(w,0)] = [(f (), D (3 f; ") (v))] € Ty N

Aus der Definition von ~ folgt, dass dies wohldefiniert (unabhéngig von der Wahl von ¢;
und 1);) ist.

Wir bezeichnen die Einschrinkung von Df auf {#} x R*/ ~ mit Df,. Fir M =R*, N =
R¥ erhélt man die iibliche Definition von Df,.

Proposition 2 : Fir differenzierbare Abbildungen f : My — My, g : My — Mz und
x € My gilt: D (g o f)z = Dgf(z) oDf,,D (’Ld)z = id.

Fiir eine Teilmenge P C N einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit N definieren wir
die Teilraumtopologie wie folgt: eine Menge in P sei offen gdw. sie der Durchschnitt von
P mit einer in N offenen Menge ist.

Ein Homdomorphismus ist eine Bijektion f, so dass f und f~! stetig sind.

Definition 10 : Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. FEine differenzierbare
Abbildung e : M — N heifst Einbettung, wenn sie ein Homdomorphismus von M auf e (M)
(mit der Teilraumtopologie) ist und fiir alle x € M das Differential De, : Ty M — Tp(py N
injektiv ist.

Definition 11 : Sei N eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teil-
menge M C N ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn sie das Bild einer
Einbettung ist, dquivalent: wenn es einen Atlas von N gibt, so dass man zu jedem x € M
eine Karte ¢ : U — N mit ¢ (UNR™) = ¢ (U)N M hat.

Bemerkung: Nach einem Satz von Whitney gilt: wenn eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit M™ Hausdorff ist und einen abzidhlbaren Atlas besitzt, dann gibt es eine
Einbettung e : M™ — R2". (Hierbei bezeichnet der Superscript n die Dimension von M)



I"Jbungsaufgaben 1:

1. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Atlanten {(U;, ¢;) :i € I} fiir
M bzw. {(Vj,4;):j € J} fir N.

Sei M x N ={(z,y) : x € M,y € N}. Zeigen Sie, dass {(U; x Vj,¢; x ;) :i€1,jeJ}
eine differenzierbare Struktur auf M x N definiert.

(Fir ¢; : Uy = R™ und ; : V; = R™ ist ¢; x ¢; : Uy x V; = R™" definiert durch
¢i X Yj (z,y) = (¢i (z) . Y5 (y))-

2. Sei Mat (n,R) die Menge der reellen nxn-Matrizen und GL (n,R) = {A € Mat (n,R) : det (A) # 0}.
Geben Sie eine differenzierbare Struktur (d.h. einen Atlas) an, mit dem GL (n,R) eine
n2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

3. Zeigen Sie, dass es auf der Menge {(x,y) ER?: gt = y2} keinen differenzierbaren
Atlas geben kann.

4. SeiS™={z € R :|| x [|=1}. Zeigen Sie, dass S™ mit {(Uy, ¢1), (Us, ¢2)} mit

U1:{$€Sn::£n+1#—1},U2:{$€Sni$n+1;é1},

¢1($1:---a$n+1):< e . Tn >:¢2($1:---=$n+1):< n . n )

L B

eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

5. Zeigen Sie, dass die folgenden Atlanten auf S' kompatibel sind:

- der Atlas fiir R/Z (Beispiel 2),

- der durch stereographische Projektion gegebene Atlas (Aufgabe 4),

- der Atlas als Nullstellenmenge von F (x1,72) = 23 + 23 — 1 (Satz 1).

6. Sei f : R"*" — R eine Submersion und M = f~=1(0) mit der differenzierbaren
Struktur aus Satz 1. Zeigen Sie: TM = {(z,v) : x € M, D, f (v) = 0}.

7. Zeigen Sie: TS™ = {(z,v) € R*™ x R™*! :|| z [|=1,< 2,0 >=0}.

1.2 Lie-Gruppen

Definition 12 : FEine Lie-Gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G, die eine
Gruppe ist, so daff die Gruppenmultiplikation G x G — G und die Inversion G — G
differenzierbare Abbildungen sind. FEin Morphismus f : G — H ist eine differenzierbare
Abbildung, die ein Gruppenhomomorphismus ist. Ein Isomorphismus von Lie-Gruppen
ist ein Morphismus f, zu dem es einen inversen Morphismus f~' gibt.

Beispiel 4 : Fir g € G bezeichne l, : G — G die Linksmultiplikation 1, (h) = gh. 1, ist
kein Homomorphismus, aber ein Diffeomorphismus von G' mit Inversem I 1.

Analog ist die durch ry (h) = hg definierte Rechtsmultiplikation vy : G — G ein Diffeo-
morphismus.

Wir bezeichnen mit Mat (n,R) die Menge der n x n-Matrizen mit reellen Eintrigen.
Mat (n,R) ist keine Gruppe, weil es nicht-invertierbare Elemente gibt. Es ist jedoch
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn man es mit R®” identifiziert. Wir werden im
folgenden fiir alle Teilmengen von Mat (n,R) die Unterraumtopologie in R" betrachten.
(Mit anderen Worten: fiir eine Folge von Matrizen A,, gilt A, - A genau dann, wenn
alle Eintrige gegen die Eintrdge von A konvergieren.)



Beispiel 5 : GL (n,R) = {A € Mat (n,R) : det (A) # 0} ist eine Lie-Gruppe.

Beweis:  GL (n,R) ist eine offene Teilmenge von R™. Als differenzierbaren Atlas kann
man also wahlen {(Uy, ¢1)} mit Uy = GL (n,R) und ¢; () = z fir alle z. GL (n,R) ist
offensichtlich abgeschlossen bzgl. Matrixmultiplikation und Inversion. Wir miissen noch
zeigen, dass Multiplikation und Inversion differenzierbar sind.

Die Multiplikation ist differenzierbar, weil jeder Eintrag von AB ein Polynom in den
Eintrdgen von A und den Eintrigen von B ist. Die Inversion ist differenzierbar, weil nach
der Cramer’schen Regel jeder Eintrag von A~! (bis auf Vorzeichen) ein Quotient aus der
Determinante einer Untermatrix und der Determinante von A, die beide Polynome in
Eintrdgen von A sind, ist. QED

Weil GL (n,R) eine offene Teilmenge von Mat (n,R) = R™ ist, kénnen wir natiirlich
fiir jedes A € GL (n,R) den Tangentialraum T4GL (n,R) mit Mat (n,R) identifizieren.
Dabei wird das Element B € Mat (n,R) zum Beispiel von der Kurve A + ¢tB durch A
in GL (n,R) reprasentiert. (Wegen der Stetigkeit der Determinante gilt det (A + tB) # 0
fiir hinreichend kleine | ¢ |.)

Wenn, fiir ein g € GL (n,R), I, die Linksmultiplikation aus Beispiel 4 ist, erhélt man

d
(Dlg) 4 (B) = — li=0 (9 (A+1B)) = gB
und analog fiir die Rechtsmultiplikation: (Dr,) , (B) = By.

Definition 13 : Fine Lie-Gruppe G heiffit Matriz- Gruppe oder klassische Lie-Gruppe,
wenn sie isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe von GL (n,R) fir einn € N ist.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede abgeschlossene Untergruppe von GL (n, R)
eine Untermannigfaltigkeit, und damit eine Lie-Gruppe, ist. (Die Differenzierbarkeit von
Multiplikation und Inversion ist klar, weil Einschrinkungen differenzierbarer Abbildungen
auf Untermannigfaltigkeiten offensichtlich differenzierbar sind.) Anstatt dies allgemein zu
beweisen, werden wir es in diesem Abschnitt direkt fiir die uns interessierenden Beispiele
zeigen.

Beispiel 6 : GL(n,C) = {A € Mat(n,C) : det (A) # 0} ist eine Lie-Gruppe und eine
abgeschlossene Untergruppe von GL (n,R).

Beweis:  Der Beweis der ersten Behauptung ist natiirlich véllig analog zum Beweis fiir
GL (n,R), die Bilder der Karten liegen jetzt in C* = R>".

Wir wollen nun zeigen, dass man GL (n,C) als reelle Matrix-Gruppe auffassen kann.
Wir identifizieren C* mit R?" indem wir (z; + iy1,...,Tp + iypn) mit (21,1, .., Tn, Yn)
identifizieren. Sei A eine komplexe Matrix mit Eintragen a;;, 1 < 4,5 < n. Sei a;; =
i (08 ¢y + isin¢;;) mit r;; > 0,0 < ¢;; < 2m. Unter der Identifizierung entspricht A
der Abbildung A : R2® — R?”, die durch eine 2n x 2n-Matrix mit n? 2 x 2-Bldcken mit
Eintragen < "ij CPS ij  —Tij Sin i > beschrieben wird.

T'jj SIn ¢i]’ Ti;j COS ¢ij

Wir wollen noch eine andere Beschreibung fiir GL (n, C) als Untergruppe von GL (2n, R)

geben. Nach der ersten Beschreibung entspricht insbesondere die Multiplikation mit i,



die Multiplikation mit der Diagonalmatrix diag (i,...,i) € GL (n,C), dann der Multip-
likation mit der Blockmatrix

0 -1
1 0

J= ' € GL (2n,R) .

0 -1
1 0

Nun ist aber eine Abbildung A genau dann C-linear, wenn sie R-linear ist und A (iv) =
iA (v) fiir alle Vektoren v gilt. Dies heif3t:

GL(n,C) = {A € GL(2n,R) : AJ = JA}.
QED

Insbesondere ist also eine Lie-Gruppe isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe
von GL (n,C) fir ein n € N genau dann, wenn sie isomorph zu einer abgeschlossenen
Untergruppe von GL (n,R) fiir ein n € N ist.

Beispiel 7 :

a) SL (n,R) = {4 € Mat (n,R) : det (A) =1} und SL (n,C) = {A € Mat (n,C) : det (A) =1}

sind Lie-Gruppen.

b) Esist TASL (n,R) = {C € Mat (n,R) : Tr (A='C) =0} ,T4SL (n,C) = {C € Mat (n,C) : Tr (A='C) = 0}.

Beweis: ~ Wir betrachten f: GL (n,R) — R definiert durch
f(A) =det(A) - 1.

Dann ist SL (n,R) = f~! (0). Um Satz 1 anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, daf} f
eine Submersion ist.

Dafiir betrachten wir, fir festes B € GL (n, R), Elemente der Form 4; = diag (1 +¢,1,1,...,1) B.
Fiir ¢ > —1 gehort A; zu GL (n,R) und es gilt f(A4;) = tdet(B). Insbesondere ist
4 f(Ay) = det (B) =1# 0, was in diesem Fall (wegen dim (R) = 1) die Surjektivitét von
Df in B bereits zeigt.

AuBlerdem ist SL (n,R) abgeschlossen bzgl. Matrixmultiplikation und Inversion, und
diese sind wieder differenzierbar, weil sie die Einschrinkung der entsprechenden differen-
zierbaren Abbildungen von GL (n,R) auf die Untermannigfaltigkeit SL (n,R) sind.

Der Beweis fiir SL (n, C) ist vollig analog.

Zum Beweis von b) geniigt es (wegen der Bemerkung nach Beispiel 5), die Behauptung
fiir A =1 zu beweisen. Wir miissen also ker (D f1) bestimmen.

Sei e;; die Matrix, die an der Stelle (i, j) den Eintrag 1 und sonst alle Eintrége 0 hat.
Dann ist

d d d
Dfieis) = = le=o f (I +teij) = = |t—o det (T +1eij) = 1= — |i—o tdet (I;;) = det (L)



wobei I;; die Matrix bezeichnet, die man aus I durch Entfernen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte erhélt. Offensichtlich gilt det (I;;) = d;;.
Fiir eine Matrix B € Mat (n, R) folgt dann

D.f]l ZbZJDfH 62] meém - Zbu - TT‘

1,

Also ist TISL (n,R) = {B € Mat (n,R) : Tr (B) = 0}. Der Beweis fiir SL (n,C) ist
vollig analog. QED

BeispielS
a) O(n) = {AEGL(n R) : AAT =1},50 (n) = {A € SL(n,R) : AAT =1},U (n) =

{A € GL (n, (C) AA" = } SU (n) = {A € SL (n,C) CAAT =]I} sind Lie-Gruppen.
b)EszstTHO ={B € Mat(n,R) : B+ BT =0},
TiSO (n {B € Mat(n,R) : B+ BT =0,Tr (B) =0}, TiU (n) = {B € Mat (n,C) : B+ B = 0},

THSU(n) - {B € Mat(n,R) : B+ B =0,Tr (B) =o}.

Beweis: ~ Wir fithren die Beweise fiir O (n) und SO (n), die anderen Félle sind dann
ahnlich (aber nicht vollog analog).

Beweis fiir O (n). Wir definieren f : GL (n,R) — R

n('n+1]

Ty _
durch £ (4) = ((447),, 5“)1<i§j§n.
Dann ist O (n) = f~!(0), denn wegen (AAT) = AAT folgt aus (AAT) = J;; automa-
tisch auch (AAT) ;= dj:.
Wir miissen Zelgen dass DfB in Jedem Punkt B € GL (n,R) Rang . "H) hat (d.h.

surjektiv ist). Sei e;; <i<
dass e;; im Bild von D fg liegt.

Durch Differenzieren von f erhiilt man Dfg (H) = HBT + BHT. Wir betrachten die
Matrix K, deren Eintrige an den Stellen (i,j) und (j,i) jeweils % sind und die sonstige
Eintrdge Null hat. (Im Fall i = j ist also nur ein Eintrag %) Damit ist dann

. Wir zeigen,

Dfg(KB) = KBBT + BBTKT = K + KT = ey},

also liegt e;; im Bild von D fg. Dies zeigt, dass f eine Submersion ist, also ist f~! (0) eine
Untermannigfaltigkeit. Weil O (n) abgeschlossen unter Multiplikation und Inversion ist,
ist es eine Lie-Gruppe. Die Formel fiir den Tangentialraum folgt aus Df; (H) = H+ H™.

Beweis fir SO (n). Wir definieren f : SL (n,R) — R*5 -1 durch

p=(((an,) a0, =1, ).

Wenn f(A) = 0, dann muB AA” eine Diagonalmatrix sein, und die ersten n — 1 Diag-
onaleintridge miissen gleich 1 sein. Wegen det (AAT) = det (A)2 = 1 folgt daraus aber,
dass alle Diagonaleintriige 1 sein miissen. Damit ist also tatsiichlich SO (n) = f=' (0).



Analog zu oben erhélt man

T T
Dfp(KB) = <((K+K )u) ((K+K )n’)1gign—1> )
Wir zeigen nun, dass D fg in jedem Punkt B € SL (n,R) surjektiv ist. Fiir e;; mit i < j
erhalten wir mit demselben K wie oben D fg (K B) = e;;. (Man beachte, dass in diesem
Fall nach Konstruktion Tr (K) = 0 gilt, also ist tatsdchlich KB € TgSL (n,R).) Fiir
i = j < n—1betrachten wir K = = (e;; — epp). Dannist Tr (K) = 0und Dfg (KB) = e;;.

1<i<j<n’

—

2

Wir erwahnen der Vollstandigkeit halber noch, welche Abbildungen man in den an-
deren beiden Féllen betrachtet. U (n) erhélt man als Nullstellenmenge der Abbildung

fld)y= <{Re (AZT)U ’ }1<i<j<n ’ {Im (AZT)ij ’ }1<i<j<n ’ { (AZT)“ B 1}195”) )

R™ und SU (n) als Nullstellenmenge der Abbildung f : SL (n,C) — R?°~1

f4) = <{Re (AZT)U ’ }1<i<j<n ’ {Im (AZT)ij ’ }1<i<j<n ’ { (AZT)“ ) 1}195"‘1)

(man benutzt, dass die Diagonaleintrége von AA" alle reell sind). Die Beweise sind dann
dhnlich wie oben. QED

Wir bemerken noch, dass die Inklusion GL (n,C) C GL (2n,R) die unitdre Gruppe
U (n) zu einer Untergruppe der orthogonalen Gruppe O (2n) und SU (n) zu einer Unter-
gruppe von O (2n) macht. (Zum Beispiel ist U (1) isomorph zu SO (2).)

Ahnlich definiert man auch
O(n,1)={A € GL(n,R) : Adiag(1,...,1,-1) AT = diag(1,...,1,-1)}
und

U(n,1) = {AGGL(n,(C) :Adz’ag(l,...,l,—l)ZT:dz’ag(l....,l,—l)}.

3

O (3,1) ist die Lorentzgruppe. O (n,1) ist die Isometriegruppe des n-dimensionalen hy-
perbolischen Raumes.

Man kann zeigen, dass alle abgeschlossenen Untergruppen von Lie-Gruppen wieder Lie-
Gruppen sind. Die Abgeschlossenheit ist tatsichlich notwendig, damit man eine Lie-
Gruppe bekommt. Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 9 : Untergruppen des Torus.
Sei T2 =S!' x St = {(62’”0‘1,62”“2) taq, 0 € ]R} der Torus und 0 € R eine reelle Zahl.
Wir betrachten die Untergruppe H := {(eQ”ial,e2“i“2) tag = Hal}.

Wenn 0 eine rationale Zahl ist, dann ist H abgeschlossen und damit eine Lie-Gruppe.
(H ist dann diffeomorph zu S*.) Wenn 6 eine irrationale Zahl ist, dann ist H nicht
abgeschlossen (es gilt dann H = T2). Als Gruppe ist H dann isomorph zu R. Es ist
jedoch micht homdéomorph zu R, weil man nach Durchlaufzeiten von Vielfachen von 2w
wieder beliebig dicht an den Ausgangspunkt herankommen kann.
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I"Jbungsaufgaben 2 :

1. S' mit dem Atlas aus Beispiel 2 ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. S' als Menge

der komplezen Zahlen vom Betrag 1 ist eine Gruppe. Zeigen Sie, dass Gruppenmultip-
likation und Inversion differenzierbare Abbildungen sind.

2. Seien G und H Lie-Gruppen. Zeigen Sie, dass Gx H mit der Multiplikation (g1, h1) (g2, he) =
(g192, h1hs) eine Lie-Gruppe ist.

3. Zeigen Sie: Eine Matriz A € Gl (n,R) (bzw. A € Gl (n,C)) gehort zu O (n) (bzw. zu

U (n)) genau dann, wenn fir die Spaltenvektoren vy, . .., v von A gilt: < vi,v; >=0;5.

. . . Qo4 cos¢ sing
4. a) Zeigen Sie: A € SO (2) & es gibt ¢ € R mit A= < _sing cos¢ )

A€eSU(2) & es gibt z,w e Cmit|z|?>+|wl? sodass A= ( _Zm i;

b) Zeigen Sie, dass SO (2) homdomorph zu S und SU (2) homéomorph zu S? ist.

5. Zeigen Sie: zu jedem A € GL (n,R) gibt es eine Folge Ay, von diagonalisierbaren Ma-
trizen mit limy_, o, Ay = A. Insbesondere ist die Gruppe der diagonalisierbaren Matrizen

keine abgeschlossene Untergruppe von GL (n,R).

1.3 Topologie klassischer Lie-Gruppen

Definition 14 : Fin topologischer Raum M heif$t:

- kompakt, wenn jede offene U'berdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt,

- zusammenhdngend, wenn es keine Zerlequng M = UUV in zwei disjunkte offene Mengen
gibt,

- wegzusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten x,y € M eine stetige Abbildung
w:[0,1] = M mit w(0) = z,w (1) =y gibt.

Bekanntlich ist eine Teilmenge eines R” (z.B. eine Matrixgruppe) kompakt genau dann,
wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Satz 2 : O(n),SO (n),U (n),SU (n) sind kompakt. GL (n,R) ,GL (n,C),SL (n,R),SL (n,C)
sind nicht kompakt.

Beweis:  GL(n,R),GL (n,C) sind nicht abgeschlossen. SL (n,R),SL(n,C) sind
zwar abgeschlossen, aber nicht beschriankt: zum Beispiel ist die Folge der Diagonalma-
trizen (n, 1,...,1, %) mit n € N eine unbeschrankte Folge in SL (n,R) oder SL (n,C).
O (n),SO(n),U (n),SU (n) sind abgeschlossen, weil sie als Losungsmengen von Gle-
ichungen gegeben sind. Wenn eine Matrix in O (n) ist, dann haben ihre Spalten Norm 1
und stehen senkrecht aufeinander, die gesamte Matrix (als Element in ]R”Q) hat also Norm
v/n. Alle Matrizen in O (n) haben also dieselbe Norm, insbesondere ist O (n) beschrankt.
Genauso zeigt man die Beschrinktheit von SO (n),U (n),SU (n). QED

Y

Satz 3 : GL (n,R) und O (n) sind nicht wegzusammenhdngend,
SO (n),U(n),SU (n),GL (n,C),SL(n,R),SL(n,C) sind wegzusammenhingend.

Beweis:  Angenommen, es gibt in GL (n, R) einen stetigen Weg w mit w (0) = I und
w (1) = diag (—1,1,1,...,1). Weil die Determinante stetig von der Matrix abhéngt, ist

11



dann det (w (t)) in R ein stetiger Weg von 1 nach —1. Nach dem Zwischenwertsatz muf3
es also ein ¢ € (0,1) mit det (w (t)) = 0 geben. Damit ist dann aber w (t) ¢ GL (n,R).
Genauso zeigt man, dass O (n) nicht wegzusammenhéngend ist.

Wir zeigen jetzt, dass GL (n, C) wegzusammenhéngend ist. Dafiir geniigt es, zu jeder
Matrix A € GL (n,C) einen Weg w von I nach A anzugeben. (Wenn dann némlich
B,C € GL (n,C) beliebig sind, betrachtet man einen Weg w von I nach B~'C und erhilt
mit Bw einen Weg von B nach C'.)

Sei zuniichst A eine Diagonalmatrix: A = diag (\1,...,An). Sei Ay = rpe®®* k=1,...,n,
mit 7, o € Ry. Wegen det (A) # 0 haben wir ry # 0 fiir k = 1,...,n. Dann definieren

wir
w (t) = diag (1 —t +tr1) e ..., (1 —t +try) €") .

Dies ist ein stetiger Weg von T nach A und es gilt 1 — ¢t +trp, > 1 —t > 0, also
| det (w(t)) |=1}_; |1 —t+try |>0,dh w(t) € GL(n,C).

Wenn es einen stetigen Weg w () von I nach A gibt, dann ist B~ 1w (t) B ein stetiger Weg
von I nach B~'AB. Insbesondere finden wir also zu allen diagonalisierbaren Matrizen
einen Weg, der sie mit I verbindet. Weiterhin geniigt es, nach dem Jordan-Theorem, fiir
alle Jordan-Blockmatrizen A einen Weg von I nach A anzugeben.

Sei also A eine Blockmatrix mit Diagonaleintrigen 7e!?* und sonstigen Eintrigen 0
und 1. Dann habe w (¢) die Diagonaleintriige (1 — ¢ + tr;) e!?* und sonstige Eintriige ¢
bzw. 0, wenn der entsprechende Eintrag von A 0 bzw. 1 ist. Wir haben dann wieder
|det (w(t) |=T}_, |1 —t+try |>0,dh w(t) € GL(n,C).

Fast derselbe Beweis zeigt, dal SL (n,C) wegzusammenhéingend ist. Wir dndern
lediglich die Definition des letzten Diagonaleintrages: dieser soll jetzt das Inverse des
Produktes der ersten n — 1 Diagonaleintrige sein, fiir alle w ().

Der Beweis fiir SO (n) geht durch vollstdndige Induktion. Fir n = 2 wissen wir
bereits SO (2) ~ S!. Sei nun der Wegzusammenhang von SO (n — 1) schon bewiesen.
Sei A € SO(n). Wenn A = CBC~! mit B € SO(n—1) C SO (n) ist, dann konnen
wir A mit I verbinden. Es bleibt zu zeigen, dass jedes A als Produkt solcher Elemente
darstellbar ist.

Wenn Ae, ein Vielfaches von e, ist, dann muss wegen der Orthonormalitit Ae,, = +e,
sein. Falls Ae, = e,, dann folgt aus der Orthogonalitdt der Spaltenvektoren, dass A €
SO (n — 1) sein muss. Falls Ae, = —e,,, dann betrachten wir B = Adiag (1,...,1,—1,-1).
Wegen Be,, = e, ist B € SO (n — 1). Ausserdem gibt es einen Weg von diag (1,...,1, -1,
nach I (ndmlich den entsprechenden Weg in SO (2)). Also gibt es einen Weg von A nach
I.

Nach Gram-Schmidt gibt es ein By € SO (n), welches die Ebene durch (e,, Ae,) in
die Ebene durch (eq,es) abbildet. Wir kénnen (nach Multiplikation mit einem Element
aus SO (2) C SO (n)) Bie, = e; annehmen. Weiter gibt es ein By € SO (2), dass e; nach
B Ae,, abbildet. Sei Bz := B;lBnglA. Dann ist Bs (e,) = e,, also Bz € SO (n —1).
Wegen A = B, ' By B, Bs folgt die Behauptung.

Analog zeigt man, dass U (n) und SU (n) wegzusammenhéngend sind.

12
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Schliesslich bemerken wir noch, dass der Weg-Zusammenhang von SL (n,R) aus dem
Weg-Zusammenhang von SO (n) folgt. Jede Matrix aus SL (n,R) lasst sich als Produkt
AB mit A € SO (n) und B positiv definit darstellen (Polarzerlegung). Wenn B positiv
definit ist, dann ist auch tB + (1 —t) I positiv definit, fiir ¢ € [0,1]. Insbesondere ldsst
sich B, durch Matrizen mit positiver Determinante, stetig in I deformieren, woraus die
Behauptung folgt. QED

SU (2) und SO (3)

SU (2) und SO (3) sind die einfachsten nichtabelschen Lie-Gruppen. Zusammen mit
der abelschen Gruppe SO (2) ~ U (1) sind sie zweifellos die in Topologie und theoretis-
cher Physik am hiufigsten vorkommenden Lie-Gruppen. Deshalb wollen wir ihnen einen
eigenen Abschnitt widmen.

Proposition 3 : Es gibt einen surjektiven Homomorphismus ® : SU (2) — SO (3) mit
ker (®) = {I, —T}.

Beweis: ~ Wir geben zunichst einen Uberblick iiber den Beweis. (In dem Beweis
werden einige spéter in der Vorlesung allgemein zu definierende Begriffe schon einmal am
Beispiel der SU (2) eingefiihrt.) Sei

su(2) = {AeMat(Q (©) :A-}—ZT:O,TT(A) =0}

die sogenannte Lie-Algebra zu SU (2). Jedes C € SU (2) wirkt auf su (2) durch A —
CAC™!, dies nennt man die adjungierte Wirkung. Die sogenannte Killingform auf su (2)
ist definiert durch

< A, B >=4Tr (AET) .

Dies ist ein Skalarprodukt und wird, fiir jedes C' € SU (2), von Ad (C) invariant gelassen.
Wenn wir also mit Gram-Schmidt eine ON-Basis des 3-dimensionalen Vektorraumes su (2)
bzgl. < .,. > wéhlen, dann ist Ad (C) € SO (3). Wir definieren dann ® = Ad: SU (2) —»
SO (3) und zeigen, dass ® surjektiv mit Kern {I, —I} ist.

Der Beweis im Detail: Wir betrachten su (2) mit < A, B >=4T'r (AET). Wir priifen

zunichst nach, dass dies ein Skalarprodukt ist. Bilinearitit ist klar und Symmetrie folgt
— —7\T 7 =T\

aus T'r (ABT) =Tr ((ABT) ) =Tr (BAT). Zur positiven Definitheit: fiir A # 0 ist

AA" st positiv definit weil fir x ¢ ker (ZT) gilt: < AZT:U,:U >=< ZTZE,ZTCU >> 0.

Insbesondere sind die Eigenwerte von AA" nichtnegativ und, fiir A # 0, ist mindestens

ein Eigenwert positiv. Daraus folgt T'r (AZT) > 0.

Als néchstes miissen wir nachpriifen, dass fiir A € su (2) und C € SU (2) tatséichlich
Ad(C)A := CAC™' € SU(2) gilt. Es ist Tr (CAC™') = Tr(A) = 0 und (wegen

¢ =c
- . -1 _ 7
CAC— + CAC—T" = CAC—! + (CT) a'ct
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—CAC +CATC T =C (AC’l +ZT071) e (A +ZT) c-1=Coc! =0,

also CAC~' € SU (2).
Wir zeigen jetzt dass, fiir jedes C € SU (2), < .,. > von Ad(C) invariant gelassen
wird, d.h. dass
< Ad(C)A,Ad(C)B >=< A,B >

fiir alle A, B € su (2) gilt. Tatséchlich ist

< Ad(C) A, Ad (C) B >= 4T (CAo—chc—lT) — 4Ty (CAo—lé’lﬁTéT)

— 4Ty (OA]IETC*) — 4Ty (AFT) —<AB>.

Wenn wir mit Gram-Schmidt eine ON-Basis wihlen, erhalten wir also einen Isomor-
phismus su (2) — R?, der dieses Skalarprodukt in das Standard-Skalarprodukt iiberfiihrt.
Weil Ad (C) dieses Skalarprodukt erhélt, sind beziiglich der gewéhlten Basis die Zeilenvek-
toren von ad (C') orthonormal. Es ist also ad (C) € O (3). Weil SU (2) zusammenhéngend
und ad (I) = I ist, muf das Bild in der Zusammenhangskomponente von I liegen, also
ad (C) € SO (3).

Wir definieren nun ® = Ad : SU (2) — SO (3), was offensichtlich ein Homomorphis-
mus ist.

Sei C € ker (®). Dann kommutiert C' mit allen Matrizen aus su(2). Es muss
dann auch mit allen komplexen Vielfachen von Matrizen aus su (2) kommutieren. Let-
ztere sind aber alle Matrizen mit Spur Null. (Jede Matrix A 148t sich mittels A =

%(A+ZT + % A —ZT als Summe hermitescher und schiefhermitescher Matrizen

zerlegen. Hermitesche Matrizen sind rein-imaginére Vielfache von schiefhermiteschen
Matrizen.) Also muss A eine Diagonalmatrix mit zwei gleichen Eintrigen sein. (Dies

sieht man z.B., wenn man C = ( 0 1 > und C = ( 0 1 > betrachtet.) Wegen

10 -1 0
det (A) =1 folgt A = +1I.

Weil die Einschrankung von & auf eine Umgebung eines Punktes injektiv ist, muss
D® ein Isomorphismus sein (denn aus dem impliziten Funktionen-Theorem folgt bekan-
ntlich: wenn fiir eine differenzierbare Abbildung ¢ : R — R™ der Rang des Differentials
rk (D¢,) = k, dann gibt es Umgebungen von z bzw. ¢ (z) mit lokalen Koordinaten
T1y--ey Ty DZW. Y1,...,ym in denen @ (z1,...,2,) = (21,...,2¢,0,...,0) ist, lokale In-
jektivitit ist also im Fall n = m nur moglich fiir & = n), ® ist also ein lokaler Dif-
feomorphismus (nach dem Satz tiber die Umkehrabbildung). Insbesondere ist sein Bild
offen.

Weil SU (2) kompakt ist, muss das Bild von ® aber auch kompakt, insbesondere
abgeschlossen sein. Weil SO (3) zusammenhéingend und das Bild nicht leer ist, folgt
daraus im (®) = SO (3), also Surjektivitét.

QED

Bemerkung (fiir Horer mit Topologie-Kenntnissen): Der Homomorphismus Ad : SU (2) —
SO (3) ist eine zweifache Uberlagerung. Weil SU (2) diffeomorph zur 3-Sphire S? ist, folgt
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daraus, dass SO (3) diffeomorph zum projektiven Raum RP? ist.

Allgemein gilt fiir alle n > 3: SO (n) = Z/2Z. Die eindeutige zusammenhéngende
2-fache Uberlagerung von SO (n) wird als Spingruppe Spin (n) bezeichnet. Insbesondere
ist also Spin (3) isomorph zu SU (2).

ﬂ'bungsaufgaben 3 : 1. Zeigen Sie: eine Mannigfaltigkeit ist genau dann zusam-
menhdngend, wenn sie wegzusammenhdangend ist.
2. Zeigen Sie, dass die Lorentz-Gruppe O (3,1) nicht kompakt ist.

1.4 Exponential von Matrizen

Proposition 4 : Sei A € Mat (n,C) eine Matriz. Dann konvergiert die Reihe Y o, - A™.

n=0 n!

Beweis: ~ Wir betrachten eine beliebige Norm auf der Menge der Matrizen, z.B. || 4 ||=

sup{] A|: A € C Eigenwert von A}. Dann ist Z'Z:O [ #A” [I< Zi:o % | A||n= elAl.

Daraus folgt, dass die Partialsummen Zi:o || 4 A™ || eine Cauchyfolge bilden, also kon-

vergieren. Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz von Reihen, also Konvergenz von

Z;O:O %A”. QED
Wir bezeichnen o
1
A n
n=0

Beispiel 10 : Sei A = diag (\1,...,\,) eine Diagonalmatriz. Dann ist e? = diag (e)‘l, ce e’\")
ebenfalls eine Diagonalmatrix.

Beispiel 11 : Sei A diagonalisierbar, d.h. A = CDC~! fiir eine Diagonalmatriz D =
diag (M1, ..., \,) und eine invertierbare Matriz C. Dann ist e = CePC~" mit e =
diag (e’\l, ces ,e’\").

Lemma 1 : Fir A € Mat (n,C) ist % =0 €4 = A,

Beweis:  Bekanntlich kann man Potenzreihen (in ihrem Konvergenzkreis) gliedweise dif-

ferenzieren. Dies wendet man auf die einzelnen Komponenten von ZZC’:O ‘?1—!75” an. QED

Proposition 5 : Die Abbildung exp : Mat (n,C) — GL (n,C) ist ein lokaler Diffeo-
morphismus, d.h. ein Diffeomorphismus einer Umgebung von 0 auf eine Umgebung von
I.

Beweis: ~ Man priift leicht nach, dass D (exp), = id ist. QED

Lemma 2 : det (eA) = eTr(4),
Beweis: ~ Wenn die Behauptung fiir eine Matrix A gilt, dann gilt sie auch fiir jede

konjugierte Matrix CAC~! mit GL (n,C). Es geniigt also, die Behauptung fiir Jordan-
Blockmatrizen nachzupriifen.
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() = M e,

Sei A eine Blockmatrix mit Diagonaleintrigen Ay, ..., A\r. Dannist e7"(4) = ¢ e
Fiir jede Potenz A™ gilt: unterhalb der Diagonale stehen Nullen, auf der Diagonale ste-
hen A¥,..., AR, Damit gilt auch fiir e”: unterhalb der Diagonale stehen Nullen, auf der
Diagonale stehen e*!,...,e . Die Determinante einer solchen oberen Dreiecksmatrix ist
das Produkt der Diagonaleintrige, woraus die Behauptung folgt. QED

Lemma 3 : Wenn AB = BA, dann eAtB = eAeB. Insbesondere ist e invertierbar und
es gilt (eA)fl =e 4,

Beweis:  Wegen AB = BA kénnen wir die binomische Formel auf Potenzen von
A + B anwenden und erhalten insbesondere

2m . m m Ak Bl
13 LA+ B =3 Aty B =) > aols >
n=0 k=0 =0 "’ T

k+l=2m,k>m oder I>m k+1=2m,k>m oder I>m
5 \2m L Al* 2m 1Bl ; : [AL* 18]
Weil 373 =, S und 32,2y 57— Nullfolgen sind, ist auch 3oy o o oder 15m 5110
eine Nullfolge, woraus die Behauptung folgt. QED

m
Lemma 4 : e*t8 =lim,, , (e%e%) fiir alle A, B € Mat (n,C).

Beweis: Fiir alle A € Mat (n,C) mit || A —T]|< 1 definieren wir

(Falls A eine 1 x 1-Matrix ist, ist dies der tibliche Logarithmus.) Zur Konvergenz: die
Reihe Y || (=1)™ " LA-T)" =X ) = || (A=T)" || wird majorisiert von
S L] (A=T) ||™, und diese Reihe konvergiert fiir || A — I ||< 1, nach der Quotien-
tenregel. Also konvergiert >°°°_ (=1)™*" L (4 —1)™ absolut.

Wir zeigen jetzt e84 = A. Dies ist klar, wenn A = diag (A1, ..., \,) eine Diagonal-
matrix ist, denn dann ist log (A) = diag (log A1, ...,log\,). Fiir eine diagonalisierbare
Matrix A = C diag (\1,...,A\,) C~! hat man log (4) = C diag (log\y,...,log\,) C~ 1,
woraus mit Beispiel 11 ebenfalls die Behauptung folgt. SchlieBlich gibt es fiir eine be-
liebige Matrix A eine Folge Aj, diagonalisierbarer Matrizen mit limy_, o, Ay = A, woraus
elo8(A) = elimisoclog Ak — Jim, ,  elo8(A%) = lim;_, o A}, = A folgt.

Zum Beweis des Lemmas. Wir multiplizieren die Reihen fiir e und em und erhalten
A B 1
€E:Id+—+_+0<—2>
m m m

Fiir alle Matrizen M mit || M ||< 1 gilt offensichtlich log (T+ M) = M + O (|| M |]?).
Wenn wir m hinreichend grof wihlen ist || 2 + £ ||< 1. Also ist

A B A B 1 A B 1
log(eﬁeﬁ):10g<ld+E+E+O<W>> :E+E+O<W>'
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Damit hat man

emem = emtmto(5z)
woraus die Behauptung folgt.
QED
I"Jbungsaufgaben 4 :
1. a) Berechnen Sie das Ezponential von ( (1] } )
b) Seit € R. Berechnen Sie das Ezponential von ( 2 é ) .
¢) Seit € R. Berechnen Sie das Ezponential von ( _ é ) .

1.5 Lie-Algebra von Matrix-Gruppen

Aus Lemma 2 oder Lemma 3 folgt, daf8 fiir alle Matrizen A € Mat (n,C) gilt: e4 €

GL (n,C).

Definition 15 : Sei G C GL (n,C) eine Matriz-Gruppe. Die Lie-Algebra g von G ist
g:={A € Mat(n,C) et € G fir alle t € R} .

Beispiel 12 : Fir G = SL(n,C) ist g={A € Mat(n,C) : Tr (A) = 0}.

Beweis: : Aus Tr (A) = 0 erhdlt man mit Proposition 2: det (etA) = !4 = 1, also
et € SL (n,C).
Umgekehrt, sei e!4 € SL (n,C), dann folgt e”7(*4) = 1, also ist Tr (tA) ein ganzzahliges

Vielfaches von 27i. Weil dies fiir alle ¢ € R der Fall sein mu8, folgt daraus aber T'r (A) = 0.
QED

Analog erhdlt man: fir G = SL (n,R) ist g = {4 € Mat (n,R) : Tr (4) = 0}.

Beispiel 13 : Fir G=U (n) ist g = {AE Mat (n,C) :A-I-ZT:O}.

Beweis: : Aus A + A= 0 folgt nach Lemma 3, weil A" = A mit A vertauscht, dass
PR T

tAGTAT — et(A+A ) = e =1. — —

Umgekehrt sei e € U (n), dann ist I = et4efd” | d.h. efd = (e”‘)f1 = e fiir alle ¢.

Ableiten in ¢ = 0 gibt A=A QED

Analog erhéilt man: fir G = O (n) ist g = {4 € Mat (n,R) : A+ AT = 0}.

Definition 16 : Sei G C GL (n,C) eine Matriz-Gruppe. FEine Untergruppe H C G
heifst 1-Parameter-Gruppe, wenn sie das Bild eines differenzierbaren Homomorphismus
O:R— G ist.
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Zu jedem A € g ist das Bild des Homomorphismus © (t) = e!” eine 1-Parameter-
Gruppe in G. Wir bezeichnen sie mit ' 4.

Lemma 5 : Die Abbildung F : A — T4 ist eine Bijektion zwischen g und 1-Parameter-
Gruppen von G.

Beweis: ~ Wir zeigen zunéchst, dass eine 1-Parameter-Gruppe © : R — GL (n,C)
durch % lt=0 © (t) bereits eindeutig festgelegt ist. Sei also ® : R — GL (n,C) eine
1-Parameter-Gruppe mit ©' (0) = A. Sei s € R. Dann gilt @ (s+t) = O (¢) O (s) fiir
alle t € R, woraus ©' (s) = ©'(0) O (s) = AO (s) folgt. Nach dem Eindeutigkeitssatz fir
gewohnliche Differentialgleichungen ist dann © () = e!4 die einzige Losung von @’ (s) =
A0Q (s),0(0) =1.

Daraus folgt offensichtlich, dass zu einer 1-Parameter-Gruppe I, die Bild eines Homo-
morphismus © : R = G C GL (n,C) ist, A := 4 |,—g O (t) € g ist (denn fiir alle ¢ € R ist
et =0 (t) €G).

Durch E (©) := 4 |,_, © (t) erhalten wir also eine Abbildung E : {1-Parameter-Gruppen in G} —

g mit FE = id. Aus Lemma 1 folgt, dass EF = id. QED
Definition 17 : Ein Vektorraum V mit einer bilinearen Verkniipfung [.,.] : V xV =V
heifsit (abstrakte) Lie-Algebra, wenn gilt:
(i) [X,Y] = —=[Y, X] fir alle X,Y € V,

(i) [ X, Y], Z1+ Y, Z2],X]+[[Z,X],Y] =0 fir alle X,Y,Z € V.
Ein Lie-Algebren-Homomorphismus ¢ : V. — W ist eine lineare Abbildung mit ¢ ([X,Y]) =
[0 (X),d(Y)] fir alle X,)Y € V.

Bedingung (ii) heifit die Jacobi-Identitét.

Definition 18 (Kommutator von Matrizen): Fir A, B € Mat (n,R) definieren wir
[A, B] = AB — BA.

Proposition 6 : Sei G eine Matriz-Gruppe. Dann ist ihre Lie-Algebra g mit dem Kom-
mutator |.,.] eine abstrakte Lie-Algebra.

Beweis: : Man rechnet leicht nach, dafl der Kommutator bilinear ist und die Bedingun-
gen (i) und (ii) erfiillt. Wir miissen noch zeigen, dafl aus A, B € gauch A+ B € g,tA € g
fiir alle t € R, und [4, B] € g folgt.

Die Implikation A € g = tA € gist trivial. Weil G eine Gruppe ist, ist dann insbeson-

m
dere mit em und e auch (e% e%) € G, woraus mit Lemma 4 und der Abgeschlossen-

heit von G auch eA*+5

m
= lim,, 00 (e%e%) € G folgt.
SchlieBlich folgt [4,B] € g aus et Be™* € g und [4,B] = 4 |,— (e!*Be~t4).

(e!ABe~ ¢ g gilt weil fiir alle s € R das Exponential (e Be™ ) _ (tAgsBo—tA ¢

ist.) QED
Wir werden in Kapitel 2 Lie-Algebren fiir beliebige Lie-Gruppen definieren.
Wir bemerken noch, dass man durch Angabe einer Vektorraum-Basis {e1,...,e,} mit
den Kommutatoren [e;, e;] = Y- cfjep eine Lie-Algebra angeben kann, wenn cf; = —cf;
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und die Jacobi-Identitét 3, (cmcl et cﬂcﬁm + cﬂcfﬂj) = 0 gelten muss. Die cfj

ij“m
Strukturkonstanten der Lie-Algebra und sie bestimmen die Lie-Algebra eindeutig bis auf
Isomorphie. (Sie hdngen natiirlich von der gewihlten Basis ab.)

heissen

Beispiel 14 : Eine Basis von sl (2, R) ist gegeben durch e; = < 1 _01 ) ,ey = ( 0 1 > ,€3 =

0 0 0
< (1] 8 > Es ist [e1, ea] = 2ea, [e1,e3] = —2e3,[e2,e3] = €1, also ¢}y = —c3; = 2,¢35 =
-3 = —2,clo = —cly =1 und cfj = 0 sonst.

Definition 19 : Sei ® : G — H ein Homomorphismus von Matriz-Gruppen. Sein
Differential ¢ : g — b ist definiert durch ¢ (X) = % li=o @ (e!X).

Wir werden spiter sehen, dass tatsachlich ¢ = D®y ist.

Lemma 6 : Sei ® : G — H ein Homomorphismus von Matriz-Gruppen. Dann ist
¢ : g — b ein Homomorphismus von Lie-Algebren und es gilt ® (eX) = e?X) fiir alle
X eg.

Beweis: ~ ® (e'X) ist eine 1-Parametergruppe mit % [,—o ® (e'*) = ¢ (X). Aus

(X)

Lemma 5 folgt, dass sie mit der 1-Parameter-Gruppe e!® iibereinstimmen. Fiir t =1

erhiilt man insbesondere ® (eX) = e?(X).

Analog, weil die 1-Parametergruppen e'**(X) und e*®(*X) beide mit & (e!*X) iibereinstimmen
und deshalb dieselbe Ableitung in 0 haben, folgt s¢ (X) = ¢ (sX) fiir s € R.
Die Gleichung ¢ (X +Y) = ¢ (X) + ¢ (V) folgt aus der Rechnung

AOXHY) _ b(tX+tY) _ g (etX+tY) - & ( lim (e%e%)m)

m—0o0
= Jim @ ((%e)7) = tim (2 ()@ (e7))"
— lim (e%eﬁ—y))m — (l(B(X)+6(Y))
und Ableiten nach ¢ in ¢t = 0.

Zum Beweis, dass ¢ ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, bemerken wir zun#chst,
dass aus

tO(AXATY) _ g (etAXAfl) = & (Aet¥ A7) = @ (4) et X (4)7!
fiir alle £ € R die folgende Gleichung fiir A € G, X € g folgt:
P (AXATY) =3 (A)p(X)B(A)~".

Weiterhin wissen wir (aus dem Beweis von Proposition 6), dass nach der Produktregel

d
(X, V] = = li=o X ye Y,
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Damit erhalten wir (weil ¢ linear ist)

GUIX YD =6 (G hoo Ve ¥ ) = £ o 6 (Ve )

d t —t —
= 2 lim0 @ () o (V) @ () =

d

3 =0 €70 (V) e = [p(X) 0 (V)]

QED

I"Jbungsaufgaben 5 : 1. Bestimmen Sie das Bild der Exponentialabbildung fir G =
SL(2,R).

2. Zeigen Sie, dass fir G = SO (n) die Ezponentialabbildung surjektiv ist.

3. Bestimmen Sie eine Vektorraum-Basis und die dazugehorigen Strukturkonstanten fir
die Lie-Algebra su (2).

4. Zeigen Sie, dass die Lie-Algebren su (2) und so(3) isomorph sind.

2 Lie-Gruppen (analytisch)

2.1 Vektorfelder

Tangentialraum als differenzierbare Mannigfaltigkeit. Sei M eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Wir haben also einen Atlas {(U;, ¢;) };c; mit Karten ¢; : U; — V; C R",
so dass M = U;crU; und so dass die Kartenwechsel ¢i¢j_1 differenzierbar sind. Fir jede
offene Teilmenge V; C R™ ist TV; = V; x R®. Insbesondere kann man gi)i_l X id be-
nutzen, um U; X R” mit dem Tangentialraum an U; zu identifizieren. Wir benutzen dies,
um einen differenzierbaren Atlas {(T'U;,1;)} auf TM wie folgt zu definieren: wir setzen
TU; = {(z,v) e TM : z € U;} und ¢; (z,v) = (¢; (z),v). Die Kartenwechsel sind dann
gegeben durch (¢;¢5", D (¢i¢;')). TM ist also eine 2n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Definition 20 : Ein Vektorfeld ist eine differenzierbare Abbildung X : M — T M mit
X (p) € T,M fiir allep € M.

Die Menge aller Vektorfelder bildet offensichtlich einen R-Vektorraum, den wir mit Vect (M)
bezeichnen. Wir bezeichnen héufig mit X,, den Wert des Vektorfeldes X an der Stelle
p € M und, fiir eine differenzierbare Funktion f : M — R mit fX das durch (fX)p =
f (p) X, definierte Vektorfeld.

Proposition 7 : Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karten ¢; : U; — V; C
R™. Seien X' :V; = Vi x R* Vektorfelder auf V;. Dann gibt es genau dann ein Vektorfeld
X : M —TM mit D¢; (X) = X fiir alle i € I wenn gilt:

D (¢i¢}") X7 (x) = X' (¢i¢] ') Vi,je I,z eV
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In der Physik bezeichnet man Vektorfelder als (1,0)-Tensoren.

Auf offenen Teilmengen des R" betrachten wir das Vektorfeld X = ¢; fire; = (0,...,0,1,0,...

Man bezeichnet dieses Vektorfeld als T' (Wir werden noch sehen, dass die Ableitung
nach X tatsachlich die i-te partielle Ableltung ist.) Offensichtlich ist jedes auf offenen

Teilmengen des R™ definierte Vektorfeld von der Form a; (z) % + ...+ an(x) % mit
differenzierbaren Funktionen ai,...,a,. (Vektorfelder auf dem R" entsprechen also n-

Tupeln differenzierbarer Funktionen auf dem R™.)

Allgemeiner, haben wir zu jeder Karte ¢ : U — V C R" einer Mannigfaltigkeit M,
dass sich in dieser Karte jedes Vektorfeld X als X |y= >, a; (z) D¢~ ! ( ) darstellen
laBt. Wir werden haufig sagen, dass X beziiglich der durch ¢; : U; — R" gegebenen
lokalen Koordinaten (z1,...,2,) als X = Y | a; () ‘zl gegeben ist. Beziiglich anderer,
durch ¢; : U; - R gegebener, Koordinaten (yi,...,y,) muff dann (auf U; N U;) das

Differential D (gi)i(b;l) die Darstellung bzgl. der y-Koordinaten in die Darstellung bzgl.
der z-Koordinaten iiberfiihren.

Beispiel 15 : Auf S! mit dem Atlas aus Beispiel 2 bezeichnen wir % = ng;l%. (Das
ist wohldefiniert weil die Karteniiberginge Translationen mit D (¢i¢71) = id sind.)

Jedes Vektorfeld auf der S! ist von der Form f% =f ($2 6‘21 T15,; ) fiir eine differen-

zierbare Funktion f : S — R. (Hierbei fassen wir S' als Teilmenge des R*> mit Koordi-
naten (x1,T2) auf. % und % meint die Einschrinkung dieser auf dem R? definierten

Vektorfelder auf die S'. % und % sind keine Vektorfelder auf S'.)

T

Definition 21 : Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X € Vect (M) ein Vektor-
feld und f : M — R eine differenzierbare Funktion. Die Richtungsableitung X (f) in

p € M ist definiert als lim;_,o M fiir eine (beliebige) Kurve v mit v' (0) = X,.

Beispiel 16 : Sei X : R* — TR® = R* x R* das Vektorfeld X (x) = (z,e;) fir e; =
(0,...,0,1,0,...,0). Dann ist X (f) = 8{1_. Deshalb bezeichnet man dieses Vektorfeld

0
als 5.-.
Damit die Richtungsableitung wohldefiniert ist, muss man natiirlich zeigen, dass fur

verschiedene Kurven 71,72 mit +; (0) = 4 (0) immer gilt: lim; g M =

lim; o f(72(t));f(’rz(0)) )

Beziiglich einer Karte ¢ 148t sich jedes Vektorfeld X als Y., X; (z) D¢~! (8901)

darstellen. Damit gilt dann (X (f)) (z) = Y1, Xi (z )M (z). Dies zeigt insbeson-
dere die Unabhéngigkeit von der gewahlten Kurve. (Es ist, wie man aus der Transforma-
tionsformel sieht, auch unabhéngig von der Wahl der Karte.)

Proposition 8 : Sei X ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M .
Dann gilt fir alle differenzierbaren Funktionen f,g: M — R und A € R: X (f+g) =

X () +X(9), X)) =AX (), X (fg) = fX (9 + X (g

Beweis:  Es geniigt, alle Behauptungen in der Umgebung von Punkten nachzuweisen.
Die Umgebung kann man so klein wihlen, dass sie in einer Karte enthalten ist. Dann
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folgen die Behauptungen aus den entsprechenden Gleichungen fiir Richtungsableitungen
im R". QED

Lemma 7 : Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, F' : M — N,f : N - R
differenzierbare Abbildungen, x € M. Dann gilt

(DE (X)) f (F(2)) = X (foF) (z).

Beweis:  Es geniigt, die Behauptung in der Umgebung von Punkten nachzuweisen. Die
Umgebung kann man so klein wéhlen, dass sie in einer Karte enthalten ist. Dann folgt
die Behauptung aus der Kettenregel fiir Richtungsableitungen im R™. QED

Fluf} eines Vektorfeldes. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeits-Satz fiir gew6hnliche
Differentialgleichungen folgt: zu jedem Vektorfeld X auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
M gibt es einen sogenannten Flufl & : R x M — M, so dass mit der Bezeichnung
D, (z) := @ (t, ) gilt:

d
E ‘t:to <I>t (QZ) =X ((Dto (CU)) YV S M, to €R

bo = Id, D145 = 1 Ps.

Weil Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen glatt von den Anfangsbedingungen
abhingen, ist ®; : M — M differenzierbar. Weil ®_; eine inverse differenzierbare Abbil-
dung ist, ist &; : M — M sogar ein Diffeomorphismus, fiir jedes ¢ € R. Man nennt &,
eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen. (Die Gleichung ®;,; = ®;®, folgt aus
der Eindeutigkeit der Lésung.)

Umgekehrt kann man natiirlich zu jeder 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen &,
das Vektorfeld X (z) = 4 |,_y ®; (z) betrachten und erhilt so die folgende Proposition.

Proposition 9 : Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es
eine Bijektion zwischen Vect (M) und den 1-Parameter-Gruppen von Diffeomorphismen
von M.

Vektorfelder als Derivationen. Sei M eine differenzierbare Mannigfaletigkeit und
C>* (M) :={f: M — R differenzierbar}. Eine Derivation ist eine lineare Abbildung D :
C>* (M) — C* (M), die die Leibnizregel D (fg) = fD (g)+¢D (f) fiir alle f,g € C* (M)
erfiillt. Zum Beispiel ist fiir jedes Vektorfeld X € Vect (M) die Richtungsableitung
D (f) := X (f) eine Derivation. Es wird, insbesondere fiir die Definition des Kommu-
tators, haufig einfacher sein, mit Derivation statt mit Vektorfeldern zu arbeiten. Deshalb
brauchen wir die folgende Proposition.

Proposition 10 : Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist jede Deriva-
tion D : C* (M) — C* (M) von der Form D (f) = X (f) fur ein eindeutiges Vektorfeld
X € Vect (M) und alle f € O™ (M).
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Beweis:  Es gentigt, fiir M offene Teilmengen des R™ zu betrachten, wegen der
Eindeutigkeit auf Durchschnitten von Karten erhélt man dann Existenz von X auf jeder
Mannigfaltigkeit M. Wir nehmen also 0.B.d.A an, dass wir Funktionen in einer Umgebung
U C R” von a betrachten.

Sei eine Derivation D gegeben. Wir betrachten, fiir p € U, ¢; (p) := D (z; — a;) (p),
wobei z; die Koordinatenfunktionen im R" bezeichnen (und a; die Koordinaten von a
sind). Dann definieren wir das Vektorfeld X (p) = 31", ¢; (p) 32 und wollen zeigen, dass
X (f) = D (f) fir alle f € C* (R") gilt.

Es gilt bekanntlich, dass es Funktionen h; : U — R gibt, so dass

F@) = F0) =3 hi @) @i = p)

fiir alle € U ist. Dies erglbt smh namhch aus dem Hauptsatz der leferential und Inte—

gralrechnung wie folgt: f (x f p) +p)dt = fo i1 ( pz) Da; (t (z

wobei wir im letzten Schrltt d1e Kettenregel angewandt haben. Wir konnen also h; (x) =
01 % (t (x — p) + p) dt setzen, womit wir insbesondere h; (p) = % (p) erhalten.
Zunichst folgt aus der Leibnizregel, dass konstante Funktionen Derivation Null haben.
Damit hat f die selbe Derivation wie f—f (p). AuBerdem folgt D (z; — p;) = D (z; — a;) =
Ci.
Aus der Leibnizregel folgt nun

= Z D (hi) (z) (zi = pi) + hi () D ((zi = pi)) ;

also

=3 hie Zczaxl - XN 0.

Die Eindeutigkeit von X ergibt sich aus folgendem, anschaulich klaren und formal mit
sogenannten Glockenfunktionen zu beweisenden, Sachverhalt: zu jedem Vektorfeld X # 0
gibt es ein f € C* (M) mit X (f) #0.

QED

Wenn D; und D, Derivationen sind, dann priift man leicht nach, dass auch Dy o Dy —
Dy o D, eine Derivation ist. Deshalb ist die folgende Definition mdglich.

Definition 22 : Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, X,Y € Vect (M) Vek-
torfelder auf M. Der Kommutator [X,Y] ist das Vektorfeld, welches der Derivation
f=XXY(f) Y (X(f)) entspricht.

Lemma 8 : In lokalen Koordinaten (z1,...,3,), mit X =, X; 2 50 Y = S, laz
ist [X,Y] gegeben durch

Ay oY, 0X, 0
=2 (Z (s Ya—)> oo

=1 \k=1
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Beweis:  Inlokalen Koordinatenist X (Y (f)) = X (Zl Ylg—lfl) = Zz’Xia%i (Yl g—i) =

> X (%% + )/lafjéfyl)’ analog fiir Y (X (f)). Nach dem Schwarz’schen Lemma ist
2

ai nyl = %, weshalb sich zwei der vier Summanden wegheben. QED

Bemerkung: Derivationen oder Vektorfelder entsprechen Differentialoperatoren erster
Ordnung. Die Hintereinanderausfithrung zweier solcher Operatoren ist ein Differential-
operator zweiter Ordnung, entspricht also keinem Vektorfeld. Der Kommutator ist zwar
eigentlich als Differentialoperator zweiter Ordnung definiert, in der lokalen Formel heben
sich die Terme zweiter Ordnung aber gerade auf, so dass man einen Differentialoperator
erster Ordnung erhilt. Dies ist der eigentliche Grund dafiir, dass der Kommutator ein
Vektorfeld ist.

Proposition 11 : Seien M, N Mannigfaltigkeiten, F : M — N ein Diffeomorphismus,
und X,Y Vektorfelder auf M. Dann ist

[DF (X),DF (Y)] = DF ([X,Y]).

Beweis:  Dies ergibt sich aus Lemma 7 durch die folgende Rechnung. Zuné&chst
erhdlt man mit zweimaliger Anwendung von Lemma 7

DF(X)DF(Y)f (F(z)) = DF(X) Y (foF) (z)

=DF (X) (Y(foF))oF ' (F(2))=X (Y (foF)) ()
und analog DF (Y)DF(X) f (F(z)) =Y (X (fo F)) (x), also

[DF (X),DF(Y)]f (F(2)) = X (Y (fo F)) (2)=Y (X (foF)) (z) =[X,Y](fo F) (z),

was, wiederum nach Lemma 7, dasselbe ist wie DF [[X,Y]) f (F (x)). QED

Lemma 9 : Fir den Kommutator von Vektorfeldern X,Y,Z und X\ € R gilt [X,Y] =
-V X]L (X +AY, Z] = [X, Z] + A[Y, Z] und [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Beweis:
Die behaupteten Formeln folgen direkt entweder aus Definition 22 oder aus Lemma 8.
QED

I"Jbungsaufgaben 6 :

1. Sei f € C*(R"),X € Vect (R™). Zeigen Sie: X (f) =< grad f, X >.

2. Sei n ungerade. Zeigen Sie, dass es auf der S™ ein Vektorfeld ohne Nullstellen gibt.
3. Zeigen Sie, dass es auf der S® drei Vektorfelder gibt, die in jedem Punkt linear un-
abhdngig sind.

4. Sei M =8?={zeR | z|=1} und X das Vektorfeld X (z) = _.’L‘Q% + 331%.
Bestimmen Sie den Fluff &; zu X.
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2.2 Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Lie-Gruppe G. Fiir ¢ € G bezeichnen wir mit
ly : G = G bzw. ry : G = G die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit g, d.h.

ly (h) = gh.ry (h) = hyg
fir alle h € G.

Definition 23 : Ein Vektorfeld X € Vect (G) ist linksinvariant, wenn Xy, = Dl, (X3)
fiir alle g,h € G gilt.

Beispiel 17 : Auf dem R ist ein Vektorfeld X (z) = Y_;_, a; (z) % genaw dann linksin-
variant, wenn ai, ..., a, konstante Funktionen sind.

Lemma 10 : Die Menge aller linksinvarianten Vektorfelder mit dem Kommutator [.,.]
ist eine abstrakte Lie-Algebra.

Beweis: ~ Wir haben in Lemma 9 bereits nachgerechnet, dass der Kommutator von
Vektorfeldern die Axiome einer Lie-Algebra erfiillt. Wir miissen also nur noch zeigen,
dass der Kommutator linksinvarianter Vektorfelder ein linksinvariantes Vektorfeld ist.
Nach Proposition 11 wissen wir, dass fiir beliebige Diffeomorphismen F und Vek-
torfelder X,Y gilt: [DF (X),DF (Y)] = DF ([X,Y]). Mit F = L, und DL, (X) =
X,DL,(Y) =Y folgt daraus dann [X,Y] = DL, ([X,Y]), also die Linksinvarianz von
[X,Y].
QED

Definition 24 : Sei G eine Lie-Gruppe. Die Lie-Algebra g von G ist definiert als der
Vektorraum der linksinvarianten Vektorfelder mit dem Kommutator |., .].

Lemma 11 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Finselement e. Dann gibt es einen Vektorraum-
Isomorphismus zwischen T,G und der Lie-Algebra g von G.

Beweis:  Zu jedem v € T.G definieren wir ein linksinvariantes Vektorfeld X durch
X, := DI, (v) fiir alle g € G. Esist klar, dass dies eine Bijektion definiert und vertriglich
mit Addition und Skalarmultiplikation ist. QED

Zu A € g werden wir mit A immer das linksinvariante Vektorfeld A (g) = DI, (A) beze-
ichnen.

Lemma 12 : Sei G eine (nicht notwendig kompakte) Lie-Gruppe und X ein linksin-
variantes Vektorfeld. Dann ezistiert eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen
®:RxG— G mit & |4, ®(t,9) = X (® (to,9)) fiir alle to € R,g € G.

Beweis:  Nach dem Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen kann man
jedenfalls zu jedem g € G ein € > 0 angeben, so dass ® (¢, g) fiir t € (—¢,€) definiert ist.

Aus der Linksinvarianz des Vektorfeldes ergibt sich aber, dass man zu jedem g € G
das selbe € wihlen kann. Daraus folgt die Fortsetzbarkeit des Flufles auf ganz R. QFED
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Definition 25 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Exponentialabbildung
exp: g — G ist definiert durch
exp (A) := & (),

wobei ®; : G = G der Flup des linksinvarianten Vektorfeldes A ist.
Insbesondere gilt fiir ¢t € R: exp (tA) = &, ().

Lemma 13 : Sei G eine Lie-Gruppe. Dann ist exp : ¢ — G ein lokaler Diffeomorphis-
mus um 0.

Beweis:  Aus der Definition folgt, dass D (exp), = id ist. QED

Insbesondere gibt es, zu zwei Vektoren X,Y € T,G, eine fiir hinreichend kleine
t definierte Funktion Z (t), so dass exp (tX)exp (tY) = exp(Z (t)) gilt. Sei Z (t) =
tZ1 + §Z2 + ... die Taylor-Reihe von Z. Wenn exp analytisch ist, kann man durch
Koeffizientenvergleich der Taylorreihen von f (exp (tX)exp(tY)) = f(exp(Z (t))) (fur
analytische Funktionen f : G — R) die Z; sukzessive ausrechnen und erhélt insbesondere
Zy = X +Y,Zy = [X,Y] (Campbell-Baker-Hausdorff-Formel). Der Kommutator mift

also infinitesimal, wie sehr sich eX*Y von eXeY, und damit auch, wie sehr sich eXe¥ von
eYeX, unterscheidet.

Lemma 14 : Sei F' : Gy — G2 ein differenzierbarer Homomorphismus von Lie-Gruppen.
Dann ist DiF : g1 — g2 ein Lie-Algebren- Homomorphismus und es gilt exp (D1F (X)) =
F (exp (X)) fiir alle X € g;.

Beweis:  Die erste Behauptung ist ein Spezialfall von Proposition 11.
exp (DF (tX)) und F (exp (tX)) sind 1-Parametergruppen mit Ableitung DF (X) in
0. Also miissen sie {ibereinstimmen, woraus mit ¢ = 1 die zweite Behauptung folgt. QED

Matrix-Gruppen. Wir zeigen jetzt, dass fir Matrix-Gruppen die hier definierten Ex-
ponentialabbildungen, Lie-Algebren und Kommutatoren mit den in Kapitel 1 definierten
iibereinstimmen.

Lemma 15 : Sei G = GL (n,R) , A € g = Mat (n,R). Dann ist

exp(A) = e,

Beweis:  Es geniigt zu zeigen, dass ®; (g) = ge!4 der FluB zum linksinvarianten Vektor-
feld A (g) = gA ist. Dafiir berechnen wir

d d 1 1
% |t=t0 getA = ga |t=t0 H + tA + it2A2 + gtSAB + ...
2, 19,3 Lo, toA
=gl A+t A +at0A +...]=g H—l—tOA—}—atOA +... ] A=get A,
also tatséichlich & |,—y, @ (9) = A (P4, (9)). QED
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Korollar 1 : Fir Matriz-Gruppen G C GL (n,R) stimmt die hier definierte Lie-Algebra
mit der in Definition 8 definierten Lie-Algebra iberein.

Beweis: ~ Wir bezeichnen mit g die Lie-Algebra aus Definition 8 und mit T1G die in
diesem Abschnitt definierte Lie-Algebra. Sei A € g. Dann ist !4 € G fiir alle t € R. Also
ist A= % li—o !4 € TYG. Umgekehrt, sei A € TyG. Fiir t € R ist dann auch t4 € TiG.
Mit Lemma 15 ist dann e = exp (tA) € G. QED

Schliefllich zeigen wir noch, dass fiir Matrixgruppen der Kommutator von linksinvari-
anten Vektorfeldern mit dem Kommutator von Matrizen iibereinstimmt.

Beispiel 18 : Sei G = GL (n,R) ,X,Y € g= Mat (n,R). Dann ist
[X,Y](I)= XY - YX.

Beweis: Wegen Bilinearitit geniigt es, die Behauptung fiir X = e,,,Y = e,
nachzupriifen. In diesem Fall ist [X,Y] entweder 0 (falls ¢ # r,s # p) oder e,s (falls
qg=r,s# p) oder —e,, (falls ¢ # r,s = p) oder e,, — ey, (falls ¢ = 7,5 = p), und wir
miissen zeigen, dass dies mit [X, Y] (I) iibereinstimmt.

Fiir die linksinvarianten Vektorfelder X,Y haben wir dann

<o L0 iFa oy _f 0 i#s
(X (), = { Ap j=q }=(Y(A))z'j - { Ay j=s [
Nach der lokalen Formel fiir den Kommutator haben wir

— L 0Yy - 0Xy
([Y’Y])ij = Z Xk awkj =Y 5331@1]'

k=1

Die Ableitungen berechnen sich als

BVU d =
axkl A) = E |t:0 Y(A+ tekl)ij =
4o (A+tew), j=s _ 1 j=sk=il=r
0 sonst 0 sonst ’

Analog berechnen wir

Xy o[ 1 i=ak=il=p
Ox i 10 sonst ‘

. N 6?1" X 6X," . .
Es ist klar, dass XMW,; —Yu BZMJ nur dann nicht Null sein kann, wenn entweder

X1 oder Yy nicht Null ist. In T ist dies nur fiir (k,1) = (p,q) oder (k,1) = (r,s) der Fall.
Deswegen ist

(X)), @ = 2 1y 224 ),

0 pg Oys
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Mit den oben berechneten Ableitungen ergibt sich

— _J 1 i=pj=sq=r | [ 1 i=rj=q¢s=p
([X=ﬂ)ij(ﬂ)_{0 sonst } {0 sonst, }’

also tatséchlich die (7, j)-Komponente von [X,Y].
QED

Ubungsaufgaben 7 : 1. Sei G eine Lie-Gruppe und X,Y € g. Zeigen Sie: [X,Y] =
0 < e*XetY = etYesX fiir alle s,t € R.

2. Sei G eine Lie-Gruppe, H eine Untermannigfaltigkeit, die abgeschlossen unter den
Gruppenoperationen ist. Sei exp : g — G die Exponential-Abbildung und h = TyH C
TG = g. Zeigen Sie: fir X € b ist exp (X) € H.

3. Sei G eine Lie-Gruppe, H eine Untermannigfaltigkeit, die abgeschlossen unter den
Gruppenoperationen ist. Sei © : R — G eine 1-Parametergruppe in G. Zeigen Sie: wenn
es ein € > 0 gibt, so dass © (t) € H fiir alle t € (—e¢,€), dann gilt © (t) € H fir allet € R.

2.3 Abelsche Lie-Gruppen
Definition 26 : Der I-dimensionale Torus ist die Lie-Gruppe R /7!

Veranschaulichung: Jeder Punkt in R! ist modulo Z! dquivalent zu einem Punkt aus
[0, l]l. Zwei Punkte z,y € [0, l]l sind genau dann Aquivalent modulo Z', wenn es ein
Ic{1,...,l} mit 2; = 0,y; = 1 (oder umgekehrt) fiir ¢ € I und z; = y; fiir alle j ¢ I
gibt. Der I-dimensionale Torus entsteht also aus dem I-dimensionalen Einheitswiirfel,
indem man die Paare gegeniiberliegender Flachen identifiziert.

Satz 4 : Sei G eine zusammenhdngende abelsche Lie-Gruppe. Dann ist G isomorph zu
RE x T, mit k,1 € N. (Insbesondere ist jede kompakte, zusammenhingende, abelsche
Lie-Gruppe isomorph zu T!.)

Beweis:

exp ist ein Homomorphismus. Wir zeigen zunichst (ohne Benutzung der Campbell-
Baker-Hausdorff-Formel), dass flir abelsche Lie-Gruppen die Exponentialabbildung ein
Homomorphismus exp : g — G (bzgl. der Vektoraddition in g) ist. Dafiir betrachten
wir die Multiplikationsabbildung m : G x G — G. Wenn G abelsch ist (und nur dann),
ist m ein Homomorphismus. Das Differential Dmy, ) ist Dm(e ) (X,Y) = X +Y. Aus
m (exp t (X,Y)) = exp (Dm. ) (X,Y)) (wegen Lemma 15) folgt dann exp (X +V) =
exp (X)exp(Y).

exp ist surjektiv. Sei d eine linksinvariante Metrik auf G. Weil exp ein lokaler Diffeo-
morphismus ist, gibt es ein € > 0, so dass alle g mit d (g,e) < € im Bild von exp liegen.
Weil G zusammenhéngend ist, lasst sich jedes g € G als g = g1 ... g, mit d(g;,e) < €
darstellen (man nehme einen Weg von e nach g und zerlege ihn in Stiicke der Lange < ¢).
Aus g; = exp(X;) folgt, weil exp ein Homomorphismus ist, g = exp (X1 + ...+ Xi).
Insbesondere ist exp surjektiv. Damit ist G ~ g/ker (exp) ~ R™ /ker (exp).

ker (exp) ist diskret. Eine Untergruppe H C G heifit diskret, wenn es zu jedem h € H
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eine offene Umgebung U C G mit U N H = {h} gibt. Wir benutzen, dass exp ein Homo-
morphismus ist. Nach Lemma 13 gibt es Umgebungen U von 0 € g und V von e € G,
so dass exp |y: U — V ein Diffeomorphismus, also bijektiv, ist. Zu h € ker (exp) be-
trachten wir jetzt die Umgebung h + U. Angenommen, es existiert h + v € h + U mit
h+u € ker (exp). Aus exp(h+ u) = exp(h) folgt, weil exp ein Homomorphismus ist,
auch exp (u) = exp (0). Wegen u € U und weil exp |¢ eine Injektion ist, folgt u = 0. Also
ist (h+U) Nker (exp) = {h}. Damit ist ker (exp) eine diskrete Untergruppe.

Schluffolgerung. Jede abelsche Gruppe, die keine Elemente endlicher Ordnung hat, ist

isomorph zu Z! fiir ein I € N U {oco}. Seien vy,...,v; Erzeuger von Z' ~ ker (exp),
die linear unabhéngig tiber Z (und damit auch iiber Q) sind. Aus der Diskretheit
von ker (exp) folgt, dass vy,...,» auch linear unabhéngig iiber R sind. (Denn aus
v = AMv1 + ...+ N—1v—1 wiirde folgen, dass man beliebig gut geeignete ganzzahlige
Vielfache von v; durch ganzzahlige Linearkombinationen von vy, ..., v;—1 annéhern kann.)
Nach dem Basisergdnzungssatz kénnen wir {vy,..., v} zu einer Basis {vy,...,v,} von
R" ~ g erginzen. Beziiglich dieser Basis erhalten wir dann also einen Isomorphismus
G~ (R xRF)/(Z'x0). QED
Bezeichnungen:

Sei T! ein I-dimensionaler Torus und p : Rl — T die kanonische Projektion.

Die lineare Kurve mit Anstieg (61, ...,60,_1) ist das Bild der Kurve {(¢,60:¢,...,0,_1t) : t € R}
unter der Projektion p. (Zum Beispiel fiir n = 2 ist die lineare Kurve mit Anstieg
f genau dann eine geschlossene Kurve, wenn 6 € Q ist.) Eine affine Kurve mit Anstieg
(01,...,60h_1) ist das Bild der Kurve {(z1 + t,22 + 01t,...,2, + 0p_1t) : t € R} unter der
Projektion p, fiir einen Punkt (z1,...,z,) € R".

Als affine Blatterung des I-Torus mit Anstieg (61,...,60,_1) bezeichnen wir die Zer-
legung von T' in affine Kurven mit Anstieg (;,...,0, 1). (Offensichtlich geht durch

jeden Punkt genau eine solche Kurve.) Die einzelnen Kurven bezeichnen wir als Blatter
der Blitterung.

Lineare Diffeomorphismen des Torus. Sei A € SL (I,7Z). Dann definieren wir
eine (wohldefinierte) Abbildung f4 : Rl /Z! — R /Z! durch

fa([z]) = [Ax].

Aus det (A) = 1 und der Cramer’schen Regel folgt, dass auch A=! € SL (I,7) ist. Offen-
sichtlich ist f4-1 die inverse Abbildung, insbesondere ist f4 ein Diffeomorphismus.

Bemerkung (fiir Horer mit Topologie-Kenntnissen): mit ﬂberlagerungstheorie kann man
zeigen, dass jeder orientierungs-erhaltende Diffeomorphismus von T' homotop zu einem
linearen Diffeomorphismus ist.

Klassifikation der Diffeomorphismen des 2-Torus. Ein Diffeomorphismus f des
2-Torus heifit :
- periodisch, wenn f™ =id fiir ein n € N,
- reduzibel, wenn es eine geschlossene Kurve C mit f (z) € C fiir alle z € C gibt,
- Anosov, wenn es zwei Blitterungen 7 und F~ und eine reelle Zahl A mit | A |>
1 gibt, so dass: wenn z,y im selben Blatt von F*t (bzw. F~) liegen, dann liegen

29



f(x), f(y) im selben Blatt von F* (bzw. F~) und es gilt d(f (z), f(y)) = Ad(z,y)
(brw. d(f (2) . f () = 1d(.9))

Im letzten Fall heissen T und F~ die expandierende bzw. kontrahierende Blitterung
von f.

Satz 5 (Klassifikation der linearen Diffeomorphismen des 2-Torus): Sei A €
SL(2,Z). Wenn | Tr (A) |< 2, dann ist fa periodisch. Wenn | Tr (A) |= 2, dann ist fa
reduzibel. Wenn | Tr (A) |> 2, dann ist fa Anosov.

Beweis: ~ Man berechnet, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Tr (A Tr(A)\°
A1 = 7“2( ) + < 7“2( )> -1

sind. Wenn | T'r (4) |> 2 ist, dann hat man zwei reelle Eigenwerte A1, Az, die A Ay =1
erfilllen. Insbesondere hat ein Eigenwert A Betrag grofler 1, der andere ist % FT st
nun die Blatterung durch Kurven parallel zum Eigenvektor von A, F~ ist die Blatterung
durch Kurven parallel z7um Eigenvektor von A7!.

Wenn T'r (A) = £2, dann sind die Eigenwert £1. Man kann die Eigenvektoren explizit
ausrechnen und feststellen, dass sie rationale Koordinaten haben. Damit 148t f4 eine
geschlossene Kurve invariant.

Wenn | T'r (A) |< 2, dann wollen wir zeigen, dass A™ = I, wofiir es geniigt, zu zeigen,
dass A einen Eigenwert A; # 1 mit A = 1 hat. Die Spur von A muf} 1,0 oder -1 sein. Fiir
Tr(A) = 1 erhalten wir \; = § + @i, also A% = 1. Fiir Tr (4) = 0 erhalten wir \; = i,
also A = 1. Fiir Tr (4) = —1 erhalten wir A\; = —1 + ¥3i also \§ = 1.

QED

3 Elementare Darstellungstheorie

3.1 Definitionen

Sei V ein Vektorraum. Mit Aut (V') bezeichnet man die Gruppe der invertierbaren linearen
Abbildungen f:V — V.

Wenn V endlich-dimensional ist, kénnen wir eine Basis {v1,...,v,} wihlen. In dieser
Basis wird f dann durch die Matrix A € GL (n, R) mit Spaltenvektoren f (v1),..., f (vy)
beschrieben. (Wenn {C (v1),...,C (v,)} mit C € GL (n,R) eine andere Basis ist, dann
wird f in dieser Basis durch die Matrix CAC~! beschrieben.)

Diese Identifizierung Aut (V) = GL (n,R) gibt einem insbesondere eine differenzier-
bare Struktur auf Aut (V). Als Darstellung einer Lie-Gruppe G auf einem Vektorraum V
bezeichnet man einen differenzierbaren Homomorphismus p : G — Aut (V). Wir werden
immer annehmen, dass wir auf V' bereits eine Basis gegeben haben und erhalten so die
folgende Definition.

Definition 27 : Fine (endlich-dimensionale) Darstellung einer Lie-Gruppe G ist ein
differenzierbarer Homomorphismus p : G — GL (n,R) fir ein n € N. Fine komplexe
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(endlich-dimensionale) Darstellung von G ist ein differenzierbarer Homomorphismus p :
G — GL (n,C) fir einn € N.

Ein einfaches Beispiel ist p (g) = ¢ fiir eine Matrix-Gruppe G. Ein anderes Beispiel
ist die triviale Darstellung p(g9) = I (fiir alle ¢ € G) einer beliebigen Gruppe G. Fiir
jede Gruppe G C GL (n,R) ist eine (i.a. nichttriviale) 1-dimensionale Darstellung p :
G — GL (1,R) gegeben durch p (A) = det (A). (Hierbei haben wir GL (1, R) mit R — {0}
identifiziert.)

Definition 28 : Zwei Darstellungen pi,ps : G — GL (n,R) heiffen isomorph (oder
dquivalent), wenn es ein A € GL (n,R) mit ps (g) = Apy (g9) A™! fiir alle g € G gibt.

Mit anderen Worten: zwei Darstellungen sind &quivalent, wenn sie durch einen Ba-
siswechsel des R™ ineinander iiberfiihrt werden.

Beispiel 19 : 1. Wenn zwei Darstellungen p1, pa dquivalent sind, dann gilt det (p1 (g9)) =
det (p2 (9)) und Tr (p1 (9)) = Tr (p2 (9)) fir alle g € G.

2. Die durch p(n) = ( é 711 > gegebene Darstellung p : Z — GL(2,R) ist nicht
aquivalent zur trivialen Darstellung, obwohl alle Spuren und Determinanten tbereinstimmen.
Definition 29 : Sei p: G — GL (n,R) eine Darstellung. Ein Untervektorraum V C R”
heifst invariant, wenn p (g)v € V fir alle g € G und alle v € V gilt. p heifit irreduzibel,
wenn O und R" die einzigen invarianten Unterrdume sind, reduzibel sonst.

Lemma 16 (Schur’s Lemma I): Seien py : G = GL (n,R) , p2 : G = GL (m,R) zwei
irreduzible Darstellungen und f : R* — R™ eine lineare Abbildung mit f (p1 (g9)v) =
p2 (9) f (v) fiir alle g € G,v € R*. Dann ist f ein Isomorphismus oder f = 0.

Beweis: : ker (f) ist invariant fiir pq, im (f) ist invariant fir po. Weil beide Darstellun-
gen irreduzibel sind, miissen Bild und Kern entweder 0 oder der ganze Raum sein. Wenn
ker (f) =0 und im (f) = R™, dann ist f ein Isomorphismus. In den drei anderen Fallen
ist f =0. QED

Korollar 2 (Schur’s Lemma II): Seien p : G — GL (n,C) eine irreduzible kompleze
Darstellung und f : C* — C™ eine lineare Abbildung mit f (p(g9)v) = p(9) f (v) fiir alle
g € G,v € C". Dann gibt es ein A € C mit f (v) = Av fiir alle v € C*.

Beweis: : f hat mindestens einen (komplexen) Eigenwert A # 0. Fiir diesen enthlt
dann ker (f — M d) den zugehorigen Eigenvektor v # 0, also kann f — AId kein Isomor-
phismus sein. Weil aber (f — Xid) (p (g)v) = p(g9) (f — AId) (v) fir alle g € G,v € C"
gilt, folgt aus Schur’s Lemma I, dass f — AId = 0 sein mu$. QED

Definition 30 (Direkte Summe von Darstellungen): Seien p1 : G — GL(n,R) und
p2 : G = GL (m,R) zwei Darstellungen. Dann ist die direkte Summe p1 @ p2 : G —

GL(n+m,R) definiert durch (py & ps) (g) (v1,02) = (p1 (g) v, p2 (9) va) fiir (v1,v2) €
R* ¢ R™ = R*T™,
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Definition 31 : Sei p: G — GL (n,R) eine Darstellung. Ein Skalarprodukt < .,. > auf
R™ heif$t p-invariant, wenn fir alle vi,v2 € R*, g € G gilt:

<p(g) v, p(g)ve >=<vi,v2 >.

Proposition 12 Sei p : G — GL (n,R) eine Darstellung. Wenn es ein p-invariantes
Skalarprodukt < .,. > auf R™ gibt, dann ist p direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Beweis:  Sei W ein p-invarianter Unterraum von R?. Sei Wt = {z € R" :< y,z >= 0¥y € W}.
Mit @ € W ist fiir alle g € G auch < y,p(g)z >=< p(¢7')y,z >= 0 wegen
p(g~")yeW,alsop(g9)z € WH. W ist also ebenfalls p-invariant.

Jedes € R lisst sich als # = w 4+ u mit w € W,u € W+ zerlegen. Nimlich, sei
v1,...,V, eine ON-Basis, so dass vy, ..., v eine Basis von W ist, und sei M bzgl. dieser
Basis die Matrix mit Spaltenvektoren (1,0, ..., O)T oo (0,...,0,1,0..., O)T ,0,...,0(d.h.

k Basisvektoren und n—k Nullvektoren). Dannist w := Mz € W und u := x— Mz € W+,

Die Zerlegung R? = W + W' ist eine direkte Summe, weil < .,. > positiv definit ist.

Wir haben also den Vektorraum als direkte Summe zweier invarianter Unterrdume
zerlegt. Die Behauptung folgt jetzt durch Induktion nach der Dimension. QED

Lemma 17 : Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ldsst sich jede Darstellung von G
als direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegen.

Beweis:  Aus der Maf3-Theorie ist bekannt, dass es auf einer kompakten topologischen
Gruppe ein Wahrscheinlichkeitsmaf} du gibt, das unter der Gruppenmultiplikation invari-
ant ist. Zu einer Darstellung p : G — GL (n,R) definieren wir nun ein p-invariantes
Skalarprodukt < .,. >, durch

< v,w >p:/c<p(9)v,p(g)w > dy(g)

fiir v,w € R und < .,. > das euklidische Skalarprodukt. Die Behauptung folgt dann aus

Proposition 12. QED
Tensorprodukt. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis {ey,...,e,} und
W ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis {f1,..., fin}. Mit V ® W bezeichnet man

den nm-dimensionalen Vektorraum, seine Basisvektoren bezeichnet man mit e; ® f;,1 <
i <n,1<j<m. Essoll gelten (3" aje;) ® (3.0 f;) = aibje; @ fj.

Definition 32 (Tensorprodukt von Darstellungen): Seien p1 : G — GL (n,R) und py :
G — GL (m,R) zwei Darstellungen. Dann ist das Tensorprodukt p1®ps : G = GL (nm,R)
definiert durch

(p1 ® p2) (9) e @ fj := p1(g) ei ® p2 (9) f;
firl<i<n,1<j<m.

Eine andere Schreibweise, wenn wir eine Basis e, . . . , epm auf R*™ wihlen: (p1 ® p2) (9) €antp :=
Dt Yoy @jpieinty fiir 0 < a <m0 < b < nound py(en) = Y5 gje4,p2 (fa) =
22’11 pz.fz

Darstellungen von Lie-Algebren.
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Definition 33 : Fine Darstellung einer (abstrakten) Lie-Algebra g ist ein Vektorraum-
Homomorphismus 7 : g — Mat (n,R) mit 7 ([X,Y]) = [7 (X),n (V)] fir alle X,Y € g.

Definition 34 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Sei p : G — GL (n,R) eine
Darstellung. Die zu p assoziierte Lie-Algebra-Darstellung 7 : g = Mat (n,R) ist
definiert als m = D.p, d.h. sie ist definiert durch 7 (X) = 4 |,— p (exp (tX)) fir X € g.

Lemma 18 : Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe. Eine Darstellung p : G —
GL (n,R) ist irreduzibel genau dann, wenn die assoziierte Darstellung 7 irreduzibel ist.

Beweis:  Nach Lemma 14 gilt fiir die assoziierte Darstellung: p (exp (tX)) = e!™(X)
fiir alle X € g.

Sei p irreduzibel und W ein w-invarianter Unterraum. Sei X € gund A = 7 (X) €
Mat (n,R). Nach Annahme gilt Av € W fiir alle v € W. Damit ist aber auch etv =
v+ Av + A% + ... € W. Wegen Lemma 14 folgt p (exp (X))v € W. Wir haben also
gezeigt, dass W invariant unter allen Matrizen der Form p (ezp (X)) ist. Weil exp ein
lokaler Diffeomorphismus um 0 ist und sich in einer zusammenhingenden Lie-Gruppe
jedes Element als Produkt von Elementen in einer gegebenen Umgebung von e darstellen
148t, folgt p-Invarianz von W, woraus sich W = 0 oder W = R" ergibt.

Sei 7 irreduzibel und W ein p-invarianter Unterraum. Fir X € g,t € Rjv € W ist
dann p (exp (tX))v € W. Weil dies fiir alle ¢ gilt und W ein Untervektorraum ist, folgt
4 =0 plexp(tX))v € W, also m (X)v € W. Damit haben wir gezeigt, dass W auch
m-invariant ist, woraus W = 0 oder W = R” folgt. QED

Ubungsaufgaben 8 : 1. Seip: G — GL(n,R) eine Darstellung und A, B € G mit
AB = BA. Zeigen Sie: wenn p(A) n verschiedene Eigenwerte hat, dann ist auch p (B)
diagonalisierbar.

2. Seip:S0O(2) - GL (n,C) eine irreduzible Darstellung. Zeigen Sie: n = 1.

3. Zeigen Sie, dass die Inklusion SU (n) — GL (n,C) eine irreduzible Darstellung ist.

3.2 Darstellungen abelscher Gruppen

Proposition 13 : Sei G eine abelsche Gruppe, p : G — Gl (n,C) eine irreduzible kom-
plexe Darstellung. Dann ist n = 1.

Beweis: : Sei h € G ein festes Element und f : R* — R" die durch f(v) = p(h)v
definierte Abbildung. Weil G abelsch ist, gilt fiir alle ¢ € G,v € R*: f(p(g)v) =
p(h)p(g9)v = p(hg)v = p(gh)v = p(g)p(h)v = p(g) f (v). Nach Schur’s Lemma II
folgt, da f (v) ein (komplexes) Vielfaches von v ist.

Sei v € C* und V C C" der von v erzeugte 1-dimensionale (komplexe) Unterraum.
Wir haben gezeigt, da8 fiir jedes h € G gilt: p(h)V C V, d.h. V ist invariant. Wegen der
Irreduzibilitdt von p folgt n = 1. QED

Beispiel 20 : Seim € Z — {0}. Eine 1-dimensionale irreduzible Darstellung p, von S'
ist gegeben durch pp, (z) = (2™).
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Beispiel 21 : Sei a € Z"™ — {0}. Eine 1-dimensionale irreduzible Darstellung p, von
T" = R" /Z"™ ist gegeben durch p, (2) = (e*™i<®2>).

Proposition 14 : Zu jeder Darstellung p : T" — GL (m,C) gibt es (nicht notwendig
verschiedene) ay,...,am € Z™ mit

pP=Pa; D ... D Pa,-

Beweis:  Nach Proposition 13 wissen wir, dass alle irreduziblen Darstellungen von
T™ 1-dimensional sind. Wir zeigen, dass alle 1-dimensionalen Darstellungen von T™ durch
Beispiel 23 gegeben sind. Mit Lemma 17 folgt daraus, dass sich jede komplexe Darstellung
von T als direkte Summe von p,’s zerlegen 1a83t.

Sei p eine 1-dimensionale komplexe Darstellung von T"® = R™ /Z". Wir haben also
einen Homomorphismus p : R® — C* mit p(z) =1 fir alle z € Z™. Jeder Homomorphis-
mus p : R” — Cist von der Form p (z1,...,3,) = e*Ti(@1@1ttansn) Wegen p(Z") = 1
folgt, dass aq, ..., a, ganze Zahlen sein miissen. QED

Definition 35 : Sei p : T® — GL (m,C) eine Darstellung. FEin Homomorphismus 0 :
T™ — C heifst ein Gewicht von p, wenn

Vo:={veV:p(g)v==0(g)v fir alle g € T"} # {0}
18t.

Die Gewichte entsprechen also genau den irreduziblen Summanden einer Darstellung
von T".

I"Jbungsaufgaben 9 : 1. Bestimmen Sie alle Gewichte von p, aus Beispiel 21. Zeigen
Sie: zu jedem Homomorphismus 6 : T" — S' gibt es (mindestens) eine Darstellung
p:T" — GL (m,C), deren Gewicht 6 ist.

3.3 Adjungierte Darstellung und Killingform

Sei G eine Lie-Gruppe, g € G ein fest gewéhltes Element.
Die Konjugation mit g ist gegeben durch

cg =lgrg-1 : G =G

cg (h) = ghg™".

Insbesondere ist ¢, (¢) = e, so dass das Differential im neutralen Element e den Tangen-
tialraum g = T, G auf sich abbildet:

(ch)e tg—g.

(Dey), ist linear und invertierbar, weil aus ¢,-1¢, = id und ¢,cy-1 = id folgt: (De,), (Deg-1), =
id = (Dcg-1), (Dcy),. Wir erhalten also zu jedem g € G eine Abbildung (Dc,), € GL(g).
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(g ist ein Vektorraum und kann nach Wahl einer Basis mit dem R” identifiziert werden.
Mit einer gewéhlten Basis ist also GL (g) = GL (n,R).)
Die so erhaltene Abbildung nennen wir die adjungierte Abbildung

Ad : G = GL(g)

Ad(g) := (Dcy), -

Wegen ¢, = id und ¢y = cpep gilt Ad(e) = T und Ad (kh) = Ad (k) Ad (h) fir alle
k,h € G. Ad ist also ein Homomorphismus.

Weil wir annehmen, dass die Gruppenoperationen auf G (beliebig oft) differenzierbar
sind, ist Ad differenzierbar und wir kénnen sein Differential in e betrachten:

ad:= (D Ad), : g — gl(g) .

(Hierbei bezeichnet gl(g) die Lie-Algebra zu GL (g). Nach Wahl einer Basis ist bekan-
ntlich GL (g) = GL (n,R) und gl(g) = Mat (n,R).)

Lemma 19 : ad ist ein Lie-Algebren- Homomorphismus und es gilt Ad (exp X) = exp (ad X)
fir alle X € gl(g) .

Beweis:  Weil Ad ein Homomorphismus von Lie-Gruppen ist, folgen die Behauptungen
aus Lemma 14. QED

Beispiel 22 : Sei G C GL (n,R) eine Matriz-Gruppe. Dann ist
Ad(g): X = gXg ',

ad(X):Y — [X,Y]
fiir alle g € G C GL(n,R) ,X,Y € g C Mat (n,R).

Beweis: p p
Ad (9) (X) = at |t=0 Cqg (etX) = I |t:0 geth—l = !JXQ_l:
und damit
d tX d tX vy, —tX
ad (X) (Y)zahzg Ad (') (Y):E‘tzoe Ye = XY -YX,
wobei wir im letzten Schritt die Produktregel angewandt haben. QED

Lemma 20 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann ist
ad (X) (V) = [X,Y]

fir alle X,Y € g.
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Beweis:  Bsist ad (X) (V) = 4 |,—q Ad (e!*) (V) = 4 |,_g L |, caxe?y = L |,
% |s=0 etXesVe tX = [X, Y], wobei man die letzte Gleichung durch Koeffizientenvergleich

von Taylorreihen erhilt.
QED

Bemerkung: Weil ad ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, liefert die Beziehung ad (X) (V') =
[X,Y] einen weiteren Beweis fiir die Jacobi-Identitét.

Korollar 3 : Sei G eine Lie-Gruppe und f : g — g ein Lie-Algebren-Isomorphismus.
Dann ist

ad (f (X)) = foad(X)o f~!
fir alle X € g.

Beweis: ~ Weil f ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, ist [fX,Y] = f [X, f~'Y].
Wegen ad (.) (Y) = [., Y] folgt daraus die Behauptung. QED

Beispiel 23 : Die adjungierte Darstellung von sl (2,C).
sl (2,C) ist als Vektorraum isomorph zu C, eine Basis ist gegeben durch
1 0 0 1 00
H = ( 0 1 >,X = (0 0),Y = ( 10 ) Man rechnet nach, dass [H,X] =
2X,[H,Y] = =2Y und [X,Y] = H (und natirlich [X,X] = [Y,Y] = [H,H] = 0) gilt.
Beziiglich der Basis {H,X,Y} ist also

00 0 0 0 1 0 -1 0
ad(H)=| 0 2 0 |,ad(X)=| -2 0 0 |,ad¥)=| 0 0 0 |.
00 -2 0 00 2 0 0

Wir definieren als néchstes eine Ad-invariante Bilinearform auf Lie-Algebren. Im Kapitel
iiber Riemannsche Geometrie werden wir zeigen, dass man diese Form benutzen kann,
um auf kompakten Lie-Gruppen eine biinvariante Riemannsche Metrik zu definieren.

Definition 36 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Killingform B : gxg — R
ist definiert durch
B(X,Y)=Tr(adX oadY).

Proposition 15 :

(i) B ist eine symmetrische Bilinearform.

(ii) Es gilt B(X,Y) = B (Ad(g) (X),Ad(g)(Y)) firalle g € G,X,Y € g. (Man sagt, B
ist Ad (QG)-invariant.)

(iii) Fir alle X,Y,Z ist B (ad (Z)(X),Y)=-B(X,ad(Z) (Y))

Beweis:
(i) Bilinearitét ist klar. Symmetrie folgt aus der bekannten Formel T'r (AB) = Tr (BA).
(ii) Wir wenden Korollar 3 mit f(X) = Ad(g) (X) bzw. f(Y) = Ad(g) (V) an und
erhalten:

B (Ad(g) (X), Ad (g) (V) = Tr (ad (Ad (9) X) ad (Ad (4) V) = Tr (Ad (g) ad (X) Ad ()" Ad (g) ad (Y') Ad (9)"
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=Ty ((Ad (¢) ad (X) ad (V) Ad (g)*l) = Tr(ad(X)ad(Y)) = B(X,Y).

(iii) Durch zweimalige Anwendung der Jacobi-Identitdt erhélt man [Z,[X,[Y,W]]] =
[Z, X],[Y,W]]|+[X,[[Z,Y], W] +[X,[Y,[Z,W]]], also [adZ, adX o adY]| = ad (adZ (X))o
adY + adX o ad(adZ (Y)). Weil Kommutatoren Spur 0 haben, folgt daraus die Behaup-
tung. QED

Definition 37 : Fine Lie-Algebra heifst halbeinfach, wenn die Killingform nichtentartet
18t.

Satz 6 : Wenn G eine kompakte, halbeinfache Lie-Gruppe ist, dann ist die Killing-Form
von g negativ definit.

Beweis:  Weil G kompakt ist, gibt es zu jeder Darstellung p : G — GL (n,R) nach
dem Beweis von Lemma 17 ein Skalarprodukt, welches p (g)-invariant fir alle ¢ € G
ist. Wir wenden dies an mit p = Ad : G — GL(g) und erhalten ein Ad-invariantes
Skalarprodukt auf g.

Wir wéhlen mit dem Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren eine Orthonor-
malbasis von g (bzgl. des Ad-invarianten Skalarprodukts). Weil Ad (g) das Skalarprodukt
invariant 1a8t, gilt in dieser Basis Ad (g) € O (n), fiir alle g € G.

Wegen e?¥X) = Ad (e!X) € O (n) fiir alle ¢ € R folgt ad (X) € o(n), d.h. ad (X) ist
beziiglich der gewihlten Basis schiefsymmetrisch.

Schiefsymmetrische Matrizen A erfiillen A + AT = 0, insbesondere gilt fiir die Eigen-
werte A + A = 0, d.h. die Eigenwerte sind rein imaginir und es gilt A < 0.

Seien Ay, ..., A\, die Eigenwerte von ad (X), dann gilt also

B(X,X)=Tr ((ad (X))Q) = ix? <0.

Damit ist B negativ semidefinit. Weil G halbeinfach ist, mufl B sogar negativ definit
sein.

QED

I"Jbungsaufgaben 10 : 1. Sei G eine Lie-Gruppe, p eine Darstellung von G und © die
assoziierte Lie-Algebren-Darstellung von g. Zeigen Sie: w (gAg’l) =p(g)m(4)p (g’l)
firg e G, A € g.

2. Bestimmen Sie die adjungierte Darstellung von su (2) (bzgl. einer geeigneten Basis).

3. Zeigen Sie: fir g = su(2) ist B(X,Y) =4Tr (XY).

4. Zeigen Sie, dass die Killingform von sl (2,C) nicht negativ definit ist.

3.4 Darstellungen von SU (2)
Die Gruppe SU (2) ist in der Quantenphysik von Bedeutung, weil sie isomorph zu Spin (3),

der zweifachen Uberlagerung von SO (3) ist. Thre Lie-Algebra ist ein 3-dimensionaler
Vektorraum mit Basis

(5 0= )= (0)



Es gilt [iH, X] = 2V, [iH,Y] = —=2X,[X,Y] = 2iH.

Komplexifizierung. Sei g eine Lie-Algebra mit Basis ey, ..., e, und Kommutator [.,.].
Als Komplexifizierung von g bezeichnet man den komplexen Vektorraum mit C-Basis
e1,...,e, und Kommutatorregel [z + iy, z + iw] = [z,y] — [z, w] + i [y, 2] + @ [z, w].
Beispiel: Die Komplexifizierung von su (2) ist isomorph zu sl (2, C). Tatséchlich ldsst sich
jede Matrix (mit Spur 0) als Summe einer schief-hermiteschen und einer hermiteschen
Matrix zerlegen, und hermitesche Matrizen sind rein-imagindre Vielfache von schief-
hermiteschen Matrizen.

Wir betrachten s/ (2, C) mit der komplexen Basis

r=(3 5) e (8 )= (10),

Dann ist [H, X+] = 2X+, [H/ X+] = —ZX,, [X+,X,] = H.

In der Quantenmechanik berechnet man Eigenwerte des Drehimpulsoperators L =
%x x V, wobei 2 Multiplikation mit der Ortsvariablen und V die Ortsableitung bezeichnet.
Seien Ly, Ly, L, die drei Komponenten von L, und Ly = L, £iL,, dann gilt [L,, Ly] =
+hLy und [L4,L_] = 2hL,. Nach einer passenden Normierung der Basisvektoren ist
diese Drehimpulsalgebra also isomorph zur Komplexifizierung der Lie-Algebra von SU (2).

Wir klassifizieren nun die irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebra sl (2,C).

Satz 7 : Sei m eine irreduzible Lie-Algebren-Darstellung von sl (2,C) auf einem kom-
plezen Vektorraum V. Dann gibt es eine Basis {vo,...,vn} von V mit

a) m(H)v; = (n—20)v; firi=0,...,n,

b) m(X1)vy =0,

¢) m(X_)v; =vi4q fiiri=0,...,n—1, und 7 (X_)v, =0,
d)m(Xp)vi=i(n—i+1)v_.

Beweis:  Sei v ein Eigenvektor von 7 (H), also 7 (h) v = Av. Dann ist
7 (H) 7w (X v =m (X)) m (H) v (B, X)) 0 = 7 (X) dobr (2X4) v = (A +2) 7 (X, ) o,

7w (X4)v ist also ebenfalls ein Eigenvektor von 7 (H), zum Eigenwert A + 2. Durch In-
duktion folgt, dass 7 (X,)" v ein Eigenvektor von m (H) zum Eigenwert X + 2i ist. Weil
7 (H) héchstens n + 1 Eigenwerte haben kann, mufies also ein i mit 7 (X4 )" v = 0 geben.
Sei i ein minimales solches i, d.h. 7 (X3 )™ v = 0,7 (X,)® ' v # 0. Wir definieren nun
vo := 7 (X1) " v und v; := 7 (X_)" v fiir i > 1. Dann sind die Bedingungen b) und c)
erfiillt.

Sei 4 = X+ 2ip — 2, dann ist nach Konstruktion vy Eigenvektor von 7 (H) zum
Eigenwert u. Wegen

7 (H)m (X )vo =7 (Xq)m (H)vo+m ([H,X_])vg =7 (X_) dvg—7 (2X_)vg = (u — 2) 7 (X_) vo,

also ist 7 (X_) vy Eigenvektor von « (H) zum Eigenwert u — 2 und, durch Induktion,
7 (X_)" vy Eigenvektor von 7 (H) zum Eigenwert u — 2i. Dies zeigt insbesondere, dass

V0, - ..,V linear unabhéngig sind, wobei wir mit n die grofite Zahl ¢ bezeichnen, fiir die
7 (X_) vy # 0 ist.
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Weil H = [X 4, X_] ein Kommutator ist, mufl Tr (7 (H)) = 0 sein. Die Eigenwerte
von 7 (H) sind p— 2i fiir 0 < i <m. Alsoist 0=, ju—2i=m+1)p—2% 1" i
Daraus folgt ¢ = n, und damit a).

Aus b) folgt der Induktionsanfang fiir d) mit 7 = 0.

Wir zeigen jetzt d) durch Induktion. Es ist

7 (X4 i = 7 (X)) m (X vy = m (X, XDy + 7 (X2) 7 (X ) vy =

r(Hvi+7(X)@in—i+1D)vq1)=m—=-20)v;+i(n—i+1)v;=(@G+1)(n—1)v;.

Der von vy, . . ., v, aufgespannte Unterraum von V ist damit unter 7 (H) , 7 (X4), 7 (X_),
und damit unter ganz = (sl (2, C)) invariant. Wegen Irreduzibilitidt mufalso v, . .., v, eine
Basis von V sein. QED

Korollar 4 : Zu jedem m € N gibt es eine (bis auf Isomorphie) eindeutige irreduzible
Darstellung wp, : sl (2,C) — Mat (m +1,C).

Beweis:  Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt aus Satz 7. Zur Existenz mufl man
nachrechnen, dass durch die in den Bedingungen a)-d) von Satz 7 bestimmten Wirkun-
gen von H, X, , X_ auf C™*! tatsiichlich eine Lie-Algebren-Darstellung definiert wird.
Dafiir geniigt es, zu zeigen, dass tatsichlich [r (H) , 7 (X4)] =27 (Xy),[n (H), 7 (X_)] =
=27 (X_),[r (Xy),n (X_)] =« (H) gilt, was man durch direktes Nachrechnen tiberpriift.
QED

Korollar 5 : Die Einschrankung von m, auf su(2) C sl (2,C) ist eine irreduzible Lie-
Algebren-Darstellung. Jede irreduzible Darstellung von su (2) ist die Einschrdnkung einer
irreduziblen Darstellung von sl (2,C).

Beweis:  Sei H,X,,X_ die Basis von sl (2,C). Dann ist iH, X = X, — X_,Y =
i ((X4+ — X_) eine Basis von su (2).

Wir nehmen nun an, es gibe einen invarianten Unterraum W C C"*! fiir su(2).
Weil er unter 7 (iH) invariant ist, muf} er mindestens einen Eigenvektor von 7 (iH), also
mindestens ein vj, enthalten. Damit enthélt er aber auch wegen 7 (Xy) = L7 (X +Y)
und 7 (X_) = im (X = V) auch vgq1 = 7 (X_) v und vy = mﬂ' (X41)vg. Durch
Induktion erh&lt man, dass W alle Basisvektoren enthélt.

Weil sl (2,C) die Komplexifizierung von su (2) ist jede Darstellung von su (2) die Ein-
schrankung einer Darstellung von sl (2,C), namlich ihrer Komplexifizierung. Die zweite
Behauptung folgt dann aus der folgenden trivialen Beobachtung: Wenn 7 eine Darstel-
lung einer Lie-Algebra g ist, so dass die Einschrinkung 7 |, auf eine Unter-Lie-Algebra
h C g irreduzibel ist, dann ist 7 irreduzibel. QED

Wir wollen nun irreduzible Darstellungen von SU (2) konstruieren.
Fir m € N betrachten wir den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad m in
zwei komplexen Variablen

2.2

Vi 1= {f(Zl,ZQ) = agz{" +a1z{”_1z'2 +a2z" "z ot amzy tag, ..., am € (C} .
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Fir A € SU (2) € GL (2,C) definieren wir

(pm (A) (f)) (21, 22) == f (A7 (21, 22)) -

Man priift nach, daB(p,, (4) (f)) € Vy, und dass pp, : SU (2) —» GL (V) = GL (m + 1,C)
eine Darstellung ist. Wir wollen zeigen, dass diese Darstellungen irreduzibel sind. Dafiir
geniigt es nach Lemma 18, zu zeigen, dass die assoziierte Darstellung von p,, irreduzibel
ist, und dies ergibt sich aus der folgenden Proposition.

Proposition 16 : 7, ist die Komplexifizierung der assoziierte Darstellung zu pp,.

Beweis: : Sei I1,,, die Komplexifizierung der assoziierten Darstellung zu p,,. Wir wollen
zeigen, dass II,,, = mp,.
Es ist
m— d m— d et 0 —
Wy (H) 2f25" % = o lt=0 Pm (etH) 2yt = o [t=0 Pm ( 0 et >2f32 :
d - d
= Ly (et ()" = g 20 b = (o 2k bt
und analog
m— d m— d 1 ¢ m—
M (X4) 225" * = 7 lt=0 Pm (e¥+) zfayF = 7 lt=0 Pm ( 0 1 ) 2z "
d b m—k ! m—k-1
== lt=0 (21)" (22 — tz1) = —zy (m —k) 2} 21
und
— d — d 10 m—
M (X 34 = 1 o oo () st = S b o () ) st
_ 4 li—o (21 — t20)" (20)™ % = —k2F 1 k41
- dt t=0 1 2 2 - 1 2 .
Wir setzen nun |
k m! _
v = (1) mzin b25
Dann ist I, (H) v, = (m — 2k) v, My (X2) vg = vgr1, Wy (X)) v =k (m — k + 1) vg—1.
Also ist II,,, = mp,. QED

Wir erwidhnen noch das Clebsch-Gordan-Theorem: es gibt einen Isomorphismus von
Darstellungen V,,, ® Vi, = Visn @ Vindn—2® ... B Vo2 & Vinen.

I"Jbungsaufgaben 11 :

W z - sin @
2. Zeigen Sie (ohne Benutzung des Clebsch-Gordan-Theorems): Tt (pm (A)) Tr (pn (A)) =
Tr (pman (A)) + Tr (pman—a (A)) + ... + Tr (pm—n (A)) fir alle A € SU (2). (Hinweis:

es gibt eine bekannte Formel fir Zf:o sin (a +13).)

z 'li) __ sin((n+1)6)

1. Zeigen Sie: Tr (pm mit 2cosf = z + Z.
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3.5 Darstellungstheorie und Analysis

Eine typische Anwendung der Darstellungstheorie ist das Ausnutzen von Symmetrien zur
Bestimmung der Losung von Differentialgleichungen. Wenn némlich eine Differentialgle-
ichung invariant beziiglich der Wirkung einer Lie-Gruppe G ist, dann ist der Raum ihrer
Losungen eine Darstellung von G. Wenn man alle Darstellungen von G kennt, kann man
versuchen, daraus die moglichen Losungen zu bestimmen. Wir wollen diesen Aspekt aber
nicht vertiefen und nur am Beispiel der Ergodentheorie einen typischen Zusammenhang
zwischen Darstellungstheorie und Analysis erkléren.

Fourier-Theorie. Wir betrachten T” = R"/Z" mit dem {iblichen Lebesgue-Maf}. Der
Raum der quadratisch-integrierbaren Funktionen

LﬂTﬂ::{f:T”—éC: f|%:m}

Tn

ist ein (unendlich-dimensionaler) Vektorraum. Wir werden im folgenden zwei L2-Funktionen
als gleich ansehen, wenn sie fast iiberall iibereinstimmen. L2 (T") ist also eigentlich der
Vektorraum der Aquivalenzklassen.

Sei G = T". Die Darstellung p : T" — Aut (L? (T™)) ist definiert durch

p (W) () =[] = f([2] + [y])-

Insbesondere gilt
p([y]) (627rz'<m,[ac]>) — 627ri<m,[y]>62m'<m,[ac]>_

Der von e>™<m[*]> aufgespannte 1-dimensionale Untervektorraum von L2 (T") ist also
invariant. Wie man leicht sieht, ist er isomorph zu der Darstellung p,, aus Beispiel 23.
Aus der Fourier-Theorie wissen wir, dass sich jedes f € L? (T") in eine Fourier-Reihe

entwickeln lasst:
f (I) — Z am62ﬂ2<m,z>
meZ™

mit Y | a; [*= [;. | f |* (Parseval-Gleichung). Dies ist genau die Zerlegung von L* (T")
in die irreduziblen Summanden fiir die Darstellung p.

Darstellungstheorie und Ergodentheorie. Sei G = GL(n,Z). Die Darstellung
p: G — Aut (L? (T™)) ist definiert durch

p(A)(f):=A"f
mit
A*f ([2]) := f ([A=])
fiir A € G, f € L? (T"), [z] € T". Insbesondereist p (4) (e*™i<m:=1>) : g — e2mi<ATmila]>

Offensichtlich ist der Unterraum der konstanten Funktionen ein invarianter 1-dimensionaler
Unterraum.
Sei X ein Raum mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl. Eine Abbildung f : X — X

heifit ergodisch, wenn jede (mefbare) invariante Menge ¥ C X entweder Mass 0 oder
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Mass 1 hat. (Eine Menge Y heisst invariant wenn f (V) = Y, f~1(Y) = Y gilt.) Als
eine typisches Beispiel darstellungstheoretischer Methoden in der Analysis wollen wir das
folgende Lemma beweisen.

Lemma 21 : Sei A € SL(2,Z) und fa : T? — T? die induzierte Abbildung. Dann sind
aquivalent:

(i) die konstanten Funktionen sind der einzige eindimensionale invariante Unterraum der
durch p (n) (9) := (f1)" g gebenen Darstellung p : Z — End (L* (T™)),

(i) fa ist ergodisch,

(iii) kein Eigenwert von A ist eine Finheitswurzel,

(iv) fa ist Anosovsch.

Beweis:  (i)<=>(ii): Wenn f4 nicht ergodisch ist, dann gibt es eine invariante
Menge Y. Dann ist xy nicht (fast liberall) konstant, aber der von yy aufgespannte
1-dimensionale Vektorraum ist invariant. Umgekehrt, wenn es einen 1-dimensionalen in-
varianten Vektorraum V gibt, sei g € V eine nicht-konstante Funktion. Dann ist f}g = cg.
Weil fa wegen det (A) = 1 volumen-erhaltend ist, muss sogar fig = g sein. Damit sind
insbesondere die Mengen U. = {z € X : g(z) < C} invariant. Weil g nicht fast {iberall
konstant ist, konnen diese Mengen nicht alle Mafl 0 oder 1 haben. Also ist fa nicht
ergodisch.

(ii)«<=(iii): Angenommen, f4 ist nicht ergodisch. Dann gibt es eine invariante Menge Y.
Die charakteristische Funktion xy ist eine L2-Funktion wegen [ | xy (z) |* dz = vol (V).
Also gibt es eine Fourier-Zerlegung

Xy (x) — Z am62m’<m,x>_
mezZ”

Wegen der Invarianz von Y gilt xy (Az) = xy (z) fiir alle z € T2, also p (A) xy = xv-
Wegen p (A) (e2mi<milal>) ;g 5 2mi<A"m.[zl> folgt daraus

. . AT
§ am62ﬂ2<m,m> — E ame2”<A m,z>,

meL™ mezn

also
Qm = Gpr,, Ym € 7"

Sei a,, # 0 mit m # 0. Dann sind, mit B = AT, auch alle agn,, nicht Null und genau
so grof} wie a,,. Wegen Y | a; |>< oo ist dies nur mdglich, wenn es nicht unendlich viele
verschiedene apn,, mit n € N gibt, d.h. wenn B"m = m fiir ein n € N gilt. Damit folgt
dann aber (wegen m # 0), dass 1 ein Eigenwert von B" ist. Ein Eigenwert von B = AT
muf also eine Einheitswurzel gewesen sein.

Umgekehrt, sei m € Z2 ein Eigenvektor von B = AT zum Eigenwert A mit A\ = 1.
Dann ist ZZ;S e2mi<B'm.a> gine nicht-konstante A-invariante Funktion. Wie im Beweis
von i) = 1) folgt, dass es eine invariante Menge von Maf} not = 0,1 gibt. Also ist p nicht
irreduzibel und f4 nicht ergodisch.
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(iii)<=>(iv) folgt aus dem Beweis von Satz 5: fiir | Tr (4) |< 2 hatten wir dort gezeigt,
dass fa Anosovsch ist, flir | Tr (A) |< 2 hatten wir nachgerechnet, dass die Eigenwerte
Einheitswurzeln sind.

QED

4 Riemannsche Geometrie

4.1 Definitionen

Definition 38 : FEine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit M mit einem differenzierbar von p abhingenden Skalarprodukt g, : Tp,M x
TpyM = R firalepe M. g= {gp}peM heifst Riemannsche Metrik.

Differenzierbare Abhéngigkeit meint folgendes: sei ¢ : Up — R” eine Karte um p,
dann kénnen wir fiir jedes Paar (i,j) eine Funktion g;; : ¢ (Ur) — R definieren durch
9ij (6 (z)) == ga (D" (e;), Doy, " (e;)). Differenzierbarkeit von p heifit, dass (fiir jedes
k) alle g;; differenzierbar sind.

Beispiel 24 : Falls M C R" eine Untermannigfaltigkeit ist, kann man
gp (X,Y) =< XY > fiir alle X,Y € T,M C R" wihlen. (Im Fall von Flichen im R3
nennt man g auch die erste Fundamentalform.)

Als néchstes wollen wir die aus dem R" bekannte Richtungsableitung auf Mannig-
faltigkeiten verallgemeinern.

Zunéchst betrachten wir im R” ein Vektorfeld X und ein Vektorfeld (d.h. ein n-
Tupel von Funktionen) Y. Wir definieren dann VxY := DxY als die ibliche Rich-
tungsableitung.

Wenn wir nun eine Untermannigfaltigkeit M C R™ betrachten, kénnen wir zu zwei
Vektorfeldern X und Y auf M natiirlich wieder die Richtungsableitung DxY betra-
chten. Das ist im allgemeinen aber kein Vektorfeld auf M: fiir p € M kann die Rich-
tungsableitung DxY (p) i.A. ein beliebiger Vektor des R” sein, sie muf} nicht in T, M
sein.

Wir betrachten deshalb, zu jedem p € M die Zerlegung T,R" = T,M & N,M
mit NpM = {v € T,R" : g(v,w) =0 Vw € T, M} dem Normalraum. Die orthogonale
Projektion (bzgl. des Skalarprodukts g,) P, : R* — T,M ist dann die lineare Abbil-
dung mit P, (w) = w fir w € T,M und P, (v) = 0 fiir v € N,M. Wir definieren
VxY (p) :== P, (DxY (p)) (fiir jeden Punkt p € M). Wir werden sehen, dass dies gerade
den Levi-Civita-Zusammenhang auf M definiert.

Beispiel 25 : Fiir eine Kurve ¢ : R — R? und X = (¢1,¢2) ist Dx X = (¢}, c4) und dies
ist, im allgemeinen, nicht tangential zu c.

Wir wollen nun einen allgemeinen Begriff von Richtungsableitungen definieren.

Definition 39 : Ein Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist eine
Abbildung V : Vect (M) x Vect (M) — Vect (M), bezeichnet mit (X,Y) — VxY, die
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folgende Bedingungen erfillt:
Vx Y +2)=VxY +VxZ

fo+gyZ = foZ +gVyZ
Vx (fY)=fVxY + X ()Y

fir beliebige Vektorfelder X,Y, Z und differenzierbare Funktionen f,g. Hierbei bezeichnet
X (f) die Richtungsableitung der differenzierbaren Funktion f nach X.

Definition 40 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Zusammenhang V heifst
Levi- Civita- Zusammenhang, wenn gilt:

[X,Y]=VxY - VyX

XV, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

fiir alle Vektorfelder X,Y, Z. Hierbei bezeichnet g die Riemannsche Metrik und X (g (Y, Z))
die Richtungsableitung der Funktion g (Y, Z) nach X.

Lemma 22 : Aufjeder Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es einen eindeutig bestimmiten
Levi- Civita-Zusammenhang V€

Beweis: : Man rechnet nach, dass aus den Voraussetzungen fiir beliebige Vektorfelder
X, Y, Z folgt:

29(VxY,Z) =X (g(Y,2))+Y (9 (X; Z))-Z (¢ (X,Y))—g (X, [Y. Z])+g (Y, [Z, X])+g (Z,[X,Y]).

(Diese Formel heifit Koszul-Formel.)

Sei p € M. Wenn man fiir Z die verschiedenen Vektoren einer Basis von T, M in diese

Formel einsetzt, siecht man, dass man die Skalarprodukte von VxY (p) mit den Elementen

einer Basis von T, M berechnen kann. Damit ist VxY (p) eindeutig bestimmt.
Andererseits kann man VxY durch die Koszul-Formel definieren und priift dann le-

icht nach, dass es alle gewiinschten Eigenschaften hat. QED

Korollar 6 : Fiir Untermannigfaltigkeiten M C R" gilt: VY = P (DxY), wobei
P:TR" - TM die punktweise orthogonale Projektion fiir p € M bezeichnet.

Beweis: : Wegen der in Lemma 11 gezeigten Eindeutigkeit geniigt es, zu zeigen, dass
P (DxY) die Bedingungen aus Definition 40 erfiillt. (Die Bedingungen aus Definition 39
sind eine offensichtliche Konsequenz aus den Rechenregeln fiir D und der Linearitit von
P)

Zunichst bemerken wir, dass die Gleichungen aus Definition 40 fiir die Richtungsableitung
im R" erfiillt sind: die erste Gleichung folgt aus der Formel fiir den Kommutator in lokalen
Koordinaten (Lemma 8) und die zweite Gleichung aus der Leibnizregel.

Wir bezeichnen I1(X,Y) = DxY — P(DxY). (Dies ist ein normaler Vektor, d.h.
er steht senkrecht auf T, M. Fiir Flachen im R® ist & | IT(X,Y) | die zweite Funda-
mentalform.) Wir zeigen zunéchst, dass II symmetrisch ist. Dafiir miissen wir zeigen,
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dass fiir jeden Normalenvektor N gilt: < DxY, N >=< Dy X, N >. Wenn wir N lokal
zu einem Normalen-Vektorfeld fortsetzen, ist < X, N >= 0 und < Y,N >= 0, also
< DxY,N >+ <Y,DxN >=0und < DyX,N > + < X, DyN >= 0. Die Behaup-
tung ist also dquivalent zu der Behauptung, dass < X, Dy N >=< Y,DxN > ist. Es
geniigt diese Behauptung fiir Koordinaten-Vektorfelder X = D¢~! (e;),Y = D¢~ ! (e;)
nachzupriifen. Wegen % < %gf)_l,N >=0ist dort < X, Vy N >=< %%qf)_l,N >,
womit die Behauptung aus dem Schwarz-Lemma folgt.

Aus der Symmetrie von IT (X,Y) folgt dann, dass die erste Gleichung aus Definition
40 auch fiir P (DxY) erfiillt ist. Fiir die zweite Gleichung aus Definition 40 bemerken
wir, dass nur auf der rechten Seite g (I7(X,Y),Z) + g(Y,II (X, Z)) addiert, was aber
Null ist, weil Tangentialvektoren auf Normalenvektoren senkrecht stehen. QED

Wir werden in dieser Vorlesung nur den Levi-Civita-Zusammenhang VZ¢ betrachten
und ihn immer mit V bezeichnen.
Falls wir lokale Koordinaten gegeben haben, hat man V_o_ % =3 ki T 5% mit T €
R. Diese Koeffizienten heissen die Christoffel-Symbole des Zusammenhangs.
Aus den Gleichungen in Definition 39 folgt fiir X = 3 X;52-,Y =3 Y]Bi dass VxV =

XXV o Vige =3 Xi (3—2%+YN : a%) = L Xiget + V3Tl 55

Ba; Da; tj 0wy

Im folgenden bezeichnen wir g;; = ¢ (Biz,-’ %) und mit ¢¥ den ij-Eintrag der Matrix
-1
g .
. 891 | Bgu _ 09i
Lemma 23 : Es gilt 2T}, = ", g (;I’: + ﬁj’ - Bg_zl])'
Beweis:  Weil die Kommutatoren a?ci , Bi] = 0 verschwinden, vereinfacht sich die

z;
Koszulformel zu 2g (Da%i %, 8%[) — 38!;:‘; + gii; — %gx"lj. Daraus folgt die Behauptung.
QED

Wir bemerken noch, dass fiir eine gegebene Kurve v mit 4 = X und v (0) = p der
Wert VxY (p) nur von X (p),Y (p) und den Ableitungen % abhéngt. Deshalb ist
VY wohldefiniert, unabhéngig davon, wie man 7 auflerhalb des Bildes von 7y zu einem
Vektorfeld fortsetzt.

Definition 41 : Sei Y ein Vektorfeld auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit und -y :
R — M eine differenzierbare Kurve. Man sagt, dass Y parallel entlang v ist (oder dass
Y (v(t)) aus Y (v (0)) durch Parallelverschiebung entlang v hervorgeht), wenn V;Y =0
18t.

Die Lénge eines Vektors Y (p) ist definiert als || Y (p) [= g (Y (p),Y (p))%.

Lemma 24 : Wenn das Vektorfeld Y parallel entlang der differenzierbaren Kurve vy ist,
dann ist || Y (y (1)) |=[1'Y (v (0)) || fir alle t.

Beweis:  Esist £g(Y (v(),Y (v(1) = 49 (Y (v (1)), Y (v (1)) = 29 (V5Y,Y) =
0. QED
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Definition 42 : Fine Geoddte auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist eine
Kurve v: R = M fir die V5y =0 gilt.

In lokalen Koordinaten ergibt dies das System gewohnlicher Differentialgleichungen

d? do; dzj o o
dtzg’“+2ij[‘fj Tl =0 fiir 1 <k <n.

Beispiel 26 : Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit mit g (X,Y) =< X,Y >. Dann
ist v eine Geoddte gdw. fir alle t die zweite Ableitung v"' (t) normal zu M ist.

Sei M kompakt (und ohne Rand). Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
Systeme gewOhnliche Differentialgleichungen folgt, dass es zu jedem Punkt p € M und
jedem Tangentialvektor v € T, M eine eindeutig bestimmte Geodéte v, : R = M mit
7(0) = p, 7 (0) = v gibt.

Die Exponentialabbildung exp : T,M — M ist definiert durch exp (v) := 7, (1). Aus
dem Satz iiber inverse Funktionen folgt, dass exp ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Bemerkung: man kann zeigen, dass in einer hinreichend kleinen Umgebung jedes Punktes
die Geoditen die kiirzesten Verbindungen zwischen Punkten sind. (Hierbei ist die Lange

einer Kurve definiert als [ (y) = f;g (Y (t),+ (t))% dt.)

Beispiel 27 : Sei M = {(z,y) € R* : y > 0} mit der Riemannschen Metrik
I(a,y) ((V1,02), (w1, w2)) = y% (viwy + vows), die hyperbolische Ebene. Die Geoddten sind
die Halbgeraden und Halbkreise, die auf der x-Achse senkrecht stehen.

Beweis: Es ist g11 = %,912 = g21 = 0,922 = y%, bis auf % — é)gi — ;_32
verschwinden also alle Ableitungen der Metrik. Die einzigen von Null versc%iedenen
Christoffel-Symbole sind dann T'%; = 5. T}, = T'}; = I3, = — 1. Die Geoditengleichungen

lauten

m//__w/y/:(),
Y
1 2 1 2
1" ' '
y' == (y) (@) =0
Y y

Es ist klar, dass die Halbgeraden (z (¢),y (t)) = (x0, e?) Losungen dieser Differentialgle-
ichungen. Die Halbkreise (z (t),y (t)) = (ro tanht + xo, =5 ) sind ebenfalls Lsungen,
wie man durch Einsetzen feststellt. Nach dem Eindeutigkeitssatz kann es keine weiteren
Geodéten geben. (Durch einen Vektor an einem Punkt gibt es einen eindeutigen Kreis,
bzw. Gerade, der senkrecht auf der x-Achse ist.) QED

ﬂ'bungsaufgaben 12 : Die n-dimensionale Sphdre ist
S” = {(xl,...,;rn+1) € ]RnJrl $%++l’%+xi+l = ].}
mit der Riemannschen Metrik

9 (v, s vnga), (Wi, wng1)) = 1wy + .o+ UnWn + Vg1 Wnp
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fir (vi,.. ., vpq1), (W1, ..., wny1) € T,S™ C TR
Der n-dimensionale hyperbolische Raum ist

H" = {(z1,...,%n41) € R™ taf + .+ 22 — a2, = —1, 241 >0}
mit der Riemannschen Metrik
h((vi, ., 0n41), (W1, ..y Wnt1)) = V1W1 + ..o + VpWy — Upg1 Wit 1

fir (v1,. . Ung1), (Wi, wpy) € T,H C TR,

1. Zeigen Sie, dass g und h tatsachlich Riemannsche Metriken sind.
Hinweis: T,H" = {v eER™! v 4+ ..+ U, — Tp41Untl = 0}.
2. Wir betrachten S mit den lokalen Koordinaten (¢1, ¢2) — (sin ¢y sin ¢o, sin ¢y cos ¢, cos ¢y )
und H2 mit den lokalen Koordinaten (11,1)2) — (sinh )y sin )y, sinh ¢y cos s, cosh ).
Bestimmen Sie jeweils die Christoffel-Symbole.

Hinweis: Zeigen Sie, dass bzgl. dieser Koordinaten g11 = 1,912 = 0,go2 = sin? ¢1 bzw.

h11 = 1, h12 = 0, h22 = sinh2 ’(,bl gilt.

3. a) Bestimmen Sie die Geodite v : R — S? mit v (0) = (0,0,1),' (0
b) Bestimmen Sie die Geodite v: R — H? mit v (0) = (0,0,1),v' (0) =

Y

~

(1,0,0).
,0).

—~

Y

4.2 Kriimmungsbegriffe

Definition 43 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Riemannsche Krimmungstensor
ist der durch
R(X,Y)YZ=VxVyZ-VyVxZ— Vixy)Z

fir X,Y,Z € Vect (M) definierte (1,3)-Tensor. (D.h. je drei Vektorfeldern X,Y,Z wird
ein Vektorfeld R(X,Y) Z zugeordnet.)

Definition 44 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannschem Krimmungstensor
R. Seien X,Y € T,M. Dann definieren wir die Schnittkrimmung K (X,Y) € R als

1
= X sy gy IO

Y

die Ricci-Krimmung

Ric(X,Y)=Tr(Z - R(Z,X)Y) =ig(R(ei,X)Y,ei)

i=1

fir eine Orthonormalbasis {e1,...,e,} von TpM, und die Skalarkrimmung

Scal = Z Ric (e, €;) -
i=1

Beispiel 28 : Die hyperbolische Ebene aus Beispiel 27 hat Schnittkrimmung = —1, und
damit Ric = —g und Scal = —2.
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Beispiel 29 : Fiir beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist Ric (X, X) = Y1 | K (e;, X)
und Scal = szzl K (e;,¢e;). (Man beachte, dass man damit auch Ric(X,Y) berechnen
kann: wie fir jede symmetrische Bilinearform gilt: 4Ric(X,Y) = Ric(X +Y, X +Y) —
Ric(X -Y,X - Y).

Falls M konstante Schnittkrimmung K hat, dann ist Ric = (n—1)Kg und Scal =
nn-1)K.

Wir wollen, ohne Beweis, die geometrische Bedeutung der Schnittkriimmung (den Satz
von Jacobi) erkléren. Sei; eine 1-Parameter-Familie von Geodéten durch p, d.h. fiir jedes
t € Rist 3 : R - M eine Geodéte mit y; (0) = p (und 7 (s) hingt differenzierbar von ¢
ab, durch H (s,t) := 7; (s) haben wir also eine differenzierbare Abbildung H : R? — M
definiert). Wir definieren das Variationsvektorfeld auf dem Bild von 7 als

Y (0 (s)) = 2 H (5,0)

Dann gilt die Jacobi-Gleichung
g (Y”=Y) =-K (76/Y) .

Man kann also sagen, dass die Schnittkriimmung mifit, mit welcher Geschwindigkeit sich
Geodéten auseinander bewegen. Insbesondere hat man: fir K = 1ist | Y (¢) |= sint, fir
K=0ist | Y (¢) |=t, fir K =—11ist | Y (¢) |=sinht.

Die geometrische Interpretation der Ricci-Kriimmung ist weniger evident. Sie bes-
timmt zwar nicht, mit welcher Geschwindigkeit Geodéiten auseinander streben, aber
immerhin noch, wie schnell das Volumen der Kugeln vom Radius r wichst. Ihre ur-
spriingliche Bedeutung liegt aber darin, dass sie in der Relativitdtstheorie die Gravitation
beschreibt. Einige Konstruktionen von Einstein-Mannigfaltigkeiten werden wir in Kapitel
6 geben. Eine andere wichtige Anwendung der Ricci-Kriimmung, auf die wir hier natiirlich
nicht eingehen werden, ist Perelman’s angekiindigter Beweis der Poincare-Vermutung.

Ein zentrales Forschungsthema in der Differentialgeometrie, auf das wir in dieser Vor-
lesung nicht eingehen konnen, ist es, Zusammenhénge zwischen den topologischen Eigen-
schaften einer Mannigfaltigkeit und den méglichen Werten fiir die Kriimmung zu bestim-
men. Wir wollen dies nur kurz am Beispiel von Flichen veranschaulichen. Sei S eine
kompakte, orientierbare Flache. Aus der Topologie weifl man, daf} es ein g € N gibt, so
dass S aus der S? durch Ankleben von g Henkeln entsteht. Aus der Differentialgeometrie
kennt man das Gau-Bonnet-Theorem, welches besagt, dass fiir die Schnittkriimmung K

einer beliebigen Metrik gilt:
1
— | K=2-2g.
4r /5 g

Also kann es eine Metrik positiver Schnittkriiumung nur fiir ¢ = 0 und eine Metrik
negativer Schnittkrimmung nur fiir g > 2 geben. Tatséchlich weil man, dass es auf der
Sphére eine Metrik mit K = 1, auf dem Torus eine Metrik mit K = 0 und auf allen S,
mit g > 2 eine Metrik mit K = —1 gibt. (Nach einem Satz von Hilbert lassen sich fiir
g > 1 Metriken konstanter Kriimmung aber nur durch Einbettungen S C R” mit n > 3
finden.)

I"Jbungsaufgaben 13 : Bestimmen Sie Schnittkrimmungen, Ricci-Krimmungen und
Skalarkrimmungen von S? und H? (mit den Riemannschen Metriken aus Ubung 12).
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4.3 Krimmung von Lie-Gruppen

Definition 45 : Sei G eine Lie- Gruppe. Fine Riemannsche Metrik g heifit links-invariant,
wenn g (v,w) = g (DI, (v), DIy (w)) fiir alle h € G und v,w € T,G,p € G gilt.

Lemma 25 : Sei G eine Lie-Gruppe und go ein Skalarprodukt auf der Lie-Algebra g.
Dann gibt es auf G eine eindeutige links-invariante Riemannsche Metrik g mit g |1.c= go.

Beweis:  Fiir v,w € TG ist g (v, w) eindeutig festgelegt durch die Bedingung g (v, w) =
go (Dlp-1v, Dlj-1w). QED

Im folgenden betrachten wir eine links-invariante Riemannsche Metrik auf G, den zu
dieser Metrik eindeutig bestimmten Levi-Civita-Zusammenhang V und dessen Kriimmungstensor
R. Mit g (.,.) sind auch V und R invariant unter der Wirkung von G. (Das folgt aus der
Formel fiir den Levi-Civita-Zusammenhang und [DI,Y, DI, Z] = DI, [Y, Z].)

Wir wollen einfache Ausdriicke fiir V, R und die Schnittkriimmung finden.
Im folgenden sind X, Y, Z links-invariante Vektorfelder.
Wegen der Links-invarianz der Riemannschen Metrik g haben wir

0=2Xg(Y,2),

denn aus Links-invarianz von Y, Z und g folgt, dass g (Y, Z) eine konstante Funktion
ist, analog fiir die zyklischen Vertauschungen von X,Y,Z. Damit vereinfacht sich die
Koszul-Formel zu 29 (VxY,Z) = ¢ ([X,Y],2) —g([Y. 2], X) + g([Z, X],Y) . Insgesamt

erhalten wir also wir also folgende Formel fiir den Zusammenhang links-invarianter
Vektorfelder:

VY = [X.Y] - ad(X)*Y — ad (V)" X. (1)

Um eine Formel fiir R(X,Y) = VxVy — VyVx — V|x y] herzuleiten, benutzen wir
wieder, daf} fiir links-invariante Vektorfelder

Xg(VyZ, W) =0

gilt, woraus mit der Leibniz-Regel ¢ (VxVy Z, W) = —g (Vy Z,VxW) und entsprechend
-9 (VyVxZ,W)=g9(VxZ,VyW) folgt. Durch Aufsummieren erhilt man

g(R(X,Y)Z,W) = (2)

g (VXZ, Vyw) - g (Vyz, wa) - g (V[X,y]Z, W) .
Wenn wir eine Orthonormalbasis {X,Y} von T.G wéhlen, erhalten wir K (X,Y) =
9(VxY,VyX) —g(VyY,VxX) — g (V[ny]Y,X), was man durch Einsetzen von Gle-
ichung (1) berechnen kann.
4.4 Biinvariante Metriken

Wir betrachten in diesem Abschnitte Lie-Gruppen mit einer bi-invarianten Riemannschen
Metrik. Wegen des folgenden Lemmas schliefit das alle kompakten Lie-Gruppen ein.

49



Lemma 26 : a) Sei G eine Lie-Gruppe mit einem Ad-invarianten Skalarprodukt auf g.
Dann gibt es auf G eine bi-invariante Riemannsche Metrik.

b) Sei G eine kompakte Lie-Gruppe mit Killingform B. Dann ist durch g(Xp,Ys) =
—B(DLy-1 (Xp),(DLp-1 (Yy)) eine bi-invariante Riemannsche Metrik auf G definiert.

Beweis:  Sei < .,. > ein Ad-invariantes Skalarprodukt. Fiir h € G definieren wir
dann g, (X,Y) =< DI;' X, DI;'Y >. Dies ist nach Definition links-invariant und die
Rechts-Invarianz folgt genau aus der Ad-Invarianz von < .,. >. (Es gilt ndmlich Ad (h) =
Dry o DIy, fiir links-invariante Vektorfelder ist Ad (h)-Invarianz also dquivalent zu Drj,-
Invarianz.)

Fiir eine kompakte Lie-Gruppe G mit Killingform B ist nach Proposition 15 und Satz
6 —B ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf g. Deshalb folgt b) aus a). QED

Der folgende Satz zeigt, dass man fiir bi-invariante Metriken auf Lie-Gruppen die
Kriimmung direkt aus den algebraischen Eigenschaften der Lie-Algebra erhilt.

Satz 8 : Sei G eine Lie-Gruppe mit einer bi-invarianten Riemannschen Metrik. Dann
18t

1
VxY = 3 [X,Y]

K(X,Y) = 1 11X V]I

Ric (X, X) anqw

1
Seal =2 57 Il fesves) I
i,j=1
(In der Formel fir K (X,Y) haben wir angenommen, dass X und Y orthonormal sind.
{e1,...,en} ist eine ON-Basis mit X = e;. Ric(X,Y) kann man mit 4Ric(X,Y) =
Ric(X+Y,X+Y)—Ric(X -Y,X —-Y) berechnen.)
Insbesondere hat G eine Metrik mit nichtnegativer Schnitt- Krimmunyg.

Beweis:  Wir wenden die Formeln aus dem vorigen Abschnitt an. Fiir bi-invariante
Metriken auf G kann man diese Formeln deutlich vereinfachen.

Bi-invarianz der Metrik heifit, dass Ad (h) orthogonal (bzgl. der Metrik). ist. Die Lie-
Algebra der orthogonalen Matrizen sind die schiefsymmetrischen Matrizen. ad (h) ist also
(bzgl. der Metrik) schiefadjungiert, d.h. ad* = —ad. Damit ist ad (X)"Y +ad (V)" X =
—ad(X)Y —ad(Y)X = - [X,Y] - [V, X] = 0. Aus Gleichung (1) folgt

1
VXY:§[X,Y]. (3)
Damlt erhalten wir K(X Y) = ¢g(VxY, VyX) - g9(VyY,VxX) — g (Vix¥, X) =
X, X] Lo ([[X,Y],Y],X). Der zweite Summand ist

19 (X, Y], [V, X]) = 39 ([V, V]
Null der dritte Summand ist %
Insgesamt erhalten wir also
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g(ROXCY)Y,X) = L I [XY]I? (@
QED

Beispiel 30 : Flir jede invariante Metrik auf T™ gilt K = 0. (Auf einer abelschen
Gruppe sind linksinvariante Metriken auch rechtsinvariant.)

Beispiel 31 : Fir die durch die Killingform gegebene Metrik auf SU (2) ist K = 1.
Es gilt namlich —B (X Y) = —4Tr (XY), also | X ||*= —4Tr (X?) woraus fir die ON-

Basis \/—zH \/—X \/—Y aus Abschmtt 3.4, mit [iH,X] = 2Y,[iH,Y] = -2X,[X,Y] =

2iH, folgt dass K (iH,Y) = 35 || —=2X [?= —3Tr (X?) = 1,K (iH,X) = 55 || 2V |?’=
—3Tr (Y?) = LK(X,Y) = 55 || iH ||?= —=3Tr (—H?) = 1. (Tatsichlich kann man
zeigen, dass diese Metrik isometrisch zur Sphéire von Radius 1 ist.)

4.5 Isometriegruppen

Definition 46 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Diffeomorphismus f :
M — M heif$it Isometrie, wenn g (Df (v),Df (w)) = g (v,w) fir alle v,w € T,M,p € M
gilt. Wir bezeichnen Isom (M) ={f: M — M Isometrie }.

Man priift leicht nach, dass Isom (M) eine Gruppe ist.
Bemerkung: nach einem Satz von Myers-Steenrod ist I'som (M) eine Lie-Gruppe fiir jede
Riemannsche Mannigfaltigkeit M.

Lemma 27 : Sei f eine Isometrie, vy eine Geodite, dann ist f o~y eine Geodite.

Beweis:  Seien {z1,...,z,} lokale Koordinaten in einer Umgebung von p. Dann sind
{% ...,%} Koordinatenvektorfelder um p und, weil f ein Diffeomorphismus ist,

{Df (8“) ,...,Df (%) } Koordinatenvektorfelder um f (p).

Weil f eine Isometrie ist, 1463t es nach Lemma 23 die Christoffel-Symbole bzgl. dieser
Koordinatenvektorfelder invariant. Damit haben aber auch VxX und Vpyx)Df (X)
bzgl. dieser Koordinatenvektorfelder die selben Koeffizienten. Insbesondere gilt fur Y =
(foy) = Df (%) wieder VyY = 0. QED

Lemma 28 : Sei M eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M.
Seien fi, fa zwei Isometrien mit f1 (p) = fo (p) und Dpfi = Dpfo. Dann ist fi = f.

Beweis:
Weil f; eine Isometrie ist, bildet es Geoditen in Geodéten ab. Insbesondere ist also

fi1 (exp (tv)) = exp (tD (f1), (v)) fir alle v € T, M, entsprechend fiir fo. Daraus folgt
aber, dass f; und f> auf einer offenen Umgebung von p iibereinstimmen.
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SeinunU ={z € M : f; (x) = fo(x),Dyf1 = D, fo}. Das selbe Argument zeigt, dass
jeder Punkt in U eine offene Umgebung in U hat. U ist also offen. Andererseits ist U
offensichtliich abgeschlossen, denn aus z, — = und fi (z,) = fo (zn), Dz, f1 = Dy, f2
folgt wegen Stetigkeit der Ableitungen natiirlich auch z € U. Weil M zusammenhéingend
ist, ist also U = M. QED

Man kann also Isom (M) als Teilmenge von T\ M = {(z,v1,...,v,) 1 2 € M,v; € T, M,|| v; ||= 1}
auffassen, indem man fiir ein fest gewéhltes o € M und eine Basis vy, ..., v, von T, M

die nach Lemma 28 injektive Abbildung f — (f (o), Daof (V1) ..., Dao f (vpn)) benutzt.
Insbesondere ist Isom (M) kompakt, wenn M kompakt ist.

Korollar 7 : Isom (S®) =0 (n+1),Isom (H") = O (n,1).

Beweis:  Man priift leicht nach, dass alle Elemente von O (n + 1) Isometrien der S™
sind.

Wir betrachten x = (0,...,0,1) € S™ und die Standard-ON-Basis {e;,...,e,} von
T,S™ Jede Isometrie muss diese ON-Basis wieder auf eine ON-Basis abbilden. Um
zu zeigen, dass jede Isometrie ein Element von O (n + 1) ist, geniigt es nach Lemma
28 zu zeigen: sei y € S™ und {v1,...,v,} eine ON-Basis von T,S", dann gibt es ein
A€ O(n+1) mit Az =y und Ae; = v;.

Nun ist T,,S™ = {v eR" i<y, v >= 0}. Also ist y,vy,...,v, eine ON-Basis von
R"*!. Deshalb ist die Matrix A mit Spaltenvektoren vy,...,v,,y ein Element A €
O (n + 1). Offensichtlich gilt Az = y und Ae; = v;, woraus die Behauptung folgt.

Der Beweis flir H" ist dhnlich. QED

Korollar 8 : Auf Bogenlinge parametrisierte Geoddten in S™ sind von der Form ~ (t) =
costx+sintv mit x € S™ v € T,S™. Auf Bogenlinge parametrisierte Geoddten in H" sind
von der Form +y (t) = coshtx + sinhtv mit ¢ € H*,v € T,H".

Beweis:  Fiir n = 1 zeigt man die Behauptung leicht durch explizites Nachrechnen:
sei v(t) = (cos(s(t)),sin(s(t))) eine Kurve in S'. Die Bedingung, dass 4" normal zu
St ist (und die Parametrisierung auf Bogenlinge) ergibt, dass s (t) = ¢t + b Mit = =
(cosb,sinb) und v = (—sinb,cosb) folgt die Behauptung. Der Beweis f iir H' ist analog,
wenn man sin, cos durch sinh, cosh ersetzt..

Sei n > 2. Sei E der zweidimensionale lineare Unterraum durch z und v. Dann gibt es
Abbildungen A € O (n+ 1) mit A(1,0,0,...,0) = 2,4(0,1,0,...,0) = v. A 1y (t) ist
nach Lemma 27 eine Geodite. Sie liegt in S?, ist also von der Form cost (1,0)+sint (0, 1).
Daraus folgt v (t) = costx + sintv. Der Beweis fiir H" ist dhnlich.

QED

Orientierbarkeit. Sei V ein reeller Vektorraum. Zu je zwei Basen {eq,...,e,} und
{fi,..., fn} gibt es a;; € R mit f; = Zj ajje;. Sei A die Matrix mit Eintragen a;;.
Wir sagen, dass beide Basen gleich orientiert sind, wenn det (A) > 0, und dass sie un-
terschiedlich orientiert sind, wenn det (A) < 0. Dies definiert eine Aquivalenzrelation mit
genau zwei Aquivalenzklassen auf der Menge aller Basen eines gegebenen Vektorraumes.
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Fiir V = R" bezeichnen wir die Elemente in der Aquivalenzklasse der Standardbasis
als positiv orientiert, die anderen als negativ orientiert.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass ein Atlas {¢;} orientierbar ist, wenn
D (gi)i_l(bj) in allen Punkten positive Determinante hat (fiir alle 4, 7). Fiir eine orientier-
bare Mannigfaltigkeit (Mannigfaltigkeit mit orientierbarem Atlas) sagen wir, dass eine Ba-
sis vy, ..., v, von T, M positiv/negativ orientiert ist, wenn fiir z € U; gilt: D, d;v1, ..., Dydiv,
ist eine positiv/negativ orientierte Basis von T, (,)R" = R". (Wegen der Orientierbarkeit
des Atlas héngt das fiir z € U; N U; nicht davon ab, ob wir ¢; oder ¢; betrachten.)

Seien M, N orientierbare Mannigfaltigkeiten. Eine differenzierbare Abbildung f :
M — N heifit orientierungs-erhaltend wenn, fiir alle p € M, D, f positiv/negativ orien-
tierte Basen in positiv/negativ orientierte Basen abbildet. Mit Isom™ (M) bezeichnen
wir die Gruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien.

Beispiel 32 : I'som™ (S™) = SO (n + 1), Isom™ (H*) = SO (n,1).
Beispiel 33 : Isom™* (H?) = PSL (2, R).

Beweis:  Sei H? die hyperbolische Ebene, d.h. {z € C : Im () > 0} mit der Riemannschen
Metrik g, (v,w) = W (viwy + vows). Wir zeigen, dass die Isometriegruppe isomorph

Im
zu PSL(2,R) = SL(2,R)/ ~ (mit A ~ +A) ist. Tatsdchlich wirkt jede Matrix A =
< CCL Z > durch Az = %is. Man rechnet nach, dass DA, = ““ﬁjﬁ;ﬁg”“ = (czwlLd)Q
ist. Bs gilt Im (Az) = mlm (z) wegen Az — AZ = %. Damit ist A eine

Isometrie der hyperbolischen Metrik. Offensichtlich geben A und —A dieselbe Isometrie.
Wir miissen noch zeigen, dass jede Isometrie von dieser Form ist. Dafiir geniigt es we-
gen Lemma 28 (und weil eine ON-Basis von T.H? durch einen Vektor bereits festgelegt
ist) die folgende Behauptung zu zeigen: seien x + iy € H?,v € T,H?, dann gibt es ein
A e SL(2,R) mit Ai =z +1iy,DA;(0,1) =w.

Wir bemerken zunéchst, dass SO (2) C SL (2, R) den Punkt i auf sich abbildet und
man zu jedem w € T;H? ein K € SO (2) findet, welches den Tangentialvektor (0, 1) auf w
abbildet. Ferner kann man zu jedem Punkt 2 + iy € H? eine Matrix B = \gﬂ )

angeben, die i auf = + 4y abbildet. Wenn wir nun K € SO (2) so wéhlen, dass es (0,
w = DBxizyv abbildet, dann gilt mit A = BK, dass A (i) = z + iy und DA; (0,1
QED

\/ |_A
[,

Ubungsaufgaben 14 : (Modelle der hyperbollschen Ebene.)
Hyperboloid-Modell: M = {z € R® : 27 + 23 — 2} = —1,23 > 0} mit der Riemannschen
Metrik

gz ((v1,v2,03) , (W1, w2, w3)) = Viws + Vaws — V3W3.

Scheiben-Modell: N = {z € R? : 2} + 23 < 1} mit der Riemannschen Metrik

B (01,2) (w1, 02)) = " (v + vows).

(1_53% —73)
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Halbraum-Modell: O = {a: ER?:xy > 0} mit der Riemannschen Metrik

. 1
12 ((U1,U2) ; (w1=w2)) = 22 (Ulw1 + v2w2) .
2

a) Zeigen Sie: die durch

F($1=$2=$3):< Z1 To )

1+$3’1+1‘3

definierte Abbildung F' : M — N ist eine Isometrie.
b) Zeigen Sie: die durch

G (21, 22) = (2 1 9 2z + 1 1)

2 + (29 + 1)2’ 22 + (29 + 1)2

definierte Abbildung G : N — O ist eine Isometrie.

WEeil die verschiedenen Modelle der hyperbolischen Ebene isometrisch sind, erhalt man
insbesondere einen Isomorphismus SO (2,1) ~ PSL (2, R).

5 Homogene Raume

5.1 Homogene Riume (topologisch)

Wir betrachten zunéchst allgemein einen topologischen Raum M mit einer Aquivalenzrelation
~. Wir bezeichnen mit M/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und mit 7 : M — M/~
die kanonische Projektion. (D.h., wenn wir mit [z] die Aquivalenzklasse von 2 € M beze-
ichnen, dann ist « (z) = [z].) Auf M/ ~ definieren wir eine Topologie wie folgt: eine
Menge U C M/ ~ sei offen genau dann, wenn 7~ (U) offen in M ist.

Falls M ein metrischer Raum mit Metrik d ist, dann ist die so definierte Topolgie
auf M/ ~ genau die von der folgenden Metrik d erzeugten Topologie: d([z],[y]) :=
inf{d(a,b):a~z,b~y}.

Beispiel 34 : Auf R betrachten wir die Aquivalenzrelation © ~y < x —y = k fir ein
k € Z. Dann ist R/ ~ homéomorph zu S, ein Homdomorphismus ist gegeben durch
F:R/ ~— S' F ([z]) = > 2.

Wir werden in dieser Vorlesung den folgenden Typ von Aquivalenzrelationen betra-
chten. Sei G eine Lie-Gruppe und H eine Untergruppe. Wir definieren eine Aquivalenzrelation
~ auf G durch g1 ~ g2 & glggl € H. (Man priift leicht nach, dass aus den Grup-
penaxiomen fiir H folgt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.) Wir bezeichnen dann
G/H = G/ ~und 7 : G — G/H die Projektion «(g) = [g]. Wir betrachten G/H
mit der wie folgt definierten Topologie: eine Menge U C G/ H ist offen genau dann, wenn
71 (U) C G offen ist.

Beispiel 35 : R/Z ist homéomorph 2u S'. Der Homéomorphismus ist gegeben durch
F (a]) = 7.
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Jede abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe einer Untermannigfaltigkeit. Weil wir
dies nicht allgemein beweisen wollen, nehmen wir es im folgenden Satz als zusétzliche
Voraussetzung an.

Satz 9 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe, die eine Un-
termannigfaltigkeit ist. Dann ist G/H eine Mannigfaltigkeit.

Beweis:  Sei n = dim (G) ,k = dim (H). Wir wéhlen ein Komplement p zu h in g,
d.h. eine Zerlegung g = & p.

Fiir die durch F (p, h) = exp (p) exp (h) definierte Abbildung F : g=p® h — G gilt
DF, = id, also ist F' ein lokaler Diffeomorphismus um (0, 0). Es gibt also eine Umgebung
V von (0,0), so dass F' |y ein Diffeomorphismus ist. Weil H eine Untermannigfaltigkeit
ist, kbnnen wir V so klein wahlen, dass H Nexp (V) = exp(hNV) ist.

Wegen Stetigkeit kénnen wir eine kleinere Umgebung U C V C g finden, so dass aus
wy,up € U immer exp (u1) " exp (us) € exp (V) folgt.

Die Abbildung

7F |yro:pNU - G/H

ist stetig und offen. Um zu zeigen, dass sie ein Homdomorphismus auf ihr Bild ist, miissen
wir Injektivitdt nachpriifen. Sei also nF' (u1) = 7F (u2) € G/H fiir uy,us € pNU. Dann
folgt F (uy) = F (ug)h fiir ein h € H. Also h = exp(us) " exp(u1) € exp (V). Also
he Hnexp(V) =exp(hNV), woraus exp (u1) = exp (uz) exp (w) mit w € hN'V. Weil
F |y ein Diffeomorphismus ist, folgt w1 = ua,h = 1, womit wir Injektivitdt bewiesen
haben.

Zu [g] € G/H konnen wir also die Umgebung U, = {[gexp (v)] :v € pN U} und den
Homgomorphismus ¢, = (exp o) ! l,-1: Uy = pNU C p =Rk betrachten. Wenn
wir Fy : U — G durch F; (v) = gexp (v) definieren ist also ¢, = Fy |,. F, 'F, ist die
Verkniipfung differenzierbarer Abbildungen, also ist ¢y, ¢g_1 = Fh_ng | als Einschrinkung
einer differenzierbaren Abbildung auf p C g wieder differenzierbar. {(Uy, ¢4)} definiert
also einen differenzierbaren Atlas.

QED

Aus der Konstruktion des Atlas auf G/H folgt, dass die Projektion 7 : G — G/H
eine Submersion ist. Tatséchlich ist ihr Differential gerade die Projektion g — p.

Korollar 9 : Sei G eine Lie-Gruppe, H eine abgeschlossene Untergruppe. Dann ist §
eine Unter-Lie-Algebra und fiir jedes p C g mit g =bh®p ist D (mexp) : p — TG /H ein

Isomorphismus.

Beweis:  Weil die Inklusion H — G ein Homomorphismus ist, ist sein Differential,
die Inklusion h C g ein Lie-Algebren-Homomorphismus. Insbesondere ist h eine Unter-
Lie-Algebra. Der Isomorphismus p — Tj,)G/H folgt aus dem Beweis von Satz 9. QED

Beispiel 36 : T SL(n,R) /SO (n) ~ {A € sl(n,R): A= AT}.
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Beweis:  Jede Matrix in sl (n,R) 148t sich eindeutig als Summe einer symmetrischen
und einer schiefsymmetrischen Matrix zerlegen. Also ist sl (n,R) = p @ so(n) mit
p={Aesl(nR): A=A} QED

Definition 47 : FEine differenzierbare Wirkung einer Lie-Gruppe auf einer Mannig-
faltigkeit M ist eine differenzierbare Abbildung p : G x M — M mit u(e,x) = = und
p (g, i (h,x)) = p(gh, x) fir allex € M,g,h € G.

Korollar 10 : Sei u eine differenzierbare Wirkung einer Lie-Gruppe auf einer Mannig-
faltigkeit M, so dass fiir ein xg € M die durch F (g) = u(g,z0) definierte Abbildung
F : G — M eine surjektive Submersion ist. Sei H = {g € G : u(g,z0) = xo}. Dann ist
M diffeomorph zu G/H.

Beweis:  Man priift leicht nach, dass f ([g]) = u (g, o) eine Bijektion f : G/H — M
definiert.

Differenzierbarkeit von f ist dquivalent zu der Behauptung, dass fiir jede (im Beweis
von Satz 9 definierte) Karte ¢, von G/H die Verkniipfung f¢;" differenzierbar ist. Weil
p differenzierbar ist, ist auch die Einschrénkung p |Gxfs3: G — M und damit auch
K |Gxfaoy o€Zp : g — M differenzierbar. fgi)g’l ist aber gerade die Einschrankung dieser
Abbildung auf p C g, und damit ebenfalls differenzierbar.

Um zu zeigen, dass die Umkehrabbildung differenzierbar ist, geniigt es nachzupriifen,
dass f ein lokaler Diffeomorphismus ist. Nach Annahme ist DF' surjektiv. Andererseits
ist DF |p= 0. Also mufl Df = DF |, ein Isomorphismus sein. Damit ist f ein lokaler
Diffeomorphismus. QED

Beispiel 37 : u(A,z) = Az ist eine differenzierbare Wirkung von SO (n+ 1) auf S™.
Fiir xog = (0,...,0,1) ist F(A) = u (A, z0) eine surjektive Submersion mit H = SO (n).
Also ist S" = SO (n+ 1) /SO (n).

Genau so kann man eine Wirkung von O (n+ 1) auf S™ definieren und erhdlt S™ =
On+1)/0(n).

Analog ist H* = SO (n,1) /SO (n) = O (n,1) /O (n).

I"Jbungsaufgaben 15 : 1. Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine
Abbildung p : G x X — X mit u(e,z) = = und p(g,u(h,x)) = wu(gh,z) fir alle
x € X,g9,h € G. Man schreibt abkiirzend gz fir p(g,z). Eine Wirkung ist transitiv,
wenn es fiur alle x,y € X ein g € G mit gr =y gibt.

a) Zeigen Sie: fir jede Untergruppe H C G wird durch g1 [g2] = [g192] eine transitive
Wirkung von G auf G/H definiert.

b) Sei X eine Menge, vo € X. Zeigen Sie: eine Wirkung einer Gruppe G auf X ist
transitiv genau dann, wenn fir alle y € X ein g € G mit gy = y existiert.

¢) Sei p: G x X — X eine transitive Wirkung von G auf X, sei xg € X und H :=
{g € G:gxog =x0}. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwischen X und G/H.

2. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwischen H? = {z € C: Im (2) > 0} und dem homo-
genen Raum SL(2,R) /SO (2).

Hinweis: Zeigen Sie, dass durch ( (cl Z ) z= gjig eine Wirkung von ST (2,R) auf H
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definiert wird.

3. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der k-dimensionalen Untervek-
torréume des R" und dem homogenen Raum O (n) / (O (k) x O (n — k)).

Hinweis: Sei V.C R" ein k-dimensionaler Untervektorraum, A € O (n), dann ist auch
AV ={w :w = Av,v € V} ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

4. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwischen der Menge aller symmetrischen, positiv
definiten, Bilinearformen auf dem R™ und dem homogenen Raum GL (n,R) /O (n).
Hinweis: Sei B eine symmetrische, positiv definite, Bilinearform, und A € GL (n,R). Sei
A*B(z,y):=B (A’lsc, A’ly). Zeigen Sie, dass A*B eine symmetrische, positiv definite,
Bilinearform ist.

5.2 Homogene Riume (differentialgeometrisch)

Auf einem homogenen Raum G/H hat man eine wohldefinierte Linksmultiplikation , :
G/H — G/H fir alle ¢ € G. (Dagegen ist die Rechtsmultiplikation 7, nur dann
wohldefiniert, wenn H ein Normalteiler, d.h. ghg~* € H fiir alle h € H, g € G ist.)

Definition 48 : Sei g eine Riemannsche Metrik auf G und g eine Riemannsche Metrik
auf G/H. Seir: G| — G/H die Projektion, h = ker (D7) und p = b+ das orthogonale
Komplement bzgl. g. Wir sagen, dass 7 : G — G/H eine Riemannsche Submersion ist,
wenn g (DnX,DrY) =9(X,Y) fir alle X,Y € p ist.

Eine linksinvariante Metrik g auf G/ H ist eine Riemannsche Metrik mit g,, (DI, (X,), D, (Y})) =
gp (Xp,Y,) fiir alle X, Y € T,G/H, g € G. Wenn die Riemannsche Metrik g linksinvariant
ist, dann folgt aus der Koszul-Formel, dass auch der Levi-Civita-Zusammenhang, und
damit auch der Krimmungstensor, invariant unter allen Linksmultiplikationen mit Ele-
menten aus G ist.

Sei h € H. I, : G/H — G/H bildet [e] auf sich ab. Insbesondere haben wir mit
p ~ 111G/ H eine Abbildung Dlj : p — p.

Lemma 29 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe, die eine
Untermannigfaltigkeit ist. Sei go ein Skalarprodukt auf g, so dass go |y, Dlp-invariant ist,
fiir alle h € H. Dann ist durch §(X,,Y;)) = go (DI, Xy, DI;'Yy) und g (X1, V) =
g0 (DI,*Xy,DI;'Y,) eine Riemannsche Metrik auf G bzw. G/H definiert, mit der II
eine Riemannsche Submersion wird.

Korollar 11 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine kompakte Untergruppe. Dann gibt es
auf G/H eine links-invariante Riemannsche Metrik.

Beweis: ~ Wir bemerken zunéchst, dass ein Skalarprodukt go auf p ~ Tj,)G/H genau
dann durch g(X,,Y,) = go (DI;'X,,DI;'Y,) cine links-invariante Metrik auf G/H
definiert, wenn gg DIp-invariant fur alle h € H ist.

Wir starten nun mit einem beliebigen Skalarprodukt < .,. > auf g. Weil H kompakt
ist, gibt es auf H ein H-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl y. Dann ist
90 (X,Y) = [,; < DIy X, DI,Y > dp (h) ein Dly-invariantes Skalarprodukt auf p, fiir alle
h € H. Also erhalten wir eine links-invariante Metrik auf G/H. QED
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Sei also go ein (fir alle h € H) Dly-invariantes Skalarprodukt auf p. Dann erhal-
ten wir eine links-invariante Riemannsche Metrik ¢ auf G/H und eine links-invariante
Riemannsche Metrik g auf G.

Fiir x € G zerlegt sich der Tangentialraum 7,G = h @ p in den vertikalen Anteil
b = ker (D7,) und den horizontalen Anteil p = h*, welcher mittels der gegebenen links-
invarianten Riemannschen Metrik g definiert ist. Fiir Vektoren Z € T'G haben wir eine
eindeutige Zerlegung Z = Zy & Z, mit Zy € h und Z, € p. Aus der Konstruktion folgt,
dass D |, eine Isometrie ist.

Fiir Vektoren X € T (G/H) bezeichnen wir mit X € p den eindeutigen horizontalen Vek-
tor mit Dm (Y) = X. Wenn 7 eine Riemannsche Submersion ist, haben wir dann also
g(X,Y)=3g(X,Y).

Lemma 30 : Seien X,Y Vektorfelder auf G/H und X,Y ihre horizontalen Hochhebun-
gen. Dann ist [X,ﬂ — [X,Y] vertikal. Weiterhin ist [7, T] vertikal fiir jedes vertikale
Vektorfeld T .

Beweis:  Dies folgt aus D ([Y, Y] - [X, 7]) =[X,Y]-[X,Y] =0 und
Dr [X,T] = [X,0] = 0. QED

Korollar 12 : Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-invariante
Metrik auf G/H, so dass Dr |, eine Isometrie ist. Dann ist fir horizontale Vektorfelder

X. Y, Z und ein vertikales Vektorfeld T :
y([ya?]ai):g([X,Y],Z) (5)

7 ([X.1).7) =0. ©

Beweis:  Fiir beliebige Vektoren X,Y,Z € T'(G//H) und ihre horizontalen Hochhebun-
gen XY, 7 gilt:

3([X.7].2) =59 ([X.7],.Z) = (Dr [X.7],,DrZ) = g(IX,Y],2).
AuBerdem gilt fiir ein vertikales Feld T':
3(X.1).7) =5 ([X.7],.¥) = ¢ (Dr [X.T] V) =0.
QED
Lemma 31 : Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-invariante
Metrik auf G/H, so dass Dr |, eine Isometrie ist. Seien NV und V die Levi-Civita-

Zusammenhdnge. Seien X,Y links-invariante horizontale Vektorfelder und sei T ein
links-invariantes vertikales Vektorfeld. Dann ist

- - 1 —
ViV =VxV + 5 [XY],. (7)
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und
[X.7],.7). (8)

Beweis:

Seien V bzw. V die Levi-Civita-Zusammenhénge zu g bzw. g. Weil g linksinvariant
ist, gilt fiir links-invariante Vektorfelder X,Y, dass g (X,Y) konstant ist, insbesonder
Zg (X,Y) = 0. Mit der Koszul-Formel folgt aus Gleichung (5), daf

g (_Y_s 7) =9 (VXya Z)
und aus Gleichung (6), daf§

9 (V7. T) = 59 ([X.V

[R—

T

|

|

~
Q]

>
=l

Il

|
N
=
M
=

insgesamt also, daf}
N | _
VYY =VxY + 5 [Y’Y]b'

Fiir ein vertikales Vektorfeld T ist, unter Benutzung von [T, X] = V17X — V5T und
weil [X, T vertikal ist,

7(VrX.,Y) =79 (VT.Y) +g([T,X].,Y) =9 (VxT.Y).
Wegen g (T,Y) = 0ist g (VT,Y) +7 (VY,T) =0, also

§(VrX,Y) = -3 (Vx¥.T) = 53 ([X.7],.T).

QED

Satz 10 (O’Neill-Formel): Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-
invariante Metrik auf G/H, so dass Dt |, eine Isometrie ist. Dann gilt K (X,Y) =
K (X.Y)+ 3| [X.Y], | fiir XY €T, (G/H).

Beweis:  Seien X,Y € T, (G/H) orthonormale Vektoren. Dann ist

K(X,Y)=g(VxVyY,X) —g(VyVxY,X) - g (Vx,yV,X)

=Xg(VyY,X) —g(VyY,VxX) =Yg (VxY, X)+g(VxY,VyX)—g (Vix,vY, X)
=Xg(VvY,X) -5 (VY. VxX) =Yg (VxV,X) +3(VxV,VyX) =7 (Vix vV, X)
— e 1 /e —
= X5 (V7. X) -5 (V7. VxX) - V5 (V57 X) + 55 ([X. 7], .7)



_ — 1 — 2 1 ~ X~ 2 1 ~ 2
_K(X=Y)+O+§H [Yay]bn _ZH [Xay]hH +§ H [X=Y]h|| :

QED

Korollar 13 : Wenn wir eine bi-invariante Metrik auf G haben, gilt fir die induzierte
Metrik auf G/H: K (X,Y) = 1 || [X,Y], 12 + |l [X, Y], II?. Insbesondere hat G/H
nichtnegative Schnittkrimmung.

Beweis: o
K(X,)Y)=K(X,Y)+ 4| [X,Y], IP= 1 I [XCYTP +5 1| [X, Y], I QED

Beispiel 38 : Wir betrachten SO (3) /SO (2) mit der durch — B induzierten Riemannschen
Metrik. Dann ist K = 1.

0 1 0
Beweis:  Eine Basis von so (3) ist f1 = -1 0 0 |,fe=
0O 0 0

0 01
0 00 [.fz=
-1 0 O

0 0 O

0 0 1 . Man berechnet, [fl; fg] = f3, [fl; fg] = —f2, [fg, fg] = fl-

0 -1 0

Weil so (3) isomorph zu su (2) ist (mit einem Spur-erhaltenden Isomorphismus), ist
B(X,Y) = 4Tr (XY). Man berechnet Tr (fif;) = 0 fiir i # j und Tr (f?) = —8. Also
ist {%fl =12, 3} eine ON-Basis. Weil so (2) C so(3) von f; aufgespannt wird, wird

das orthogonale Komplement p von fy und f3 aufgespannt. Fiir die Schnittkrimmung
erhalten wir K(fg,fg,) = % || [fg,f3] ||2= 1. QED

6 Einstein-Mannigfaltigkeiten

6.1 Beispiele

Definition 49 : Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit M heifst Einstein-Mannigfaltigkeit,
wenn es eine Konstante ¢ € R mit Ric(X,Y) = cg(X,Y) fir alle X,Y gibt. (Man sagt
auch, M hat ’konstante Ricci-Krimmung’.)

Proposition 17 : Sei M eine n-dimensionale Einstein-Mannigfaltigkeit mit Ric = cg
fiir ein ¢ € R. Dann hat M konstante Skalarkrimmung Scal = nc.
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Beweis:  Seiey,...,e, eine ON-Basis von T, M. Dann ist Scal = Y ;.| Ric(e;, ;) =
S0 g (enes) = ne. QED

Die Feld-Gleichung der relativistischen Gravitationstheorie ist Ric — %Scalg =T fiir
den Energie-Impuls-Tensor 7. Im Vakuum ist 7' = 0 und man erhalt die obige Einstein-
Bedingung.

Beispiel 39 : Wenn die Schnittkrimmung von M konstant K ist, dann ist M eine
FEinstein-Mannigfaltigkeit mit c = (n — 1) K.

Insbesondere sind S™, E", H" Einstein-Mannigfaltigkeiten.

Beispiel 40 : Seien M, My FEinstein-Mannigfaltigkeiten mit der selben Konstante c.
Dann ist das Produkt M, x M, eine Einstein-Mannigfaltigkeit.

Beweis: Sei K die Schnittkrimmung von M;, K> die Schnitttkrimmung von Ms.
Dann ist K (X,Y) = K;(X,Y) falls XY € T,M;,i = 1,2 und K (X,Y) = 0 falls
X € T,M,,Y € T,M,. Daraus folgt, fir X € T,M; Ric(X,X) = Zy:l'm K (X,ej) =

27;1 K (X,e;) = Ricy (X, X), analog fiir X € T),M,. QED

Damit ist also S x S eine Einstein-Mannigfaltigkeit, obwohl die Schnittkriimmung
nicht konstant ist. Zum Beispiel hat die geoditische Mannigfaltigkeit S? x * Schnit-
tkriimmung 1, wihrend die geoditische Untermannigfaltigkeit S! x S! Schnittkriimmung
0 hat.

Definition 50 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fine Gruppe T C Isom (M)
heifit eine eigentlich diskontinuierliche Gruppe von Isometrien wenn gilt: fir alle x € M
gibt es eine offene Umgebung U C M mit gU NU = fiir alle g € T — {e}.

Lemma 32 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T C Isom (M) eine eigentlich
diskontinuierliche Gruppe von Isometrien. Dann ist M/T eine Mannigfaltigkeit und
w: M — M/T ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis:  m |y ist eine Bijektion auf sein Bild, nach Voraussetzung. Wir kénnen also,
fiir Karten ¢, um U,, {(77 (Uy), pam \5:)} als Atlas von M /T verwenden. QED

Wir benutzen diese lokalen Diffeomorphismen, um auf M /T eine Riemannsche Metrik
zu definieren. Weil die Einschrankung 7 |y dann eine Isometrie ist, hat die Riemannsche
Metrik von M/T in 7 (z) dieselbe Kriimmung wie M in z.

Korollar 14 : a) Wenn T eine eigentlich diskontinuierliche Untergruppe von Isom (S™)
ist, dann hat S™/T eine Metrik mit Schnittkrimmung konstant 1.

b) Wenn T eine eigentlich diskontinuierliche Untergruppe von Isom (R") ist, dann hat
R™ /T eine Metrik mit Schnittkrimmung konstant 0.

c) Wenn T eine eigentlich diskontinuierliche Untergruppe von Isom (H") ist, dann hat
H" /T eine Metrik mit Schnittkriimmung konstant —1.
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Insbesondere erhilt man weitere Beispiele von Einsteinmannigfaltigkeiten. Nach einem
Satz von Cartan liefern die Beispiele aus Korollar 14 (bis auf Reskalierung) alle Mannig-
faltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung. (Reskalierung bedeutet: fiir eine Man-
nigfaltigkeit mit Schnittkriimmung = 4c¢ kann man die Metrik mit ¢ multiplizieren und
erhélt eine Metrik mit Schnittkriimmung +1.)

Definition 51 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fine Gruppe T C Isom (M)
wirkt ohne Fixpunkte auf M, wenn gx # x fir alle x € M,g € T gilt.

Wirkungen endlicher Gruppen.

Lemma 33 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T C Isom (M) eine endliche
Gruppe, die ohne Fizpunkte auf M wirkt. Dann wirkt T eigentlich diskontinuierlich.

Beweis:  Sei x € M. Nach Voraussetzung ist d (z, gx) > 0 fiir alle g € I'. Weil T" endlich
ist, folgt daraus € :=inf {d(z,gz) : g € I'} > 0. Wihle U := B¢ (z). QED

Beispiel 41 : Bekanntlich ist 7 [pZ isomorph zu {{ € C: &P = 1}. Diese Gruppe wirkt
eigentlich diskontinuierlich auf S® durch & (z,w) = (£z,€w). Der Quotient heifit Linsen-
raum L (p, 1) und trigt also eine Metrik mit Schnittkriimmung = 1. L (2,1) = RP? heifit
reell-projektiver Raum.

Beispiel 42 Sei A5 C SO (3) die Isometriegruppe des Ikosaeders (isomorph zur Gruppe
der geraden Permutationen von 5 Elementen). Nach Proposition 8 haben wir eine sur-
jektive 2:1-Abbildung Ad : SU (2) — SO (3). T := Ad ! (45) ist eine Untergruppe von
SU (2) mit 120 Elementen. Weil S* eine Lie-Gruppe ist, ist SU (2) = S* C Isom (S?).
Also wirkt T' C SU (2) eigentlich diskontinuierlich auf S®. Der Quotient heifit Poincare-
Homologiesphare und trdgt also eine Metrik mit Schnittkrimmung = 1.

Wirkungen torsionsfreier Gruppen.

Definition 52 : Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Untergruppe I' C G ist diskret, wenn sie
eine O-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Mit anderen Worten: T ist diskret, wenn es zu jedem ~ € I eine offene Umgebung
U CGmnmit UNT = {v} gibt.

Beispiel 43 :1. Endliche Untergruppen sind diskret.

2. Wenn G kompakt ist, sind alle diskreten Untergruppen endlich.

3. Z™ C R™ ist diskret.

4. Seiw =13+ @z Dann ist Zw]={z2=a+bw € C,a,b € Z} C C diskret.
5.SL(2,Z)C SL(2,R) ist diskret.

6. SL(2,Z [w]) C SL(2,C) ist diskret.

Definition 53 : Fine Gruppe T' heisst torsionsfrei, wenn ¥™ # e fir alle v # e,n > 1
gilt.

Proposition 18 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jede diskrete, torsions-
freie Gruppe T' C Isom (M) wirkt ohne Fizpunkte auf M.
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Beweis: Seixz € M und G, = {g € G: gr = z}. G, bildet T, M auf sich ab und
erhilt das Skalarprodukt g,. Also ist G, ~ O (n), insbesondere ist G, kompakt. Die
diskrete Gruppe I' N G, muss also endlich sein. Weil T' torsionsfrei ist, folgt daraus
NG, = {e}, T wirkt also ohne Fixpunkte. QED

Lemma 34 : Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jede diskrete, torsionsfreie
Gruppe T C Isom (M) wirkt eigentlich diskontinuierlich auf M.

Beweis:  Sei x € M. Weil T ohne Fixpunkte wirkt, gilt d(z,gz) > 0 fir alle
g el —{e}.

Wenn es ein € > 0 mit d(z,gz) > € fiir alle g € T gibt, kénnen wir U = By (z)
wihlen und erhalten U N gU = § fiir alle g € T — {e}, also dass die Wirkung eigentlich
diskontinuierlich ist.

Wir nehmen nun an, dass es ein solches e¢ nicht gibt. Insbesondere gibt es also
g9; € T —{e} mit d (z, g;x) < +. Nun ist aber {g € Isom (M) : d (z, gz) < €} homdomorph
zu G, x B, (), insbesondere kompakt. Wir haben also eine konvergente Teilfolge g; —
goo € . Wegen d(z,g;z) < % ist d(z,gsox) = 0. Damit hat g einen Fixpunkt. Dies
widerspricht Proposition 18. QED

Beispiel 44 : Z" C R* C Isom (R") ist eine diskrete, torsionsfreie Untergruppe. Also
hat der Torus T" = R"/Z" eine Metrik mit Schnittkrimmung = 0.

Nach Thurston’s Geometrisierungs-Vermutung lasst sich jede "hinreichend komplizierte’
orientierbare 3-Mannigfaltigkeit als Quotient H? /T fiir eine diskrete, torsionsfreie Gruppe
[ C Isom™ (H*) = PSL(2,C) darstellen. Die dabei auftretenden I' sind zwangsldufig
sehr komplex, deshalb ist es nicht einfach, explizite Beispiele anzugeben. Die vielleicht
einfachste hyperbolische 3-Mannigfaltigkeit ist das Komplement des Achterknotens.

Beispiel 45 : Achterknoten-Komplement. Sei ' die Gruppe mit zwei Erzeugern a,b
und der einzigen Relation ab~'a 'ba = bab'a~'b. T ist torsionsfrei. Dann ist durch
p@ = (g 1) mdoe = 1,
PSL (2,C) = Isom™ (H?) definiert. Das Bild ist diskret, weil es in PSL (2,7 [w]) liegt.
Der Quotient H? /T trigt also eine Metrik mit Schnittkrimmung = —1. Man kann zeigen,
dass er homéomorph zum Komplement des Achterknotens in S® ist. (Dafiir geniigt es,
mit dem Wirtinger-Kalkiil auszurechnen, dass die Fundamentalgruppe isomorph zu T ist.)

ein injektiver Homomorphismus p : I' —

6.2 Symmetrische Raume

Homogene Riume miissen im allgemeinen keine Einstein-Mannigfaltigkeiten sein. In
diesem Abschnitt betrachten wir eine sehr allgemeine Klasse von homogenen Riumen,
die Einstein-Metriken tragen.

Definition 54 : Ein symmetrischer Raum ist ein zusammenhdngender homogener Raum
M = G/K (mit einer links-invarianten Riemannschen Metrik), so dass es zu jedemp € M
eine Isometrie J, € G mit J, (p) = p und DJ, = —Id gibt.
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Bemerkung: man kann zeigen, dass die Homogenitdt (und die Tatsache, dass die
Isometrie J zu G gehoért) aus den anderen Bedingungen folgt, also eigentlich iiberfliissig
ist. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass die Isometriegruppe eine Lie-Gruppe ist.
Weil wir diesen ziemlich technischen Satz hier nicht beweisen wollen, betrachten wir von
vornherein nur homogene symmetrische Raume.

Proposition 19 : Wenn M ein symmetrischer Raum, p € M und J, die Symmetrie zu
p ist, dann gilt Jp (v (t)) = v (—t) fir jede Geoddte v: R — M mit v (0) = p.

Beweis:  Dies folgt aus DJ, = —Id und Eindeutigkeit der Geodéten, sowie der Tat-
sache, dass nach Lemma 27 J, o vy eine Geodéte sein muss. QED

Bemerkung: Aus Proposition 19 folgt insbesondere, dass J, eindeutig bestimmt ist,
wenn es existiert. Man kann also auch J, durch Proposition 19 definieren und sagen,
dass M genau dann ein symmetrischer Raum ist, wenn alle .J, wohldefinierte Isometrien
sind. (Wohldefiniertheit heifit hier: wenn es zwei Geodéten 7,2 mit v; (0) = 72 (0) und
1 (t) = 72 (t) gibt, dann muss auch vy (—t) = o (—t) sein.)

Beispiel 46 : 1. S" =0 (n+1) /O (n) ist ein symmetrischer Raum.
2. R =Isom (R™) /O (n) ist ein symmetrischer Raum.
3. H" = O (n,1) /O (n) ist ein symmetrischer Raum.

Beweis:  In allen drei Fallen ist die durch Proposition 19 definierte Abbildung J,
wohldefiniert und eine Isometrie. QED

Sei M = G/K ein symmetrischer Raum und J = .Ji;) € G die Symmetrie in [e]. Dann
definieren wir eine Abbildung ¢ : G — G durch

o(g) = Jgd.

Aus Lemma 28 folgt, dass J? = id ist. Wegen J? = id ist 0? = id. Fiir die lineare
Abbildung Do, : g — g gilt damit ebenfalls (Dae)2 = I. Insbesondere sind die Eigenwerte
von Do, 1 und —1. Wir definieren

t:={Xe€g: Do, (X)=X}
p={Xe€g: Do, (X)=-X}.
Lemma 35 : Es gilt:
g=tap,
[e.6] C & [t.p] Cp,[p.p] CE

Beweis:  Jedes Element X € g lsst sich als X = 1 (X + Do X) + 3 (X — Do X) mit
1 (X +D.oX) € tund 3 (X — D.oX) € p zerlegen. Wegen N p = {0} folgt daraus die
erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt aus D.o [k, ks] = [Deoky, Dooks] = [k1, k2], Deo [k1,p2] =
[Deoky, Deops) = [k1, —p2] = — [k1,p2] und Do [p1, p2] = [Deopr, Deopa] = [—p1, —p2] =
[p1,p2] QED
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Beispiel 47 : Sei M = GL (n,R) /O (n) = SL (n,R) /O (n). Dann ist Do, (A) = —AT.

Lemma 36 : Sei M = G/K ein symmetrischer Raum. Dann ist € die Lie-Algebra zu K
und p ~ T[E]M.

Beweis:  Das ist ein Spezialfall von Korollar 9. QED

Fiir jedes g € G haben wir die Linksmultiplikation I, : M — M. Insbesondere ist
I ([e]) = [e] fiir alle k € K.

Definition 55 : Sei M = G/K ein symmetrischer Raum (mit einer links-invarianten
Riemannschen Metrik). Seine Isotropie-Darstellung

p: K — Aut(p)
ist gegeben durch
p(k) = D[e]lk-

M heifst isotropie-irreduzibel wenn p irreduzibel ist.
Beispiel 48 : SO (n+1) /SO (n) und SO (n,1) /SO (n) sind isotropie-irreduzibel.

Beweis:  In beiden Féllen ist p die Standard-Darstellung von SO (n) auf R”, welche
irreduzibel ist. QED

Satz 11 : Isotropie-irreduzible symmetrische Riume sind FEinstein-Mannigfaltigkeiten.

Beweis: ~ Weil die Metrik invariant unter [, ist, ist auch die Ricci-Kriimmung invariant
unter lg, fiir alle & € K. Insbesondere ist jeder Eigenraum von Ricy,) invariant unter p
(wenn wir die Bilinearform Ricp) mittels des Skalarprodukts g als lineare Abbildung
auffassen). Weil Ricp) symmetrisch ist, ist es diagonalisierbar. Wegen Irreduzibilitét von
p folgt daraus aber, dass es nur einen Eigenraum gibt. Also Ricp) = Agj). Weil g und
Ric invariant unter I, sind, folgt dann Ricp, = Ag[,) fiir alle g € G. QED

6.3 Typen symmetrischer Rdume (I"Jberblick)

Definition 56 : Sei g eine Lie-Algebra, ¢ C g eine Unter-Lie-Algebra. Die Zerlegung
g =EDp heift eine Cartan-Zerlegung von g, wenn gilt: [€,€] C & [€,p] C p,[p,p] C €, und
wenn By positiv definit ist.

Hierbei ist By definiert durch By (X,Y) := B (X,0Y) fir die Killingform B und die
durch 8 |¢=id,0 |,= —id definierte Abbildung 6 :g — g.

Beispiel 49 : sl (n,C) = su(n) & p mit p = {A €sl(n,C) : A= ZT} ist eine Cartan-
Zerlegung.

Fiir jeden symmetrischen Raum G/K haben wir die Involution s = Do, und die
Zerlegung g = € @ p aus Abschnitt 6.2. Wir benutzen dies fiir die folgende Definition.
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Definition 57 : FEin symmetrischer Raum ist von kompaktem Typ, wenn g negativ defi-
nite Killing-Form hat.

Ein symmetrischer Raum ist von euklidischem Typ, wenn p abelsch ist, d.h. [X,Y] =0
fiir alle X, Y € p.

Ein symmetrischer Raum ist von nichtkompaktem Typ, wenn die Killingform von g nicht
entartet, aber nicht negativ definit, ist, und g = € ® p eine Cartan-Zerlegung ist.

Bemerkung: man kann zeigen, dass sich jeder symmetrische Raum als Produkt sym-
metrischer Rdume zerlegen 148t, die von einem dieser drei Typen sind.

Fir kompakte symmetrische Rdume definiert die Killingform eine linksinvariante Rie-
mannsche Metrik. Fir euklidische symmetrische Rdume haben wir die Standardmetrik.
Das folgende Lemma definiert eine linksinvariante Riemannsche Metrik auch auf sym-
metrischen Raumen von nichtkompaktem Typ.

Lemma 37 : Sei K eine mazimale kompakte Untergruppe einer Lie-Gruppe G und M =
G/K ein symmetrischer Raum von nichtkompaktem Typ. Sei B die Killingform von g.
Dann ist B |¢ negativ definit und B |, positiv definit. Insbesondere definiert B eine
G-invariante Riemannsche Metrik auf M.

Insbesondere kann man auf der Lie-Algebra einer halbeinfachen Lie-Gruppe ein Ad-
invariantes Skalarprodukt < .,. > definieren durch < k, k >= —B (k, k) , < k,p >=0,<
p,p >= B (p,p) fiir k € t,p € p.

Beispiel 50 : G/K = SL(n,R) /SO (n). Die Killingform ist B(X,Y) = 2nTr (XY).
Wenn X FEigenwerte \; hat, ist also B (X, X) =" A?. X € t ist schiefsymmetrisch, hat
also rein-imagindre Eigenwerte, woraus B (X, X) < 0 folgt. X € p ist symmetrisch, hat
also reelle Figenwerte, woraus B (X, X) > 0 folgt.

Lemma 38 : Symmetrische Raume von kompaktem Typ haben Schnittkrimmung > 0,
symmetrische Raume von euklidischem Typ haben Schnittkrimmung 0, symmetrische
Rdume von nichtkompaktem Typ haben Schnittkriimmung < 0.

Beispiel 51 : M = SL (n,R) /SO (n) ist ein symmetrischer Raum von nichtkompaktem
Typ. Es ist isometrisch zu Pos (n,R) C SL (n,R), dem Unterraum der positiv definiten
symmetrischen Matrizen. Man kann zeigen, dass die Schnittkriimmung der Ebene durch
X undY

K(X,Y)=~|[X,Y]P<0

ist. Insbesondere ist ein 2-dimensionaler Unterraum flach (K=0) genau dann, wenn sein
Tangentialraum eine abelsche Lie-Algebra ist.

M enthdlt Flachs vom Rang n — 1, d.h. n — 1-dimensionale Unterrdume der Schnit-
tkriimmung 0, 2.B. den Unterraum aller Diagonalmatrizen. Der Falln = 1, M = H? ist
also in diesem Beispiel der einzige Fall mit echt negativer Schnittkrimmunyg.

Lemma 39 : Der symmetrische Raum G1/K mit g1 = € ® p ist von kompaktem Typ
genau dann, wenn der symmetrische Raum G2/K mit go = € @ ip von nichtkompaktem
Typ ist.
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Beweis: ~ Wenn B auf gi negativ definit ist, dann ist B |¢ negativ definit und B |;
positiv definit. Daraus kann man herleiten, dass g = € @ ip eine Cartan-Zerlegung ist.
QED

Unter dieser Dualitit geht zum Beispiel S™ in H" iiber. Dies, und die Identitéiten
sin (t) = sinh (it) , cos (t) = cosh (it), sind der tiefere Grund fiir viele analoge Formeln in
sphérischer und hyperbolischer Geometrie.

6.4 Geometrie von Raumen nichtpositiver Kriimmung (fJberblick)

Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) haben wir eine Metrik definiert als d (z,y) =
inf{fol [+ (@) ] dt}, wobei das Infimum iiber alle Kurven mit v (0) = z,y(1) = y

genommen wird.
Man kann dies insbesondere auf die Mannigfaltigkeit T}, M mit dem (konstanten) Skalarpro-
dukt g, anwenden.

Definition 58 : Wir sagen, dass eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtpositive Krimmung
hat, wenn fir alle Tangentialvektoren v,w € T,M und alle X\ € R gilt:

d (expv, expw) > d (v, w)
und
d (expv, exp (Av)) = d (v, \v) .
Wir sagen, dass M lokal nichtpositive Krimmung hat, wenn es zu jedem p € M eine >0

gibt, so dass die obigen Bedingungen fir alle v,w mit || v ||,|| w ||< € gelten.

Bemerkung: Nach einem Satz von Rauch gilt, dass Riemannsche Mannigfaltigkeiten M
mit Schnittkriimmung K < 0 im Sinne dieser Definition lokal nichtpositive Kriimmung
haben. Wenn M einfach zusammenhingend ist und K < 0, hat es nichtpositive Kriimmung.
Aus I"Jberlagerungstheorie folgt also, dass man jede Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkriimmung K < 0 als Quotienten M /T fiir eine im Sinne obiger Definition nicht-
positiv gekriimmte Mannigfaltigkeit M und eine diskrete GruppeI' C I'som (]\7) darstellen

kann.
Lemma 40 : Wenn M lokal nichtpositive Krimmung hat, dann gibt es eine Mannig-
faltigkeit M nichtpositiver Krimmung und eine diskrete Gruppe I' C Isom (M) mit
M = M/T.
Definition 59 : Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit heisst CAT(0)-Raum, wenn fir jede
Geoddite v : R — M mit v(—t) = x1,7(0) = 2,7 (t) = z2 fir ein t € R und fir jeden
Punkt x € M gilt:

d(z1,22) +4d (2, 2)* < 2d(z,21)* + 2d (z,32)° .

Im euklidischen R? gilt Gleichheit in dieser Ungleichung. Man kann also sagen, dass
eine Mannigfaltigkeit ein CAT(0)-Raum ist, wenn alle geodatischen Dreiecke (mit gegebe-
nen Seitenléingen) diinner sind als die entsprechenden Dreiecke im R? (d.h. kleineren
Inkreisradius haben).
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Lemma 41 : Wenn eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtpositive Krimmung hat,
dann ist sie ein CAT(0)-Raum.

Beweis:  In T, M gilt Gleichheit in der zu beweisenden Ungleichung. ezp (mit exzp (0) =
z) erhilt d (z1,x2) ,d (x,0) und vergroBert d (z,z1) ,d (z,x2). QED

Korollar 15 : Wenn eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nichtpositive Krimmung hat,
dann gibt es durch je zwei Punkte eine eindeutige Geoddte.

Beweis:  Seien 71,72 Geoddten mit £, = v (0) = 72 (0) und 2o = vy (1) = % (1).
Wende die CAT(0)-Eigenschaft mit z = v, (1) und z = 4 (3) an. Man erhilt d (z,2) =0,
also z = z. Dies kann man iterieren und erhilt v (5x) = 72 (55) fiir alle k. Damit muf
aber auch v} (0) = 4 (0) sein, woraus v, = 72 folgt. QED

Definition 60 : Zwei Geoddten heissen parallel, wenn sie beschrinkten Abstand haben.
Der ideale Rand O M ist die Menge der Aquivalenzklassen von Geoditen.

Lemma 42 : Sei M eine Mannigfaltigkeit nichtpositiver Krimmung und M = MUBDOM
mit der Kegel-Topologie. Dann ist M ~ B?,0,0M ~S™ ' M ~R".

Lemma 43 : Sei M eine Mannigfaltigkeit nichtpositiver Krimmung. Jede Isometrie
f: M — M induziert eine stetige Abbildung f : M — M.

Beispiel 52 : Jede Isometrie des H" gehdrt zu einem von drei Typen: elliptisch (Fix-
punkt in H" ), parabolisch (ein Fizpunkt in O-,H" ) oder hyperbolisch (zwei Fizpunkte in
O H™ ).

Insbesondere erhélt man zu jeder Mannigfaltigkeit lokal nichtpositiver Kriimmung

M = M/I‘ eine Wirkung von I' auf 0., M, die i.a. nicht eigentlich diskontinuierlich,
sondern sehr chaotisch ist.
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