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1 Lie-Gruppen (topologis
h)1.1 Di�erenzierbare MannigfaltigkeitenDe�nition 1 : Sei X eine Menge. Eine Karte auf X ist eine o�ene Teilmenge U � Xmit einer Bijektion � : U ! V auf eine o�ene Teilmenge V := � (U) � Rn .Die Punkte in U werden also eindeutig dur
h n reelle Parameter bes
hrieben. Manbezei
hnet Karten h�au�g au
h als lokale Koordinaten oder lokale Parametrisierungen.De�nition 2 : Sei X eine Menge. Ein Atlas auf X ist eine Menge von Karten f(Ui; �i)gi2I ,so dass X = [i2IUi und f�ur alle i; j 2 I�i��1j : �j (Ui \ Uj)! �i (Ui \ Uj)ein Di�eomorphismus zwis
hen o�enen Teilmengen des Rn ist.Hierbei hei�t eine Abbildung f zwis
hen o�enen Teilmengen des Rn ein Di�eomor-phismus, wenn f eine Bijektion ist und sowohl f als au
h f�1 beliebig oft di�erenzierbarsind.Beispiel 1 : Sei X eine o�ene Teilmenge des Rn . Dann ist f(X; id)g ein Atlas.Beispiel 2 : Sei X = R=Z und p : R ! R=Z die dur
h p (x) = [x℄ gegebene Abbil-dung (d.h. jedem Punkt wird seine �Aquivalenzklasse zugeordnet. Sei I = f1; 2g ; U1 =p (0; 1) ; U2 = p �� 12 ; 12�. Die Eins
hr�ankungen von p auf (0; 1) bzw. �� 12 ; 12� sind injek-tiv, so dass wir auf U1 bzw. U2 Umkehrabbildungen zu p eindeutig de�niert haben. Dannist ��U1; p�1� ; �U2; p�1�	 ein Atlas. Es ist�1 (U1 \ U2) = �0; 12� [ �12 ; 1� ; �2 (U1 \ U2) = ��12 ; 0� [�0; 12��2��11 (x) = � x x 2 �0; 12�x� 1 x 2 � 12 ; 1� : �De�nition 3 : Sei X eine Menge. Zwei Atlanten f(Ui; �i)gi2I und f(Uj ; �j)gj2J hei�enkompatibel, wenn die Vereinigung f(Ui; �i)gi2I[J ein Atlas ist.Kompatibilit�at ist eine �Aquivalenzrelation. Wir werden sp�ater sehen, dass die Anal-ysis auf kompatiblen Atlanten im wesentli
hen dieselbe ist. Deshalb sagen wir, dasskompatible Atlanten dieselbe Di�erentialstruktur bestimmen.De�nition 4 : Eine Di�erentialstruktur auf einer Menge X ist eine �Aquivalenzklassevon Atlanten.De�nition 5 : Eine n-dimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Menge Xmit einer Di�erentialstruktur, wobei alle Karten Abbildungen auf o�ene Teilmengen desRn sind. 2



Ein topologis
her Raum ist eine Menge X mit einer Familie von Teilmengen, die also�ene Mengen bezei
hnet werden. (Man setzt voraus, dass beliebige Vereinigungen undendli
he Dur
hs
hnitte o�ener Mengen wieder o�en sind, au�erdem dass ; und X o�eneMengen sind.) Eine Menge A hei�t abges
hlossen, wenn X�A o�en ist (�aquivalent: wennaus xk ! x und xk 2 A folgt x 2 A).Typis
hes Beispiel eines topologis
hen Raumes ist der Rn mit den �ubli
hen o�enenMengen. Ein allgemeineres Beispiel ist ein beliebiger metris
her Raum, wobei eine MengeU o�en hei�t, wenn es zu jedem x 2 U eine in U enthaltene o�ene Kugel um x gibt.F�ur eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit M de�nieren wir eine Topologie wie folgt:eine Menge V � M hei�t o�en, wenn f�ur alle i 2 I gilt: �i (V \ Ui) ist eine o�eneTeilmenge des Rn . Mit dieser De�nition wird M ein topologis
her Raum.Proposition 1 : F�ur jedes i 2 I ist �i : Ui ! �i (Ui) ein Hom�oomorphismus.Bemerkung: es ist in der Literatur �ubli
h, no
h folgende beiden Bedingungen an einedi�erenzierbare Mannigfaltigkeit zu stellen: die Topologie soll Hausdor�s
h sein (d.h. zuje zwei Punkten �ndet man disjunkte o�ene Umgebungen) und es soll einen abz�ahlbarenAtlas geben. Wir werden diese Voraussetzungen in dieser Vorlesung zwar ni
ht benutzen,sie werden aber jedenfalls in allen vorkommenden Beispielen erf�ullt sein.De�nition 6 : Seien M;N di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten mit di�erenzierbaren At-lanten f(Ui; �i)g bzw. f(Vj ;  j)g. Eine Abbildung f :M ! N hei�t di�erenzierbar, wennf�ur alle i; j die Abbildung  �1j f�i di�erenzierbar ist. Eine di�erenzierbare Abbildung fhei�t Immersion bzw. Submersion in einem Punkt p 2 M , wenn f�ur alle i; j das Di�er-ential von  �1j f�i (in ��1 (p)) injektiv bzw. surjektiv ist.Aus der Di�erenzierbarkeit der Karten�uberg�ange �i��1j bzw.  i �1j folgt, dass esgen�ugt, diese Bedingungen f�ur jeden Punkt bzgl. jeweils einer Karte na
hzupr�ufen.Wir bemerken no
h, dass di�erenzierbare Abbildungen o�ensi
htli
h stetig sind (d.h.,Urbilder o�ener Mengen sind o�en).Satz 1 : Sei M eine di�erenzierbare (n+m)-Mannigfaltigkeit und f : M ! Rm einedi�erenzierbare Abbildung, die eine Submersion in allen Punkten von f�1 (0) ist. Dannist f�1 (0) eine di�erenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit.Beweis: Es gen�ugt die Behauptung, f�ur o�ene Teilmengen M = U � Rn+m zu be-weisen.Sei also U � Rn+m und f (x1; : : : ; xn+m) = (f1 (x1; : : : ; xn+m) ; : : : ; fm (x1; : : : ; xn+m)).Sei a 2 f�1 (0). Na
h Voraussetzung hat Dfa Rang m. Na
h Vertaus
hung der Koor-dinaten x1; : : : ; xn+m k�onnen wir annehmen, dass die Matrix � �fi�xj �1�i;j�m invertierbarist.Wir betra
hten nun G : Rn+m ! Rn+m de�niert dur
hG (x1; : : : ; xn+m) = (f (x1; : : : ; xn+m) ; xm+1; : : : ; xm+n) :DGa = � DFa �0 I � ist invertierbar. Na
h dem Satz �uber die Umkehrabbildung gibtes dann Umgebungen Ua � Rn+m von a und VG(a) � Rn+m von G (a), so dass G :3



Ua ! VG(a) ein Di�eomorphismus ist. Dieser Di�eomorphismus bildet Ua \ f�1 (0) na
hVG(a)\(f0gm � Rn ) ab. Verkn�upfung mit dem Di�eomorphismus f0gm�Rn ! Rn liefertalso einen Di�eomorphismus �a von Ua \ f�1 (0) auf eine Teilmenge des Rn .Damit haben wir um jedes a 2 f�1 (0) eine Karte de�niert. Wir m�ussen no
h zeigen,dass die so de�nierten Karten kompatibel sind. Wenn Ua \ Ub 6= ;, dann ist f�ur die wieoben de�nierten Di�eomorphismen Ga; Gb insbesondere die Eins
hr�ankung von GbG�1aauf Ga (Ua \ Ub) ein Di�eomorphismus, woraus die Kompatibilit�at lei
ht folgt. QEDBeispiel 3 : Sn = f�1 (0) f�ur die dur
h f (x) =k x k2 �1 de�nierte Abbildung f :Rn+1 ! R. Es ist Dfa = 2a 6= 0 f�ur a 2 Sn, also ist Sn eine di�erenzierbare Mannig-faltigkeit.De�nition 7 : Eine Bijektion f :M ! N zwis
hen di�erenzierbaren Mannigfaltigkeitenist ein Di�eomorphismus, wenn f und f�1 di�erenzierbar sind.Wenn f ein Di�eomorphismus ist, mu� es insbesondere Immersion und Submersion sein.Tangentialvektoren. Sei M eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, x 2 M . Ein (dif-ferenzierbares, parametrisiertes) Kurvenst�u
k dur
hM ist eine di�erenzierbare Abbildung
 : (��; �) ! M mit � > 0 und 
 (0) = x. Zwei Kurvenst�u
ke 
1 : (��1; �1) ! Mund 
2 : (��2; �2) ! M hei�en �aquivalent, wenn es eine Karte � : U ! V � Rnmit x 2 U gibt, so dass (� Æ 
1)0 (0) = (� Æ 
2)0 (0) gilt. (Diese Eigens
haft ist un-abh�angig von der Wahl der Karte: sei �2 : U2 ! V2 eine zweite Karte, dann ist�2 Æ 
i = ��2��1�� Æ 
i for i = 1; 2, insbesondere folgt aus (� Æ 
1)0 (0) = (� Æ 
2)0 (0)au
h (�2 Æ 
1)0 (0) = D ��2��1� (� Æ 
1)0 (0) = D ��2��1� (� Æ 
2)0 (0) = (� Æ 
2)0 (0).)Dies de�niert eine �Aquivalenzrelation und wir de�nieren den Tangentialraum TxM anMin x als die Menge der �Aquivalenzklassen. Die �Aquivalenzklassen von Kurvenst�u
k
henwerden als Tangentialvektoren bezei
hnet.F�ur M = Rn erh�alt man TxM = Rn vermittels der Bijektion [
℄ ! 
0 (0). (Injektivit�atfolgt aus der De�nition der �Aquivalenzrelation, Surjektivit�at erh�alt man, in dem man zuv 2 Rn z.B. die Kurve 
 (t) = x+ tv betra
htet.)F�ur allgemeines x 2 M mit einer Karte � : U ! V � Rn erhalten wir analog, na
hDe�nition von TxM , eine Bijektion zwis
hen TxM und T�(x)Rn = Rn . Wir k�onnen dieseBijektion benutzen, um auf TxM Addition und Skalarmultiplikation zu de�nieren. DieseVektorraum-Operationen h�angen ni
ht von der gew�ahlten Karte (U; �) ab, weil f�ur jedeandere Karte (U2; �2) die Abbildung D ��2��1� ein Vektorraum-Isomorphismus ist.Der Tangentialraum TM von M istTM = [x2MTxM:Er ist ein sogenanntes Vektorraumb�undel, d.h. jedes TxM ist ein Vektorraum, und dieVektorraumoperationen h�angen di�erenzierbar von M ab.K�urzer, aber weniger ans
hauli
h, lassen si
h die bisher gema
hten De�nitionen wie folgtzusammenfassen.De�nition 8 :a) F�ur eine o�ene Teilmenge V � Rn de�nieren wir TV = V � Rn = [x2V fxg � Rn4



mit den Vektorraum-Operationen (x; v1)+ (x; v2) = (x; v1 + v2) und � (x; v) = (x; �v) f�ur� 2 R.b) F�ur eine Mannigfaltigkeit M mit Atlas f(Ui; �)gi2I de�nieren wir TM alsTM = [i2I (Ui � Rn ) = �mit (x; v) � �x;D ��i��1j � v�f�ur alle x 2 Ui\Uj . F�ur x 2M hei�t die Menge aller [(x; v)℄ der Tangentialraum TxMin x. Die Vektorraumoperationen sind de�niert dur
h [(x; v1)℄ + [(x; v2)℄ = [(x; v1 + v2)℄und � [(x; v)℄ = [(x; �v)℄ f�ur � 2 R.De�nition 9 : Sei f : M ! N eine di�erenzierbare Abbildung. Seien f(Ui; �i)g undf(Vj ;  j)g di�erenzierbare Atlanten f�ur M bzw. N . Dann de�nieren wir das Di�erentialDf : TM ! TN wie folgt.Sei x 2 Ui � M und f (x) 2 Vj � N . Sei [(x; v)℄ 2 TM . Dann de�nieren wirDf [(x; v)℄ = ��f (x) ; D � jf��1i � (v)�� 2 Tf(x)N .Aus der De�nition von � folgt, dass dies wohlde�niert (unabh�angig von der Wahl von �iund  j) ist.Wir bezei
hnen die Eins
hr�ankung von Df auf fxg�Rn= � mit Dfx. F�urM = Rn ; N =Rk erh�alt man die �ubli
he De�nition von Dfx.Proposition 2 : F�ur di�erenzierbare Abbildungen f : M1 ! M2; g : M2 ! M3 undx 2M1 gilt: D (g Æ f)x = Dgf(x) ÆDfx; D (id)x = id.F�ur eine Teilmenge P � N einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit N de�nieren wirdie Teilraumtopologie wie folgt: eine Menge in P sei o�en gdw. sie der Dur
hs
hnitt vonP mit einer in N o�enen Menge ist.Ein Hom�oomorphismus ist eine Bijektion f , so dass f und f�1 stetig sind.De�nition 10 : Seien M;N di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine di�erenzierbareAbbildung e :M ! N hei�t Einbettung, wenn sie ein Hom�oomorphismus vonM auf e (M)(mit der Teilraumtopologie) ist und f�ur alle x 2M das Di�erential Dex : TxM ! Te(x)Ninjektiv ist.De�nition 11 : Sei N eine di�erenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teil-menge M � N ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn sie das Bild einerEinbettung ist, �aquivalent: wenn es einen Atlas von N gibt, so dass man zu jedem x 2Meine Karte � : U ! N mit � (U \ Rm ) = � (U) \M hat.Bemerkung: Na
h einem Satz von Whitney gilt: wenn eine di�erenzierbare Man-nigfaltigkeit Mn Hausdor� ist und einen abz�ahlbaren Atlas besitzt, dann gibt es eineEinbettung e :Mn ! R2n . (Hierbei bezei
hnet der Supers
ript n die Dimension vonM .)5



�Ubungsaufgaben 1 :1. Seien M und N di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Atlanten f(Ui; �i) : i 2 Ig f�urM bzw. f(Vj ;  j) : j 2 Jg f�ur N .Sei M �N = f(x; y) : x 2M; y 2 Ng. Zeigen Sie, dass f(Ui � Vj ; �i �  j) : i 2 I; j 2 Jgeine di�erenzierbare Struktur auf M �N de�niert.(F�ur �i : Ui ! Rm und  j : Vj ! Rn ist �i �  j : Ui � Vj ! Rm+n de�niert dur
h�i �  j (x; y) = (�i (x) ;  j (y)).2. SeiMat (n;R) die Menge der reellen n�n-Matrizen und GL (n;R) = fA 2Mat (n;R) : det (A) 6= 0g.Geben Sie eine di�erenzierbare Struktur (d.h. einen Atlas) an, mit dem GL (n;R) einen2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.3. Zeigen Sie, dass es auf der Menge �(x; y) 2 R2 : x4 = y2	 keinen di�erenzierbarenAtlas geben kann.4. Sei Sn = �x 2 Rn+1 :k x k= 1	. Zeigen Sie, dass Sn mit f(U1; �1) ; (U2; �2)g mitU1 = fx 2 Sn : xn+1 6= �1g ; U2 = fx 2 Sn : xn+1 6= 1g ;�1 (x1; : : : ; xn+1) = � x11 + xn+1 ; : : : ; xn1 + xn+1� ; �2 (x1; : : : ; xn+1) = � x11� xn+1 ; : : : ; xn1� xn+1�eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit ist.5. Zeigen Sie, dass die folgenden Atlanten auf S1 kompatibel sind:- der Atlas f�ur R=Z (Beispiel 2),- der dur
h stereographis
he Projektion gegebene Atlas (Aufgabe 4),- der Atlas als Nullstellenmenge von F (x1; x2) = x21 + x22 � 1 (Satz 1).6. Sei f : Rm+n ! Rn eine Submersion und M = f�1 (0) mit der di�erenzierbarenStruktur aus Satz 1. Zeigen Sie: TM = f(x; v) : x 2M;Dxf (v) = 0g.7. Zeigen Sie: TSn = �(x; v) 2 Rn+1 � Rn+1 :k x k= 1; < x; v >= 0	.1.2 Lie-GruppenDe�nition 12 : Eine Lie-Gruppe ist eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit G, die eineGruppe ist, so da� die Gruppenmultiplikation G � G ! G und die Inversion G ! Gdi�erenzierbare Abbildungen sind. Ein Morphismus f : G ! H ist eine di�erenzierbareAbbildung, die ein Gruppenhomomorphismus ist. Ein Isomorphismus von Lie-Gruppenist ein Morphismus f , zu dem es einen inversen Morphismus f�1 gibt.Beispiel 4 : F�ur g 2 G bezei
hne lg : G! G die Linksmultiplikation lg (h) = gh. lg istkein Homomorphismus, aber ein Di�eomorphismus von G mit Inversem lg�1 .Analog ist die dur
h rg (h) = hg de�nierte Re
htsmultiplikation rg : G ! G ein Di�eo-morphismus.Wir bezei
hnen mit Mat (n;R) die Menge der n� n-Matrizen mit reellen Eintr�agen.Mat (n;R) ist keine Gruppe, weil es ni
ht-invertierbare Elemente gibt. Es ist jedo
heine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn man es mit Rn2 identi�ziert. Wir werden imfolgenden f�ur alle Teilmengen von Mat (n;R) die Unterraumtopologie in Rn2 betra
hten.(Mit anderen Worten: f�ur eine Folge von Matrizen An gilt An ! A genau dann, wennalle Eintr�age gegen die Eintr�age von A konvergieren.)6



Beispiel 5 : GL (n;R) = fA 2Mat (n;R) : det (A) 6= 0g ist eine Lie-Gruppe.Beweis: GL (n;R) ist eine o�ene Teilmenge von Rn2 . Als di�erenzierbaren Atlas kannman also w�ahlen f(U1; �1)g mit U1 = GL (n;R) und �1 (x) = x f�ur alle x. GL (n;R) isto�ensi
htli
h abges
hlossen bzgl. Matrixmultiplikation und Inversion. Wir m�ussen no
hzeigen, dass Multiplikation und Inversion di�erenzierbar sind.Die Multiplikation ist di�erenzierbar, weil jeder Eintrag von AB ein Polynom in denEintr�agen von A und den Eintr�agen von B ist. Die Inversion ist di�erenzierbar, weil na
hder Cramer's
hen Regel jeder Eintrag von A�1 (bis auf Vorzei
hen) ein Quotient aus derDeterminante einer Untermatrix und der Determinante von A, die beide Polynome inEintr�agen von A sind, ist. QEDWeil GL (n;R) eine o�ene Teilmenge von Mat (n;R) = Rn2 ist, k�onnen wir nat�urli
hf�ur jedes A 2 GL (n;R) den Tangentialraum TAGL (n;R) mit Mat (n;R) identi�zieren.Dabei wird das Element B 2 Mat (n;R) zum Beispiel von der Kurve A + tB dur
h Ain GL (n;R) repr�asentiert. (Wegen der Stetigkeit der Determinante gilt det (A+ tB) 6= 0f�ur hinrei
hend kleine j t j.)Wenn, f�ur ein g 2 GL (n;R), lg die Linksmultiplikation aus Beispiel 4 ist, erh�alt man(Dlg)A (B) = ddt jt=0 (g (A+ tB)) = gBund analog f�ur die Re
htsmultiplikation: (Drg)A (B) = Bg.De�nition 13 : Eine Lie-Gruppe G hei�t Matrix-Gruppe oder klassis
he Lie-Gruppe,wenn sie isomorph zu einer abges
hlossenen Untergruppe von GL (n;R) f�ur ein n 2 N ist.Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede abges
hlossene Untergruppe von GL (n;R)eine Untermannigfaltigkeit, und damit eine Lie-Gruppe, ist. (Die Di�erenzierbarkeit vonMultiplikation und Inversion ist klar, weil Eins
hr�ankungen di�erenzierbarer Abbildungenauf Untermannigfaltigkeiten o�ensi
htli
h di�erenzierbar sind.) Anstatt dies allgemein zubeweisen, werden wir es in diesem Abs
hnitt direkt f�ur die uns interessierenden Beispielezeigen.Beispiel 6 : GL (n; C ) = fA 2Mat (n; C ) : det (A) 6= 0g ist eine Lie-Gruppe und eineabges
hlossene Untergruppe von GL (n;R).Beweis: Der Beweis der ersten Behauptung ist nat�urli
h v�ollig analog zum Beweis f�urGL (n;R), die Bilder der Karten liegen jetzt in C n = R2n .Wir wollen nun zeigen, dass man GL (n; C ) als reelle Matrix-Gruppe au�assen kann.Wir identi�zieren C n mit R2n indem wir (x1 + iy1; : : : ; xn + iyn) mit (x1; y1; : : : ; xn; yn)identi�zieren. Sei A eine komplexe Matrix mit Eintr�agen aij , 1 � i; j � n. Sei aij =rij (
os�ij + i sin�ij) mit rij � 0; 0 � �ij < 2�. Unter der Identi�zierung entspri
ht Ader Abbildung A : R2n ! R2n , die dur
h eine 2n� 2n-Matrix mit n2 2� 2-Bl�o
ken mitEintr�agen � rij 
os�ij �rij sin�ijrij sin�ij rij 
os�ij � bes
hrieben wird.Wir wollen no
h eine andere Bes
hreibung f�urGL (n; C ) als Untergruppe vonGL (2n;R)geben. Na
h der ersten Bes
hreibung entspri
ht insbesondere die Multiplikation mit i,7



die Multiplikation mit der Diagonalmatrix diag (i; : : : ; i) 2 GL (n; C ), dann der Multip-likation mit der Blo
kmatrix
J = 0BBBBBBBBBB�

0 �11 0 : : : : 0 �11 0
1CCCCCCCCCCA 2 GL (2n;R) :

Nun ist aber eine Abbildung A genau dann C -linear, wenn sie R-linear ist und A (iv) =iA (v) f�ur alle Vektoren v gilt. Dies hei�t:GL (n; C ) = fA 2 GL (2n;R) : AJ = JAg : QEDInsbesondere ist also eine Lie-Gruppe isomorph zu einer abges
hlossenen Untergruppevon GL (n; C ) f�ur ein n 2 N genau dann, wenn sie isomorph zu einer abges
hlossenenUntergruppe von GL (n;R) f�ur ein n 2 N ist.Beispiel 7 :a) SL (n;R) = fA 2Mat (n;R) : det (A) = 1g und SL (n; C ) = fA 2Mat (n; C ) : det (A) = 1gsind Lie-Gruppen.b) Es ist TASL (n;R) = �C 2Mat (n;R) : Tr �A�1C� = 0	 ; TASL (n; C ) = �C 2Mat (n; C ) : Tr �A�1C� = 0	.Beweis: Wir betra
hten f : GL (n;R) ! R de�niert dur
hf (A) = det (A)� 1:Dann ist SL (n;R) = f�1 (0). Um Satz 1 anwenden zu k�onnen, m�ussen wir zeigen, da� feine Submersion ist.Daf�ur betra
hten wir, f�ur festes B 2 GL (n;R), Elemente der FormAt = diag (1 + t; 1; 1; : : : ; 1)B.F�ur t > �1 geh�ort At zu GL (n;R) und es gilt f (At) = t det (B). Insbesondere istddtf (At) = det (B) = 1 6= 0, was in diesem Fall (wegen dim (R) = 1) die Surjektivit�at vonDf in B bereits zeigt.Au�erdem ist SL (n;R) abges
hlossen bzgl. Matrixmultiplikation und Inversion, unddiese sind wieder di�erenzierbar, weil sie die Eins
hr�ankung der entspre
henden di�eren-zierbaren Abbildungen von GL (n;R) auf die Untermannigfaltigkeit SL (n;R) sind.Der Beweis f�ur SL (n; C ) ist v�ollig analog.Zum Beweis von b) gen�ugt es (wegen der Bemerkung na
h Beispiel 5), die Behauptungf�ur A = I zu beweisen. Wir m�ussen also ker (DfI) bestimmen.Sei eij die Matrix, die an der Stelle (i; j) den Eintrag 1 und sonst alle Eintr�age 0 hat.Dann istDfI(eij) = ddt jt=0 f (I+ teij) = ddt jt=0 det (I+ teij)� 1 = ddt jt=0 tdet (Iij) = det (Iij)8



wobei Iij die Matrix bezei
hnet, die man aus I dur
h Entfernen der i-ten Zeile und j-tenSpalte erh�alt. O�ensi
htli
h gilt det (Iij) = Æij .F�ur eine Matrix B 2Mat (n;R) folgt dannDfI(B) =Xi;j bijDfI(eij) =Xi;j bijÆij =Xi bii = Tr (B) :Also ist TISL (n;R) = fB 2Mat (n;R) : Tr (B) = 0g. Der Beweis f�ur SL (n; C ) istv�ollig analog. QEDBeispiel 8 :a) O (n) = �A 2 GL (n;R) : AAT = I	 ; SO (n) = �A 2 SL (n;R) : AAT = I	 ; U (n) =nA 2 GL (n; C ) : AAT = Io ; SU (n) = nA 2 SL (n; C ) : AAT = Io sind Lie-Gruppen.b) Es ist TIO (n) = �B 2Mat (n;R) : B +BT = 0	 ;TISO (n) = �B 2Mat (n;R) : B +BT = 0; T r (B) = 0	 ; TIU (n) = nB 2Mat (n; C ) : B +BT = 0o ;TISU (n) = nB 2Mat (n;R) : B +BT = 0; T r (B) = 0o.Beweis: Wir f�uhren die Beweise f�ur O (n) und SO (n), die anderen F�alle sind dann�ahnli
h (aber ni
ht v�ollog analog).Beweis f�ur O (n). Wir de�nieren f : GL (n;R) ! Rn(n+1)2 dur
h f (A) = ��AAT �ij � Æij�1�i�j�n.Dann ist O (n) = f�1 (0), denn wegen �AAT �T = AAT folgt aus �AAT �ij = Æij automa-tis
h au
h �AAT �ji = Æji.Wir m�ussen zeigen, dass DfB in jedem Punkt B 2 GL (n;R) Rang n(n+1)2 hat (d.h.surjektiv ist). Sei eij mit 1 � i � j � n ein Standardbasisvektor von Rn(n+1)2 . Wir zeigen,dass eij im Bild von DfB liegt.Dur
h Di�erenzieren von f erh�alt man DfB (H) = HBT + BHT . Wir betra
hten dieMatrix K, deren Eintr�age an den Stellen (i,j) und (j,i) jeweils 12 sind und die sonstigeEintr�age Null hat. (Im Fall i = j ist also nur ein Eintrag 12 .) Damit ist dannDfB (KB) = KBBT +BBTKT = K +KT = eij ;also liegt eij im Bild von DfB . Dies zeigt, dass f eine Submersion ist, also ist f�1 (0) eineUntermannigfaltigkeit. Weil O (n) abges
hlossen unter Multiplikation und Inversion ist,ist es eine Lie-Gruppe. Die Formel f�ur den Tangentialraum folgt aus DfI(H) = H +HT .Beweis f�ur SO (n). Wir de�nieren f : SL (n;R) ! Rn(n+1)2 �1 dur
hf (A) = ���AAT �ij�1�i<j�n ; ��AAT �ii � 1�1�i�n�1� :Wenn f (A) = 0, dann mu� AAT eine Diagonalmatrix sein, und die ersten n � 1 Diag-onaleintr�age m�ussen glei
h 1 sein. Wegen det �AAT � = det (A)2 = 1 folgt daraus aber,dass alle Diagonaleintr�age 1 sein m�ussen. Damit ist also tats�a
hli
h SO (n) = f�1 (0).9



Analog zu oben erh�alt manDfB (KB) = ���K +KT �ij�1�i<j�n ; ��K +KT �ii�1�i�n�1� :Wir zeigen nun, dass DfB in jedem Punkt B 2 SL (n;R) surjektiv ist. F�ur eij mit i < jerhalten wir mit demselben K wie oben DfB (KB) = eij . (Man bea
hte, dass in diesemFall na
h Konstruktion Tr (K) = 0 gilt, also ist tats�a
hli
h KB 2 TBSL (n;R).) F�uri = j � n�1 betra
hten wirK = 12 (eii � enn). Dann ist Tr (K) = 0 undDfB (KB) = eii.Wir erw�ahnen der Vollst�andigkeit halber no
h, wel
he Abbildungen man in den an-deren beiden F�allen betra
htet. U (n) erh�alt man als Nullstellenmenge der Abbildungf (A) =  �Re�AAT�ij ;�1�i<j�n ;�Im�AAT�ij ;�1�i<j�n ;n�AAT�ii � 1o1�i�n! 2Rn2 und SU (n) als Nullstellenmenge der Abbildung f : SL (n; C ) ! Rn2�1f (A) =  �Re�AAT�ij ;�1�i<j�n ;�Im�AAT�ij ;�1�i<j�n ;n�AAT�ii � 1o1�i�n�1!(man benutzt, dass die Diagonaleintr�age von AAT alle reell sind). Die Beweise sind dann�ahnli
h wie oben. QEDWir bemerken no
h, dass die Inklusion GL (n; C ) � GL (2n;R) die unit�are GruppeU (n) zu einer Untergruppe der orthogonalen Gruppe O (2n) und SU (n) zu einer Unter-gruppe von O (2n) ma
ht. (Zum Beispiel ist U (1) isomorph zu SO (2).)�Ahnli
h de�niert man au
hO (n; 1) = �A 2 GL (n;R) : A diag (1; : : : ; 1;�1)AT = diag (1; : : : ; 1;�1)	und U (n; 1) = nA 2 GL (n; C ) : A diag (1; : : : ; 1;�1)AT = diag (1; : : : ; 1;�1)o :O (3; 1) ist die Lorentzgruppe. O (n; 1) ist die Isometriegruppe des n-dimensionalen hy-perbolis
hen Raumes.Man kann zeigen, dass alle abges
hlossenen Untergruppen von Lie-Gruppen wieder Lie-Gruppen sind. Die Abges
hlossenheit ist tats�a
hli
h notwendig, damit man eine Lie-Gruppe bekommt. Dies zeigt das folgende Beispiel.Beispiel 9 : Untergruppen des Torus.Sei T2 = S1� S1 = ��e2�i�1 ; e2�i�2� : �1; �2 2 R	 der Torus und � 2 R eine reelle Zahl.Wir betra
hten die Untergruppe H := ��e2�i�1 ; e2�i�2� : �2 = ��1	.Wenn � eine rationale Zahl ist, dann ist H abges
hlossen und damit eine Lie-Gruppe.(H ist dann di�eomorph zu S1.) Wenn � eine irrationale Zahl ist, dann ist H ni
htabges
hlossen (es gilt dann H = T2). Als Gruppe ist H dann isomorph zu R. Es istjedo
h ni
ht hom�oomorph zu R, weil man na
h Dur
hlaufzeiten von Vielfa
hen von 2�wieder beliebig di
ht an den Ausgangspunkt herankommen kann.10



�Ubungsaufgaben 2 :1. S1 mit dem Atlas aus Beispiel 2 ist eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit. S1 als Mengeder komplexen Zahlen vom Betrag 1 ist eine Gruppe. Zeigen Sie, dass Gruppenmultip-likation und Inversion di�erenzierbare Abbildungen sind.2. Seien G und H Lie-Gruppen. Zeigen Sie, dass G�H mit der Multiplikation (g1; h1) (g2; h2) =(g1g2; h1h2) eine Lie-Gruppe ist.3. Zeigen Sie: Eine Matrix A 2 Gl (n;R) (bzw. A 2 Gl (n; C )) geh�ort zu O (n) (bzw. zuU (n)) genau dann, wenn f�ur die Spaltenvektoren v1; : : : ; vn von A gilt: < vi; vj >= Æij .4. a) Zeigen Sie: A 2 SO (2), es gibt � 2 R mit A = � 
os� sin�� sin� 
os� �A 2 SU (2), es gibt z; w 2 C mit j z j2 + j w j2, so dass A = � z w�w z �.b) Zeigen Sie, dass SO (2) hom�oomorph zu S1 und SU (2) hom�oomorph zu S3 ist.5. Zeigen Sie: zu jedem A 2 GL (n;R) gibt es eine Folge Ak von diagonalisierbaren Ma-trizen mit limk!1 Ak = A. Insbesondere ist die Gruppe der diagonalisierbaren Matrizenkeine abges
hlossene Untergruppe von GL (n;R).1.3 Topologie klassis
her Lie-GruppenDe�nition 14 : Ein topologis
her Raum M hei�t:- kompakt, wenn jede o�ene �Uberde
kung von M eine endli
he Teil�uberde
kung besitzt,- zusammenh�angend, wenn es keine ZerlegungM = U[V in zwei disjunkte o�ene Mengengibt,- wegzusammenh�angend, wenn es zu je zwei Punkten x; y 2 M eine stetige Abbildungw : [0; 1℄!M mit w (0) = x;w (1) = y gibt.Bekanntli
h ist eine Teilmenge eines Rn (z.B. eine Matrixgruppe) kompakt genau dann,wenn sie abges
hlossen und bes
hr�ankt ist.Satz 2 : O (n) ; SO (n) ; U (n) ; SU (n) sind kompakt. GL (n;R) ; GL (n; C ) ; SL (n;R) ; SL (n; C )sind ni
ht kompakt.Beweis: GL (n;R) ; GL (n; C ) sind ni
ht abges
hlossen. SL (n;R) ; SL (n; C ) sindzwar abges
hlossen, aber ni
ht bes
hr�ankt: zum Beispiel ist die Folge der Diagonalma-trizen �n; 1; : : : ; 1; 1n� mit n 2 N eine unbes
hr�ankte Folge in SL (n;R) oder SL (n; C ).O (n) ; SO (n) ; U (n) ; SU (n) sind abges
hlossen, weil sie als L�osungsmengen von Gle-i
hungen gegeben sind. Wenn eine Matrix in O (n) ist, dann haben ihre Spalten Norm 1und stehen senkre
ht aufeinander, die gesamte Matrix (als Element in Rn2 ) hat also Normpn. Alle Matrizen in O (n) haben also dieselbe Norm, insbesondere ist O (n) bes
hr�ankt.Genauso zeigt man die Bes
hr�anktheit von SO (n) ; U (n) ; SU (n). QEDSatz 3 : GL (n;R) und O (n) sind ni
ht wegzusammenh�angend,SO (n) ; U (n) ; SU (n) ; GL (n; C ) ; SL (n;R) ; SL (n; C ) sind wegzusammenh�angend.Beweis: Angenommen, es gibt in GL (n;R) einen stetigen Weg w mit w (0) = Iundw (1) = diag (�1; 1; 1; : : : ; 1). Weil die Determinante stetig von der Matrix abh�angt, ist11



dann det (w (t)) in R ein stetiger Weg von 1 na
h �1. Na
h dem Zwis
henwertsatz mu�es also ein t 2 (0; 1) mit det (w (t)) = 0 geben. Damit ist dann aber w (t) 62 GL (n;R).Genauso zeigt man, dass O (n) ni
ht wegzusammenh�angend ist.Wir zeigen jetzt, dass GL (n; C ) wegzusammenh�angend ist. Daf�ur gen�ugt es, zu jederMatrix A 2 GL (n; C ) einen Weg w von I na
h A anzugeben. (Wenn dann n�amli
hB;C 2 GL (n; C ) beliebig sind, betra
htet man einen Weg w von Ina
h B�1C und erh�altmit Bw einen Weg von B na
h C.)Sei zun�a
hst A eine Diagonalmatrix: A = diag (�1; : : : ; �n). Sei �k = rkei�k ; k = 1; : : : ; n;mit rk; �k 2 R+ . Wegen det (A) 6= 0 haben wir rk 6= 0 f�ur k = 1; : : : ; n. Dann de�nierenwir w (t) = diag �(1� t+ tr1) eit�1 ; : : : ; (1� t+ trn) eit�n� :Dies ist ein stetiger Weg von I na
h A und es gilt 1 � t + trk > 1 � t > 0, alsoj det (w (t)) j= �nk=1 j 1� t+ trk j> 0, d.h. w (t) 2 GL (n; C ).Wenn es einen stetigen Weg w (t) von Ina
h A gibt, dann ist B�1w (t)B ein stetiger Wegvon I na
h B�1AB. Insbesondere �nden wir also zu allen diagonalisierbaren Matrizeneinen Weg, der sie mit I verbindet. Weiterhin gen�ugt es, na
h dem Jordan-Theorem, f�uralle Jordan-Blo
kmatrizen A einen Weg von I na
h A anzugeben.Sei also A eine Blo
kmatrix mit Diagonaleintr�agen rkei�k und sonstigen Eintr�agen 0und 1. Dann habe w (t) die Diagonaleintr�age (1� t+ tr1) eit�k und sonstige Eintr�age tbzw. 0, wenn der entspre
hende Eintrag von A 0 bzw. 1 ist. Wir haben dann wiederj det (w (t)) j= �nk=1 j 1� t+ trk j> 0, d.h. w (t) 2 GL (n; C ).Fast derselbe Beweis zeigt, da� SL (n; C ) wegzusammenh�angend ist. Wir �andernledigli
h die De�nition des letzten Diagonaleintrages: dieser soll jetzt das Inverse desProduktes der ersten n� 1 Diagonaleintr�age sein, f�ur alle w (t).Der Beweis f�ur SO (n) geht dur
h vollst�andige Induktion. F�ur n = 2 wissen wirbereits SO (2) ' S1. Sei nun der Wegzusammenhang von SO (n� 1) s
hon bewiesen.Sei A 2 SO (n). Wenn A = CBC�1 mit B 2 SO (n� 1) � SO (n) ist, dann k�onnenwir A mit I verbinden. Es bleibt zu zeigen, dass jedes A als Produkt sol
her Elementedarstellbar ist.Wenn Aen ein Vielfa
hes von en ist, dann muss wegen der Orthonormalit�at Aen = �ensein. Falls Aen = en, dann folgt aus der Orthogonalit�at der Spaltenvektoren, dass A 2SO (n� 1) sein muss. FallsAen = �en, dann betra
hten wirB = Adiag (1; : : : ; 1;�1;�1).Wegen Ben = en ist B 2 SO (n� 1). Ausserdem gibt es einenWeg von diag (1; : : : ; 1;�1;�1)na
h I (n�amli
h den entspre
henden Weg in SO (2)). Also gibt es einen Weg von A na
hI. Na
h Gram-S
hmidt gibt es ein B1 2 SO (n), wel
hes die Ebene dur
h (en; Aen) indie Ebene dur
h (e1; e2) abbildet. Wir k�onnen (na
h Multiplikation mit einem Elementaus SO (2) � SO (n)) B1en = e1 annehmen. Weiter gibt es ein B2 2 SO (2), dass e1 na
hB1Aen abbildet. Sei B3 := B�11 B�12 B1A. Dann ist B3 (en) = en, also B3 2 SO (n� 1).Wegen A = B�11 B2B1B3 folgt die Behauptung.Analog zeigt man, dass U (n) und SU (n) wegzusammenh�angend sind.12



S
hliessli
h bemerken wir no
h, dass der Weg-Zusammenhang von SL (n;R) aus demWeg-Zusammenhang von SO (n) folgt. Jede Matrix aus SL (n;R) l�asst si
h als ProduktAB mit A 2 SO (n) und B positiv de�nit darstellen (Polarzerlegung). Wenn B positivde�nit ist, dann ist au
h tB + (1� t) I positiv de�nit, f�ur t 2 [0; 1℄. Insbesondere l�asstsi
h B, dur
h Matrizen mit positiver Determinante, stetig in I deformieren, woraus dieBehauptung folgt. QEDSU (2) und SO (3)SU (2) und SO (3) sind die einfa
hsten ni
htabels
hen Lie-Gruppen. Zusammen mitder abels
hen Gruppe SO (2) ' U (1) sind sie zweifellos die in Topologie und theoretis-
her Physik am h�au�gsten vorkommenden Lie-Gruppen. Deshalb wollen wir ihnen eineneigenen Abs
hnitt widmen.Proposition 3 : Es gibt einen surjektiven Homomorphismus � : SU (2) ! SO (3) mitker (�) = fI;�Ig.Beweis: Wir geben zun�a
hst einen �Uberbli
k �uber den Beweis. (In dem Beweiswerden einige sp�ater in der Vorlesung allgemein zu de�nierende Begri�e s
hon einmal amBeispiel der SU (2) eingef�uhrt.) Seisu (2) = nA 2Mat (2; C ) : A+AT = 0; T r (A) = 0odie sogenannte Lie-Algebra zu SU (2). Jedes C 2 SU (2) wirkt auf su (2) dur
h A !CAC�1, dies nennt man die adjungierte Wirkung. Die sogenannte Killingform auf su (2)ist de�niert dur
h < A;B >= 4Tr �ABT� :Dies ist ein Skalarprodukt und wird, f�ur jedes C 2 SU (2), von Ad (C) invariant gelassen.Wenn wir also mit Gram-S
hmidt eine ON-Basis des 3-dimensionalen Vektorraumes su (2)bzgl. < :; : > w�ahlen, dann ist Ad (C) 2 SO (3). Wir de�nieren dann � = Ad : SU (2)!SO (3) und zeigen, dass � surjektiv mit Kern fI;�Ig ist.Der Beweis im Detail: Wir betra
hten su (2) mit < A;B >= 4Tr �ABT�. Wir pr�ufenzun�a
hst na
h, dass dies ein Skalarprodukt ist. Bilinearit�at ist klar und Symmetrie folgtaus Tr �ABT� = Tr��ABT�T� = Tr �BAT�. Zur positiven De�nitheit: f�ur A 6= 0 istAAT ist positiv de�nit weil f�ur x 62 ker �AT� gilt: < AATx; x >=< ATx;ATx >> 0.Insbesondere sind die Eigenwerte von AAT ni
htnegativ und, f�ur A 6= 0, ist mindestensein Eigenwert positiv. Daraus folgt Tr �AAT� > 0.Als n�a
hstes m�ussen wir na
hpr�ufen, dass f�ur A 2 su (2) und C 2 SU (2) tats�a
hli
hAd (C)A := CAC�1 2 SU (2) gilt. Es ist Tr �CAC�1� = Tr (A) = 0 und (wegenCT = C�1) CAC�1 + CAC�1T = CAC�1 + �CT��1ATCT13



= CAC�1 + CATC�1 = C �AC�1 +ATC�1� = C �A+AT�C�1 = C0C�1 = 0;also CAC�1 2 SU (2).Wir zeigen jetzt dass, f�ur jedes C 2 SU (2), < :; : > von Ad (C) invariant gelassenwird, d.h. dass < Ad (C)A;Ad (C)B >=< A;B >f�ur alle A;B 2 su (2) gilt. Tats�a
hli
h ist< Ad (C)A;Ad (C)B >= 4Tr �CAC�1CBC�1T� = 4Tr �CAC�1C�1BTCT�= 4Tr �CAIBTC�1� = 4Tr �ABT� =< A;B > :Wenn wir mit Gram-S
hmidt eine ON-Basis w�ahlen, erhalten wir also einen Isomor-phismus su (2)! R3 , der dieses Skalarprodukt in das Standard-Skalarprodukt �uberf�uhrt.Weil Ad (C) dieses Skalarprodukt erh�alt, sind bez�ugli
h der gew�ahlten Basis die Zeilenvek-toren von ad (C) orthonormal. Es ist also ad (C) 2 O (3). Weil SU (2) zusammenh�angendund ad (I) = I ist, mu� das Bild in der Zusammenhangskomponente von I liegen, alsoad (C) 2 SO (3).Wir de�nieren nun � = Ad : SU (2) ! SO (3), was o�ensi
htli
h ein Homomorphis-mus ist.Sei C 2 ker (�). Dann kommutiert C mit allen Matrizen aus su (2). Es mussdann au
h mit allen komplexen Vielfa
hen von Matrizen aus su (2) kommutieren. Let-ztere sind aber alle Matrizen mit Spur Null. (Jede Matrix A l�a�t si
h mittels A =12 �A+AT� + 12 �A�AT� als Summe hermites
her und s
hiefhermites
her Matrizenzerlegen. Hermites
he Matrizen sind rein-imagin�are Vielfa
he von s
hiefhermites
henMatrizen.) Also muss A eine Diagonalmatrix mit zwei glei
hen Eintr�agen sein. (Diessieht man z.B., wenn man C = � 0 11 0 � und C = � 0 1�1 0 � betra
htet.) Wegendet (A) = 1 folgt A = �I.Weil die Eins
hr�ankung von � auf eine Umgebung eines Punktes injektiv ist, mussD� ein Isomorphismus sein (denn aus dem impliziten Funktionen-Theorem folgt bekan-ntli
h: wenn f�ur eine di�erenzierbare Abbildung � : Rn ! Rm der Rang des Di�erentialsrk (D�x) = k, dann gibt es Umgebungen von x bzw. � (x) mit lokalen Koordinatenx1; : : : ; xn bzw. y1; : : : ; ym in denen � (x1; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xk ; 0; : : : ; 0) ist, lokale In-jektivit�at ist also im Fall n = m nur m�ogli
h f�ur k = n), � ist also ein lokaler Dif-feomorphismus (na
h dem Satz �uber die Umkehrabbildung). Insbesondere ist sein Bildo�en.Weil SU (2) kompakt ist, muss das Bild von � aber au
h kompakt, insbesondereabges
hlossen sein. Weil SO (3) zusammenh�angend und das Bild ni
ht leer ist, folgtdaraus im (�) = SO (3), also Surjektivit�at. QEDBemerkung (f�ur H�orer mit Topologie-Kenntnissen): Der Homomorphismus Ad : SU (2)!SO (3) ist eine zweifa
he �Uberlagerung. Weil SU (2) di�eomorph zur 3-Sph�are S3 ist, folgt14



daraus, dass SO (3) di�eomorph zum projektiven Raum RP 3 ist.Allgemein gilt f�ur alle n � 3: �1SO (n) = Z=2Z. Die eindeutige zusammenh�angende2-fa
he �Uberlagerung von SO (n) wird als Spingruppe Spin (n) bezei
hnet. Insbesondereist also Spin (3) isomorph zu SU (2).�Ubungsaufgaben 3 : 1. Zeigen Sie: eine Mannigfaltigkeit ist genau dann zusam-menh�angend, wenn sie wegzusammenh�angend ist.2. Zeigen Sie, dass die Lorentz-Gruppe O (3; 1) ni
ht kompakt ist.1.4 Exponential von MatrizenProposition 4 : Sei A 2Mat (n; C ) eine Matrix. Dann konvergiert die ReiheP1n=0 1n!An.Beweis: Wir betra
hten eine beliebige Norm auf der Menge der Matrizen, z.B. k A k=sup fj � j: � 2 C Eigenwert von Ag. Dann ist Pkn=0 k 1n!An k� Pkn=0 1n! k A kn= ekAk:Daraus folgt, dass die Partialsummen Pkn=0 k 1n!An k eine Cau
hyfolge bilden, also kon-vergieren. Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz von Reihen, also Konvergenz vonP1n=0 1n!An. QEDWir bezei
hnen eA := 1Xn=0 1n!An:Beispiel 10 : Sei A = diag (�1; : : : ; �n) eine Diagonalmatrix. Dann ist eA = diag �e�1 ; : : : ; e�n�ebenfalls eine Diagonalmatrix.Beispiel 11 : Sei A diagonalisierbar, d.h. A = CDC�1 f�ur eine Diagonalmatrix D =diag (�1; : : : ; �n) und eine invertierbare Matrix C. Dann ist eA = CeDC�1 mit eD =diag �e�1 ; : : : ; e�n�.Lemma 1 : F�ur A 2Mat (n; C ) ist ddt jt=0 etA = A.Beweis: Bekanntli
h kann man Potenzreihen (in ihrem Konvergenzkreis) gliedweise dif-ferenzieren. Dies wendet man auf die einzelnen Komponenten vonP1n=0 Ann! tn an. QEDProposition 5 : Die Abbildung exp : Mat (n; C ) ! GL (n; C ) ist ein lokaler Di�eo-morphismus, d.h. ein Di�eomorphismus einer Umgebung von 0 auf eine Umgebung vonI. Beweis: Man pr�uft lei
ht na
h, dass D (exp)0 = id ist. QEDLemma 2 : det �eA� = eTr(A).Beweis: Wenn die Behauptung f�ur eine Matrix A gilt, dann gilt sie au
h f�ur jedekonjugierte Matrix CAC�1 mit GL (n; C ). Es gen�ugt also, die Behauptung f�ur Jordan-Blo
kmatrizen na
hzupr�ufen. 15



SeiA eine Blo
kmatrix mit Diagonaleintr�agen �1; : : : ; �k . Dann ist eTr(A) = e�1 : : : e�k .F�ur jede Potenz An gilt: unterhalb der Diagonale stehen Nullen, auf der Diagonale ste-hen �k1 ; : : : ; �nk . Damit gilt au
h f�ur eA: unterhalb der Diagonale stehen Nullen, auf derDiagonale stehen e�1 ; : : : ; e�k . Die Determinante einer sol
hen oberen Dreie
ksmatrix istdas Produkt der Diagonaleintr�age, woraus die Behauptung folgt. QEDLemma 3 : Wenn AB = BA, dann eA+B = eAeB. Insbesondere ist eA invertierbar undes gilt �eA��1 = e�A.Beweis: Wegen AB = BA k�onnen wir die binomis
he Formel auf Potenzen vonA+B anwenden und erhalten insbesonderek 2mXn=0 1n! (A+B)n� mXk=0 1k!Ak mXl=0 1l!Bl k=k Xk+l=2m;k>m oder l>m Akk! Bll! k� Xk+l=2m;k>m oder l>m k A kkk! k B kll! :WeilP2mk=m+1 kAkkk! undP2ml=m+1 kBkll! Nullfolgen sind, ist au
hPk+l=2m;k>m oder l>m kAkkk! kBkll!eine Nullfolge, woraus die Behauptung folgt. QEDLemma 4 : eA+B = limm!1 �e Am e Bm�m f�ur alle A;B 2Mat (n; C ).Beweis: F�ur alle A 2Mat (n; C ) mit k A� Ik< 1 de�nieren wirlog (A) = 1Xm=1 (�1)m+1 1m (A� I)m :(Falls A eine 1 � 1-Matrix ist, ist dies der �ubli
he Logarithmus.) Zur Konvergenz: dieReihe P1m=1 k (�1)m+1 1m (A� I)m k=P1m=1 1m k (A� I)m k wird majorisiert vonP1m=1 1m k (A� I) km, und diese Reihe konvergiert f�ur k A � I k< 1, na
h der Quotien-tenregel. Also konvergiertP1m=1 (�1)m+1 1m (A� I)m absolut.Wir zeigen jetzt elogA = A. Dies ist klar, wenn A = diag (�1; : : : ; �n) eine Diagonal-matrix ist, denn dann ist log (A) = diag (log�1; : : : ; log�n). F�ur eine diagonalisierbareMatrix A = C diag (�1; : : : ; �n)C�1 hat man log (A) = C diag (log�1; : : : ; log�n)C�1,woraus mit Beispiel 11 ebenfalls die Behauptung folgt. S
hlie�li
h gibt es f�ur eine be-liebige Matrix A eine Folge Ak diagonalisierbarer Matrizen mit limk!1 Ak = A, worauselog(A) = elimk!1 logAk = limk!1 elog(Ak) = limk!1 Ak = A folgt.Zum Beweis des Lemmas. Wir multiplizieren die Reihen f�ur e Am und e Bm und erhaltene Am e Bm = Id+ Am + Bm +O� 1m2� :F�ur alle Matrizen M mit k M k< 1 gilt o�ensi
htli
h log (I+M) = M + O �kM k2�.Wenn wir m hinrei
hend gro� w�ahlen ist k Am + Bm k< 1. Also istlog�e Am e Bm� = log�Id+ Am + Bm +O� 1m2�� = Am + Bm +O� 1m2� :16



Damit hat man e Am e Bm = e Am+ Bm+O( 1m2 );woraus die Behauptung folgt. QED�Ubungsaufgaben 4 :1. a) Bere
hnen Sie das Exponential von � 1 10 1 �.b) Sei t 2 R. Bere
hnen Sie das Exponential von � 0 tt 0 �.
) Sei t 2 R. Bere
hnen Sie das Exponential von � 0 t�t 0 �.1.5 Lie-Algebra von Matrix-GruppenAus Lemma 2 oder Lemma 3 folgt, da� f�ur alle Matrizen A 2 Mat (n; C ) gilt: eA 2GL (n; C ).De�nition 15 : Sei G � GL (n; C ) eine Matrix-Gruppe. Die Lie-Algebra g von G istg := �A 2Mat (n; C ) : etA 2 G f�ur alle t 2 R	 :Beispiel 12 : F�ur G = SL (n; C ) ist g = fA 2Mat (n; C ) : Tr (A) = 0g.Beweis: : Aus Tr (A) = 0 erh�alt man mit Proposition 2: det �etA� = etTr(A) = 1, alsoetA 2 SL (n; C ).Umgekehrt, sei etA 2 SL (n; C ), dann folgt eTr(tA) = 1, also ist Tr (tA) ein ganzzahligesVielfa
hes von 2�i. Weil dies f�ur alle t 2 R der Fall sein mu�, folgt daraus aber Tr (A) = 0.QEDAnalog erh�alt man: f�ur G = SL (n;R) ist g = fA 2Mat (n;R) : Tr (A) = 0g.Beispiel 13 : F�ur G = U (n) ist g = nA 2Mat (n; C ) : A+AT = 0o.Beweis: : Aus A +AT = 0 folgt na
h Lemma 3, weil AT = �A mit A vertaus
ht, dassetAetAT = et�A+AT� = e0 = I.Umgekehrt sei etA 2 U (n), dann ist I= etAetAT , d.h. etAT = �etA��1 = e�tA f�ur alle t.Ableiten in t = 0 gibt AT = �A. QEDAnalog erh�alt man: f�ur G = O (n) ist g = �A 2Mat (n;R) : A+AT = 0	.De�nition 16 : Sei G � GL (n; C ) eine Matrix-Gruppe. Eine Untergruppe H � Ghei�t 1-Parameter-Gruppe, wenn sie das Bild eines di�erenzierbaren Homomorphismus� : R ! G ist. 17



Zu jedem A 2 g ist das Bild des Homomorphismus � (t) = etA eine 1-Parameter-Gruppe in G. Wir bezei
hnen sie mit �A.Lemma 5 : Die Abbildung F : A! �A ist eine Bijektion zwis
hen g und 1-Parameter-Gruppen von G.Beweis: Wir zeigen zun�a
hst, dass eine 1-Parameter-Gruppe � : R ! GL (n; C )dur
h ddt jt=0 �(t) bereits eindeutig festgelegt ist. Sei also � : R ! GL (n; C ) eine1-Parameter-Gruppe mit �0 (0) = A. Sei s 2 R. Dann gilt � (s+ t) = � (t)� (s) f�uralle t 2 R, woraus �0 (s) = �0 (0)� (s) = A�(s) folgt. Na
h dem Eindeutigkeitssatz f�urgew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen ist dann � (t) = etA die einzige L�osung von �0 (s) =A�(s) ;�(0) = I.Daraus folgt o�ensi
htli
h, dass zu einer 1-Parameter-Gruppe �, die Bild eines Homo-morphismus � : R ! G � GL (n; C ) ist, A := ddt jt=0 �(t) 2 g ist (denn f�ur alle t 2 R istetA = �(t) 2 G).Dur
hE (�) := ddt jt=0 �(t) erhalten wir also eine Abbildung E : f1-Parameter-Gruppen in Gg !g mit FE = id. Aus Lemma 1 folgt, dass EF = id. QEDDe�nition 17 : Ein Vektorraum V mit einer bilinearen Verkn�upfung [:; :℄ : V � V ! Vhei�t (abstrakte) Lie-Algebra, wenn gilt:(i) [X;Y ℄ = � [Y;X ℄ f�ur alle X;Y 2 V ,(ii) [[X;Y ℄ ; Z℄ + [[Y; Z℄ ; X ℄ + [[Z;X ℄ ; Y ℄ = 0 f�ur alle X;Y; Z 2 V .Ein Lie-Algebren-Homomorphismus � : V !W ist eine lineare Abbildung mit � ([X;Y ℄) =[� (X) ; � (Y )℄ f�ur alle X;Y 2 V .Bedingung (ii) hei�t die Ja
obi-Identit�at.De�nition 18 (Kommutator von Matrizen): F�ur A;B 2 Mat (n;R) de�nieren wir[A;B℄ = AB �BA.Proposition 6 : Sei G eine Matrix-Gruppe. Dann ist ihre Lie-Algebra g mit dem Kom-mutator [:; :℄ eine abstrakte Lie-Algebra.Beweis: : Man re
hnet lei
ht na
h, da� der Kommutator bilinear ist und die Bedingun-gen (i) und (ii) erf�ullt. Wir m�ussen no
h zeigen, da� aus A;B 2 g au
h A+B 2 g; tA 2 gf�ur alle t 2 R, und [A;B℄ 2 g folgt.Die ImplikationA 2 g =) tA 2 g ist trivial. WeilG eine Gruppe ist, ist dann insbeson-dere mit e Am und e Bm au
h �e Am e Bm�m 2 G, woraus mit Lemma 4 und der Abges
hlossen-heit von G au
h eA+B = limm!1 �e Am e Bm�m 2 G folgt.S
hlie�li
h folgt [A;B℄ 2 g aus etABe�tA 2 g und [A;B℄ = ddt jt=0 �etABe�tA�.(etABe�tA 2 g gilt weil f�ur alle s 2 R das Exponential es(etABe�tA) = etAesBe�tA 2 Gist.) QEDWir werden in Kapitel 2 Lie-Algebren f�ur beliebige Lie-Gruppen de�nieren.Wir bemerken no
h, dass man dur
h Angabe einer Vektorraum-Basis fe1; : : : ; eng mitden Kommutatoren [ei; ej ℄ = P 
kijek eine Lie-Algebra angeben kann, wenn 
kij = �
kji18



und die Ja
obi-Identit�atPm �
mij 
lmk + 
mjk
lmi + 
mki
lmj� = 0 gelten muss. Die 
kij heissenStrukturkonstanten der Lie-Algebra und sie bestimmen die Lie-Algebra eindeutig bis aufIsomorphie. (Sie h�angen nat�urli
h von der gew�ahlten Basis ab.)Beispiel 14 : Eine Basis von sl (2;R) ist gegeben dur
h e1 = � 1 00 �1 � ; e2 = � 0 10 0 � ; e3 =� 0 01 0 �. Es ist [e1; e2℄ = 2e2; [e1; e3℄ = �2e3; [e2; e3℄ = e1, also 
212 = �
221 = 2; 
313 =�
331 = �2; 
123 = �
132 = 1 und 
kij = 0 sonst.De�nition 19 : Sei � : G ! H ein Homomorphismus von Matrix-Gruppen. SeinDi�erential � : g! h ist de�niert dur
h � (X) = ddt jt=0 � �etX�.Wir werden sp�ater sehen, dass tats�a
hli
h � = D�I ist.Lemma 6 : Sei � : G ! H ein Homomorphismus von Matrix-Gruppen. Dann ist� : g ! h ein Homomorphismus von Lie-Algebren und es gilt � �eX� = e�(X) f�ur alleX 2 g.Beweis: � �etX� ist eine 1-Parametergruppe mit ddt jt=0 � �etX� = � (X). AusLemma 5 folgt, dass sie mit der 1-Parameter-Gruppe et�(X) �ubereinstimmen. F�ur t = 1erh�alt man insbesondere � �eX� = e�(X).Analog, weil die 1-Parametergruppen ets�(X) und et�(sX) beide mit � �etsX� �ubereinstimmenund deshalb dieselbe Ableitung in 0 haben, folgt s� (X) = � (sX) f�ur s 2 R.Die Glei
hung � (X + Y ) = � (X) + � (Y ) folgt aus der Re
hnunget�(X+Y ) = e�(tX+tY ) = � �etX+tY � = �� limm!1�e tXm e tYm �m�= limm!1���e tXm e tYm �m� = limm!1���e tXm ���e tYm ��m= limm!1 �e t�(X)m e t�(Y )m �m = et(�(X)+�(Y ))und Ableiten na
h t in t = 0.Zum Beweis, dass � ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, bemerken wir zun�a
hst,dass aus et�(AXA�1) = ��etAXA�1� = � �AetXA�1� = �(A) et�(X)� (A)�1f�ur alle t 2 R die folgende Glei
hung f�ur A 2 G;X 2 g folgt:� �AXA�1� = �(A)� (X)� (A)�1 :Weiterhin wissen wir (aus dem Beweis von Proposition 6), dass na
h der Produktregel[X;Y ℄ = ddt jt=0 etXY e�tX :19



Damit erhalten wir (weil � linear ist)� ([X;Y ℄) = �� ddt jt=0 etXY e�tX� = ddt jt=0 � �etXY e�tX�= ddt jt=0 � �etX�� (Y ) � �e�tX� = ddt jt=0 et�(X)� (Y ) e�t�(X) = [� (X) ; � (Y )℄ :QED�Ubungsaufgaben 5 : 1. Bestimmen Sie das Bild der Exponentialabbildung f�ur G =SL (2;R).2. Zeigen Sie, dass f�ur G = SO (n) die Exponentialabbildung surjektiv ist.3. Bestimmen Sie eine Vektorraum-Basis und die dazugeh�origen Strukturkonstanten f�urdie Lie-Algebra su (2).4. Zeigen Sie, dass die Lie-Algebren su (2) und so (3) isomorph sind.2 Lie-Gruppen (analytis
h)2.1 VektorfelderTangentialraum als di�erenzierbare Mannigfaltigkeit. SeiM eine di�erenzierbareMannigfaltigkeit. Wir haben also einen Atlas f(Ui; �i)gi2I mit Karten �i : Ui ! Vi � Rn ,so dass M = [i2IUi und so dass die Kartenwe
hsel �i��1j di�erenzierbar sind. F�ur jedeo�ene Teilmenge Vi � Rn ist TVi = Vi � Rn . Insbesondere kann man ��1i � id be-nutzen, um Ui �Rn mit dem Tangentialraum an Ui zu identi�zieren. Wir benutzen dies,um einen di�erenzierbaren Atlas f(TUi;  i)g auf TM wie folgt zu de�nieren: wir setzenTUi = f(x; v) 2 TM : x 2 Uig und  i (x; v) = (�i (x) ; v). Die Kartenwe
hsel sind danngegeben dur
h ��i��1j ; D ��i��1j ��. TM ist also eine 2n-dimensionale di�erenzierbareMannigfaltigkeit.De�nition 20 : Ein Vektorfeld ist eine di�erenzierbare Abbildung X : M ! TM mitX (p) 2 TpM f�ur alle p 2M .Die Menge aller Vektorfelder bildet o�ensi
htli
h einen R-Vektorraum, den wir mit V e
t (M)bezei
hnen. Wir bezei
hnen h�au�g mit Xp den Wert des Vektorfeldes X an der Stellep 2 M und, f�ur eine di�erenzierbare Funktion f : M ! R mit fX das dur
h (fX)p :=f (p)Xp de�nierte Vektorfeld.Proposition 7 : SeiM eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit mit Karten �i : Ui ! Vi �Rn . Seien X i : Vi ! Vi�Rn Vektorfelder auf Vi. Dann gibt es genau dann ein VektorfeldX :M ! TM mit D�i (X) = X i f�ur alle i 2 I wenn gilt:D ��i��1j �Xj (x) = X i ��i��1j x� 8i; j 2 I; x 2 Vj :20



In der Physik bezei
hnet man Vektorfelder als (1; 0)-Tensoren.Auf o�enen Teilmengen des Rn betra
hten wir das VektorfeldX � ei f�ur ei = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0).Man bezei
hnet dieses Vektorfeld als ��xi . (Wir werden no
h sehen, dass die Ableitungna
h X tats�a
hli
h die i-te partielle Ableitung ist.) O�ensi
htli
h ist jedes auf o�enenTeilmengen des Rn de�nierte Vektorfeld von der Form a1 (x) ��x1 + : : : + an (x) ��xn mitdi�erenzierbaren Funktionen a1; : : : ; an. (Vektorfelder auf dem Rn entspre
hen also n-Tupeln di�erenzierbarer Funktionen auf dem Rn .)Allgemeiner, haben wir zu jeder Karte � : U ! V � Rn einer Mannigfaltigkeit M ,dass si
h in dieser Karte jedes Vektorfeld X als X jU=Pnl=1 al (x)D��1 � ��xl� darstellenl�a�t. Wir werden h�au�g sagen, dass X bez�ugli
h der dur
h �i : Ui ! Rn gegebenenlokalen Koordinaten (x1; : : : ; xn) als X =Pnl=1 al (x) ��xl gegeben ist. Bez�ugli
h anderer,dur
h  j : Uj ! Rn gegebener, Koordinaten (y1; : : : ; yn) mu� dann (auf Ui \ Uj) dasDi�erential D ��i��1j � die Darstellung bzgl. der y-Koordinaten in die Darstellung bzgl.der x-Koordinaten �uberf�uhren.Beispiel 15 : Auf S1 mit dem Atlas aus Beispiel 2 bezei
hnen wir ��� = D��1i ��x . (Dasist wohlde�niert weil die Karten�uberg�ange Translationen mit D ��i��1j � = id sind.)Jedes Vektorfeld auf der S1 ist von der Form f ��� = f �x2 ��x1 � x1 ��x2� f�ur eine di�eren-zierbare Funktion f : S1 ! R. (Hierbei fassen wir S1 als Teilmenge des R2 mit Koordi-naten (x1; x2) auf. ��x1 und ��x2 meint die Eins
hr�ankung dieser auf dem R2 de�niertenVektorfelder auf die S1. ��x1 und ��x2 sind keine Vektorfelder auf S1.)De�nition 21 : SeiM eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, X 2 V e
t (M) ein Vektor-feld und f : M ! R eine di�erenzierbare Funktion. Die Ri
htungsableitung X (f) inp 2M ist de�niert als limt!0 f(
(t))�f(
(0))t f�ur eine (beliebige) Kurve 
 mit 
0 (0) = Xp.Beispiel 16 : Sei X : Rn ! TRn = Rn � Rn das Vektorfeld X (x) = (x; ei) f�ur ei =(0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0). Dann ist X (f) = �f�xi . Deshalb bezei
hnet man dieses Vektorfeldals ��xi .Damit die Ri
htungsableitung wohlde�niert ist, muss man nat�urli
h zeigen, dass f�urvers
hiedene Kurven 
1; 
2 mit 
01 (0) = 
02 (0) immer gilt: limt!0 f(
1(t))�f(
1(0))t =limt!0 f(
2(t))�f(
2(0))t .Bez�ugli
h einer Karte � l�a�t si
h jedes Vektorfeld X als Pni=1Xi (x)D��1 � ��xi�darstellen. Damit gilt dann (X (f)) (x) =Pni=1Xi (x) �(fÆ��1)�xi (x). Dies zeigt insbeson-dere die Unabh�angigkeit von der gew�ahlten Kurve. (Es ist, wie man aus der Transforma-tionsformel sieht, au
h unabh�angig von der Wahl der Karte.)Proposition 8 : Sei X ein Vektorfeld auf einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit M .Dann gilt f�ur alle di�erenzierbaren Funktionen f; g : M ! R und � 2 R: X (f + g) =X (f) +X (g) ; X (�f) = �X (f) ; X (fg) = fX (g) +X (f) g.Beweis: Es gen�ugt, alle Behauptungen in der Umgebung von Punkten na
hzuweisen.Die Umgebung kann man so klein w�ahlen, dass sie in einer Karte enthalten ist. Dann21



folgen die Behauptungen aus den entspre
henden Glei
hungen f�ur Ri
htungsableitungenim Rn . QEDLemma 7 : Seien M;N di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten, F : M ! N; f : N ! Rdi�erenzierbare Abbildungen, x 2M . Dann gilt(DF (X)) f (F (x)) = X (f Æ F ) (x) :Beweis: Es gen�ugt, die Behauptung in der Umgebung von Punkten na
hzuweisen. DieUmgebung kann man so klein w�ahlen, dass sie in einer Karte enthalten ist. Dann folgtdie Behauptung aus der Kettenregel f�ur Ri
htungsableitungen im Rn . QEDFlu� eines Vektorfeldes. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeits-Satz f�ur gew�ohnli
heDi�erentialglei
hungen folgt: zu jedem VektorfeldX auf einer kompaktenMannigfaltigkeitM gibt es einen sogenannten Flu� � : R � M ! M , so dass mit der Bezei
hnung�t (x) := � (t; x) gilt: ddt jt=t0 �t (x) = X (�t0 (x)) 8x 2M; t0 2 R�0 = Id;�t+s = �t�s:Weil L�osungen gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen glatt von den Anfangsbedingungenabh�angen, ist �t :M !M di�erenzierbar. Weil ��t eine inverse di�erenzierbare Abbil-dung ist, ist �t : M ! M sogar ein Di�eomorphismus, f�ur jedes t 2 R. Man nennt �teine 1-Parameter-Gruppe von Di�eomorphismen. (Die Glei
hung �t+s = �t�s folgt ausder Eindeutigkeit der L�osung.)Umgekehrt kann man nat�urli
h zu jeder 1-Parameter-Gruppe von Di�eomorphismen �tdas Vektorfeld X (x) = ddt jt=0 �t (x) betra
hten und erh�alt so die folgende Proposition.Proposition 9 : Sei M eine kompakte di�erenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt eseine Bijektion zwis
hen V e
t (M) und den 1-Parameter-Gruppen von Di�eomorphismenvon M .Vektorfelder als Derivationen. Sei M eine di�erenzierbare Mannigfaletigkeit undC1 (M) := ff :M ! R di�erenzierbarg. Eine Derivation ist eine lineare Abbildung D :C1 (M)! C1 (M), die die LeibnizregelD (fg) = fD (g)+gD (f) f�ur alle f; g 2 C1 (M)erf�ullt. Zum Beispiel ist f�ur jedes Vektorfeld X 2 V e
t (M) die Ri
htungsableitungD (f) := X (f) eine Derivation. Es wird, insbesondere f�ur die De�nition des Kommu-tators, h�au�g einfa
her sein, mit Derivation statt mit Vektorfeldern zu arbeiten. Deshalbbrau
hen wir die folgende Proposition.Proposition 10 : Sei M eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist jede Deriva-tion D : C1 (M)! C1 (M) von der Form D (f) = X (f) f�ur ein eindeutiges VektorfeldX 2 V e
t (M) und alle f 2 C1 (M). 22



Beweis: Es gen�ugt, f�ur M o�ene Teilmengen des Rn zu betra
hten, wegen derEindeutigkeit auf Dur
hs
hnitten von Karten erh�alt man dann Existenz von X auf jederMannigfaltigkeitM . Wir nehmen also o.B.d.A an, dass wir Funktionen in einer UmgebungU � Rn von a betra
hten.Sei eine Derivation D gegeben. Wir betra
hten, f�ur p 2 U , 
i (p) := D (xi � ai) (p),wobei xi die Koordinatenfunktionen im Rn bezei
hnen (und ai die Koordinaten von asind). Dann de�nieren wir das Vektorfeld X (p) =Pni=1 
i (p) ��xi und wollen zeigen, dassX (f) = D (f) f�ur alle f 2 C1 (Rn ) gilt.Es gilt bekanntli
h, dass es Funktionen hi : U ! R gibt, so dassf (x)� f (p) = nXi=1 hi (x) (xi � pi)f�ur alle x 2 U ist. Dies ergibt si
h n�amli
h aus dem Hauptsatz der Di�erential- und Inte-gralre
hnung wie folgt: f (x)�f (p) = R 10 ddtf (t (x� p) + p) dt = R 10 Pni=1 (xi � pi) �f�xi (t (x� p) + p) dt,wobei wir im letzten S
hritt die Kettenregel angewandt haben. Wir k�onnen also hi (x) =R 10 �f�xi (t (x� p) + p) dt setzen, womit wir insbesondere hi (p) = �f�xi (p) erhalten.Zun�a
hst folgt aus der Leibnizregel, dass konstante Funktionen Derivation Null haben.Damit hat f die selbe Derivation wie f�f (p). Au�erdem folgtD (xi � pi) = D (xi � ai) =
i. Aus der Leibnizregel folgt nunD (f) (x) = nXi=1 D (hi) (x) (xi � pi) + hi (x)D ((xi � pi)) ;also D (f) (p) = nXi=1 hi (p) 
i = nXi=1 
i �f�xi (p) = X (f) (p) :Die Eindeutigkeit von X ergibt si
h aus folgendem, ans
hauli
h klaren und formal mitsogenannten Glo
kenfunktionen zu beweisenden, Sa
hverhalt: zu jedem Vektorfeld X 6� 0gibt es ein f 2 C1 (M) mit X (f) 6= 0. QEDWenn D1 und D2 Derivationen sind, dann pr�uft man lei
ht na
h, dass au
h D2 ÆD1�D1 ÆD2 eine Derivation ist. Deshalb ist die folgende De�nition m�ogli
h.De�nition 22 : Sei M eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, X;Y 2 V e
t (M) Vek-torfelder auf M . Der Kommutator [X;Y ℄ ist das Vektorfeld, wel
hes der Derivationf ! X (Y (f))� Y (X (f)) entspri
ht.Lemma 8 : In lokalen Koordinaten (x1; : : : ; xn), mit X =Pni=1Xi ��xi ; Y =Pni=1 Yi ��xiist [X;Y ℄ gegeben dur
h[X;Y ℄ = nXl=1  nXk=1�Xk �Yl�xk � Yk �Xl�xk �! ��xl :23



Beweis: In lokalen Koordinaten istX (Y (f)) = X �Pl Yl �f�yl� =PiXi ��xi �Yl �f�yl� =PiXi ��Yl�xi �f�yl + Yl �2f�xi�yl�, analog f�ur Y (X (f)). Na
h dem S
hwarz's
hen Lemma ist�2f�xi�yl = �2f�yl�xi , weshalb si
h zwei der vier Summanden wegheben. QEDBemerkung: Derivationen oder Vektorfelder entspre
hen Di�erentialoperatoren ersterOrdnung. Die Hintereinanderausf�uhrung zweier sol
her Operatoren ist ein Di�erential-operator zweiter Ordnung, entspri
ht also keinem Vektorfeld. Der Kommutator ist zwareigentli
h als Di�erentialoperator zweiter Ordnung de�niert, in der lokalen Formel hebensi
h die Terme zweiter Ordnung aber gerade auf, so dass man einen Di�erentialoperatorerster Ordnung erh�alt. Dies ist der eigentli
he Grund daf�ur, dass der Kommutator einVektorfeld ist.Proposition 11 : Seien M;N Mannigfaltigkeiten, F : M ! N ein Di�eomorphismus,und X;Y Vektorfelder auf M . Dann ist[DF (X) ; DF (Y )℄ = DF ([X;Y ℄) :Beweis: Dies ergibt si
h aus Lemma 7 dur
h die folgende Re
hnung. Zun�a
hsterh�alt man mit zweimaliger Anwendung von Lemma 7DF (X)DF (Y ) f (F (x)) = DF (X) Y (f Æ F ) (x)= DF (X) (Y (f Æ F )) Æ F�1 (F (x)) = X (Y (f Æ F )) (x)und analog DF (Y )DF (X) f (F (x)) = Y (X (f Æ F )) (x) ; also[DF (X) ; DF (Y )℄ f (F (x)) = X (Y (f Æ F )) (x)�Y (X (f Æ F )) (x) = [X;Y ℄ (f Æ F ) (x) ;was, wiederum na
h Lemma 7, dasselbe ist wie DF [[X;Y ℄) f (F (x)). QEDLemma 9 : F�ur den Kommutator von Vektorfeldern X;Y; Z und � 2 R gilt [X;Y ℄ =� [Y;X ℄ ; [X + �Y; Z℄ = [X;Z℄ + � [Y; Z℄ und [X; [Y; Z℄℄ + [Y; [Z;X ℄℄ + [Z; [X;Y ℄℄ = 0.Beweis:Die behaupteten Formeln folgen direkt entweder aus De�nition 22 oder aus Lemma 8.QED�Ubungsaufgaben 6 :1. Sei f 2 C1 (Rn ) ; X 2 V e
t (Rn ). Zeigen Sie: X (f) =< grad f;X >.2. Sei n ungerade. Zeigen Sie, dass es auf der Sn ein Vektorfeld ohne Nullstellen gibt.3. Zeigen Sie, dass es auf der S3 drei Vektorfelder gibt, die in jedem Punkt linear un-abh�angig sind.4. Sei M = S2 = �x 2 R3 :k x k= 1	 und X das Vektorfeld X (x) = �x2 ��x1 + x1 ��x2 .Bestimmen Sie den Flu� �t zu X. 24



2.2 Lie-Algebra einer Lie-GruppeWir betra
hten in diesem Abs
hnitt eine Lie-Gruppe G. F�ur g 2 G bezei
hnen wir mitlg : G! G bzw. rg : G! G die Links- bzw. Re
htsmultiplikation mit g, d.h.lg (h) = gh; rg (h) = hgf�ur alle h 2 G.De�nition 23 : Ein Vektorfeld X 2 V e
t (G) ist linksinvariant, wenn Xgh = Dlg (Xh)f�ur alle g; h 2 G gilt.Beispiel 17 : Auf dem Rn ist ein Vektorfeld X (x) =Pni=1 ai (x) ��xi genau dann linksin-variant, wenn a1; : : : ; an konstante Funktionen sind.Lemma 10 : Die Menge aller linksinvarianten Vektorfelder mit dem Kommutator [:; :℄ist eine abstrakte Lie-Algebra.Beweis: Wir haben in Lemma 9 bereits na
hgere
hnet, dass der Kommutator vonVektorfeldern die Axiome einer Lie-Algebra erf�ullt. Wir m�ussen also nur no
h zeigen,dass der Kommutator linksinvarianter Vektorfelder ein linksinvariantes Vektorfeld ist.Na
h Proposition 11 wissen wir, dass f�ur beliebige Di�eomorphismen F und Vek-torfelder X;Y gilt: [DF (X) ; DF (Y )℄ = DF ([X;Y ℄). Mit F = Lg und DLg (X) =X;DLg (Y ) = Y folgt daraus dann [X;Y ℄ = DLg ([X;Y ℄), also die Linksinvarianz von[X;Y ℄. QEDDe�nition 24 : Sei G eine Lie-Gruppe. Die Lie-Algebra g von G ist de�niert als derVektorraum der linksinvarianten Vektorfelder mit dem Kommutator [:; :℄.Lemma 11 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Einselement e. Dann gibt es einen Vektorraum-Isomorphismus zwis
hen TeG und der Lie-Algebra g von G.Beweis: Zu jedem v 2 TeG de�nieren wir ein linksinvariantes Vektorfeld X dur
hXg := Dlg (v) f�ur alle g 2 G. Es ist klar, dass dies eine Bijektion de�niert und vertr�agli
hmit Addition und Skalarmultiplikation ist. QEDZu A 2 g werden wir mit A immer das linksinvariante Vektorfeld A (g) = Dlg (A) beze-i
hnen.Lemma 12 : Sei G eine (ni
ht notwendig kompakte) Lie-Gruppe und X ein linksin-variantes Vektorfeld. Dann existiert eine 1-Parameter-Gruppe von Di�eomorphismen� : R �G! G mit ddt jt=t0 � (t; g) = X (� (t0; g)) f�ur alle t0 2 R; g 2 G.Beweis: Na
h dem Existenzsatz f�ur gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen kann manjedenfalls zu jedem g 2 G ein � > 0 angeben, so dass � (t; g) f�ur t 2 (��; �) de�niert ist.Aus der Linksinvarianz des Vektorfeldes ergibt si
h aber, dass man zu jedem g 2 Gdas selbe � w�ahlen kann. Daraus folgt die Fortsetzbarkeit des Flu�es auf ganz R. QED25



De�nition 25 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Exponentialabbildungexp : g! G ist de�niert dur
h exp (A) := �1 (I) ;wobei �t : G! G der Flu� des linksinvarianten Vektorfeldes A ist.Insbesondere gilt f�ur t 2 R: exp (tA) = �t (I).Lemma 13 : Sei G eine Lie-Gruppe. Dann ist exp : g ! G ein lokaler Di�eomorphis-mus um 0.Beweis: Aus der De�nition folgt, dass D (exp)0 = id ist. QEDInsbesondere gibt es, zu zwei Vektoren X;Y 2 TeG, eine f�ur hinrei
hend kleinet de�nierte Funktion Z (t), so dass exp (tX) exp (tY ) = exp (Z (t)) gilt. Sei Z (t) =tZ1 + t22 Z2 + : : : die Taylor-Reihe von Z. Wenn exp analytis
h ist, kann man dur
hKoeÆzientenverglei
h der Taylorreihen von f (exp (tX) exp (tY )) = f (exp (Z (t))) (f�uranalytis
he Funktionen f : G! R) die Zi sukzessive ausre
hnen und erh�alt insbesondereZ1 = X + Y; Z2 = [X;Y ℄ (Campbell-Baker-Hausdor�-Formel). Der Kommutator mi�talso in�nitesimal, wie sehr si
h eX+Y von eXeY , und damit au
h, wie sehr si
h eXeY voneY eX , unters
heidet.Lemma 14 : Sei F : G1 ! G2 ein di�erenzierbarer Homomorphismus von Lie-Gruppen.Dann ist DIF : g1 ! g2 ein Lie-Algebren-Homomorphismus und es gilt exp (DIF (X)) =F (exp (X)) f�ur alle X 2 g1.Beweis: Die erste Behauptung ist ein Spezialfall von Proposition 11.exp (DF (tX)) und F (exp (tX)) sind 1-Parametergruppen mit Ableitung DF (X) in0. Also m�ussen sie �ubereinstimmen, woraus mit t = 1 die zweite Behauptung folgt. QEDMatrix-Gruppen. Wir zeigen jetzt, dass f�ur Matrix-Gruppen die hier de�nierten Ex-ponentialabbildungen, Lie-Algebren und Kommutatoren mit den in Kapitel 1 de�nierten�ubereinstimmen.Lemma 15 : Sei G = GL (n;R) ; A 2 g =Mat (n;R). Dann istexp (A) = eA:Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, dass �t (g) = getA der Flu� zum linksinvarianten Vektor-feld A (g) = gA ist. Daf�ur bere
hnen wirddt jt=t0 getA = g ddt jt=t0 I+ tA+ 12! t2A2 + 13! t3A3 + : : := g�A+ t0A2 + 12! t20A3 + : : :� = g�I+ t0A+ 12! t20A2 + : : :�A = get0AA;also tats�a
hli
h ddt jt=t0 �t (g) = A (�t0 (g)). QED26



Korollar 1 : F�ur Matrix-Gruppen G � GL (n;R) stimmt die hier de�nierte Lie-Algebramit der in De�nition 8 de�nierten Lie-Algebra �uberein.Beweis: Wir bezei
hnen mit g die Lie-Algebra aus De�nition 8 und mit TIG die indiesem Abs
hnitt de�nierte Lie-Algebra. Sei A 2 g. Dann ist etA 2 G f�ur alle t 2 R. Alsoist A = ddt jt=0 etA 2 TIG. Umgekehrt, sei A 2 TIG. F�ur t 2 R ist dann au
h tA 2 TIG.Mit Lemma 15 ist dann etA = exp (tA) 2 G. QEDS
hlie�li
h zeigen wir no
h, dass f�ur Matrixgruppen der Kommutator von linksinvari-anten Vektorfeldern mit dem Kommutator von Matrizen �ubereinstimmt.Beispiel 18 : Sei G = GL (n;R) ; X; Y 2 g =Mat (n;R). Dann ist�X;Y � (I) = XY � Y X:Beweis: Wegen Bilinearit�at gen�ugt es, die Behauptung f�ur X = epq ; Y = ersna
hzupr�ufen. In diesem Fall ist [X;Y ℄ entweder 0 (falls q 6= r; s 6= p) oder eps (fallsq = r; s 6= p) oder �erq (falls q 6= r; s = p) oder epp � eqq (falls q = r; s = p), und wirm�ussen zeigen, dass dies mit �X;Y � (I) �ubereinstimmt.F�ur die linksinvarianten Vektorfelder X;Y haben wir dann�X (A)�ij = � 0 j 6= qAip j = q � ; �Y (A)�ij = � 0 j 6= sAir j = s � :Na
h der lokalen Formel f�ur den Kommutator haben wir��X;Y ��ij = nXk;l=1Xkl �Y ij�xkl � Y kl �Xij�xkl :Die Ableitungen bere
hnen si
h als�Y ij�xkl (A) = ddt jt=0 Y (A+ tekl)ij =� ddt jt=0 (A+ tekl)ir j = s0 sonst � = � 1 j = s; k = i; l = r0 sonst � :Analog bere
hnen wir �Xij�xkl (A) = � 1 j = q; k = i; l = p0 sonst � :Es ist klar, dass Xkl �Y ij�xkl � Y kl �Xij�xkl nur dann ni
ht Null sein kann, wenn entwederXkl oder Y kl ni
ht Null ist. In I ist dies nur f�ur (k; l) = (p; q) oder (k; l) = (r; s) der Fall.Deswegen ist ��X;Y ��ij (I) = �Y ij�xpq (I)� �Xij�xrs (I) :27



Mit den oben bere
hneten Ableitungen ergibt si
h��X;Y ��ij (I) = � 1 i = p; j = s; q = r0 sonst ��� 1 i = r; j = q; s = p0 sonst � ;also tats�a
hli
h die (i; j)-Komponente von [X;Y ℄. QED�Ubungsaufgaben 7 : 1. Sei G eine Lie-Gruppe und X;Y 2 g. Zeigen Sie: [X;Y ℄ =0() esXetY = etY esX f�ur alle s; t 2 R.2. Sei G eine Lie-Gruppe, H eine Untermannigfaltigkeit, die abges
hlossen unter denGruppenoperationen ist. Sei exp : g ! G die Exponential-Abbildung und h = TIH �TIG = g. Zeigen Sie: f�ur X 2 h ist exp (X) 2 H.3. Sei G eine Lie-Gruppe, H eine Untermannigfaltigkeit, die abges
hlossen unter denGruppenoperationen ist. Sei � : R ! G eine 1-Parametergruppe in G. Zeigen Sie: wennes ein � > 0 gibt, so dass �(t) 2 H f�ur alle t 2 (��; �), dann gilt �(t) 2 H f�ur alle t 2 R.2.3 Abels
he Lie-GruppenDe�nition 26 : Der l-dimensionale Torus ist die Lie-Gruppe Rl=Zl.Verans
hauli
hung: Jeder Punkt in Rl ist modulo Zl �aquivalent zu einem Punkt aus[0; 1℄l. Zwei Punkte x; y 2 [0; 1℄l sind genau dann �aquivalent modulo Zl, wenn es einI � f1; : : : ; lg mit xi = 0; yi = 1 (oder umgekehrt) f�ur i 2 I und xj = yj f�ur alle j 62 Igibt. Der l-dimensionale Torus entsteht also aus dem l-dimensionalen Einheitsw�urfel,indem man die Paare gegen�uberliegender Fl�a
hen identi�ziert.Satz 4 : Sei G eine zusammenh�angende abels
he Lie-Gruppe. Dann ist G isomorph zuRk � Tl, mit k; l 2 N. (Insbesondere ist jede kompakte, zusammenh�angende, abels
heLie-Gruppe isomorph zu Tl.)Beweis:exp ist ein Homomorphismus. Wir zeigen zun�a
hst (ohne Benutzung der Campbell-Baker-Hausdor�-Formel), dass f�ur abels
he Lie-Gruppen die Exponentialabbildung einHomomorphismus exp : g ! G (bzgl. der Vektoraddition in g) ist. Daf�ur betra
htenwir die Multiplikationsabbildung m : G � G ! G. Wenn G abels
h ist (und nur dann),ist m ein Homomorphismus. Das Di�erential Dm(e;e) ist Dm(e;e) (X;Y ) = X + Y . Ausm (exp t (X;Y )) = exp �Dm(e;e) (X;Y )� (wegen Lemma 15) folgt dann exp (X + Y ) =exp (X) exp (Y ).exp ist surjektiv. Sei d eine linksinvariante Metrik auf G. Weil exp ein lokaler Di�eo-morphismus ist, gibt es ein � > 0, so dass alle g mit d (g; e) < � im Bild von exp liegen.Weil G zusammenh�angend ist, l�asst si
h jedes g 2 G als g = g1 : : : gk mit d (gi; e) < �darstellen (man nehme einen Weg von e na
h g und zerlege ihn in St�u
ke der L�ange < �).Aus gi = exp (Xi) folgt, weil exp ein Homomorphismus ist, g = exp (X1 + : : :+Xk).Insbesondere ist exp surjektiv. Damit ist G ' g=ker (exp) ' Rn=ker (exp).ker (exp) ist diskret. Eine Untergruppe H � G hei�t diskret, wenn es zu jedem h 2 H28



eine o�ene Umgebung U � G mit U \H = fhg gibt. Wir benutzen, dass exp ein Homo-morphismus ist. Na
h Lemma 13 gibt es Umgebungen U von 0 2 g und V von e 2 G,so dass exp jU : U ! V ein Di�eomorphismus, also bijektiv, ist. Zu h 2 ker (exp) be-tra
hten wir jetzt die Umgebung h + U . Angenommen, es existiert h + u 2 h + U mith + u 2 ker (exp). Aus exp (h+ u) = exp (h) folgt, weil exp ein Homomorphismus ist,au
h exp (u) = exp (0). Wegen u 2 U und weil exp jU eine Injektion ist, folgt u = 0. Alsoist (h+ U) \ ker (exp) = fhg. Damit ist ker (exp) eine diskrete Untergruppe.S
hlu�folgerung. Jede abels
he Gruppe, die keine Elemente endli
her Ordnung hat, istisomorph zu Zl f�ur ein l 2 N [ f1g. Seien v1; : : : ; vl Erzeuger von Zl ' ker (exp),die linear unabh�angig �uber Z (und damit au
h �uber Q) sind. Aus der Diskretheitvon ker (exp) folgt, dass v1; : : : ; vl au
h linear unabh�angig �uber R sind. (Denn ausvl = �1v1 + : : : + �l�1vl�1 w�urde folgen, dass man beliebig gut geeignete ganzzahligeVielfa
he von vl dur
h ganzzahlige Linearkombinationen von v1; : : : ; vl�1 ann�ahern kann.)Na
h dem Basiserg�anzungssatz k�onnen wir fv1; : : : ; vlg zu einer Basis fv1; : : : ; vng vonRn ' g erg�anzen. Bez�ugli
h dieser Basis erhalten wir dann also einen IsomorphismusG ' �Rl � Rk � = �Zl� 0�. QEDBezei
hnungen:Sei Tl ein l-dimensionaler Torus und p : Rl ! Tl die kanonis
he Projektion.Die lineare Kurve mit Anstieg (�1; : : : ; �n�1) ist das Bild der Kurve f(t; �1t; : : : ; �n�1t) : t 2 Rgunter der Projektion p. (Zum Beispiel f�ur n = 2 ist die lineare Kurve mit Anstieg� genau dann eine ges
hlossene Kurve, wenn � 2 Q ist.) Eine aÆne Kurve mit Anstieg(�1; : : : ; �n�1) ist das Bild der Kurve f(x1 + t; x2 + �1t; : : : ; xn + �n�1t) : t 2 Rg unter derProjektion p, f�ur einen Punkt (x1; : : : ; xn) 2 Rn .Als aÆne Bl�atterung des l-Torus mit Anstieg (�1; : : : ; �n�1) bezei
hnen wir die Zer-legung von Tl in aÆne Kurven mit Anstieg (�1; : : : ; �n�1). (O�ensi
htli
h geht dur
hjeden Punkt genau eine sol
he Kurve.) Die einzelnen Kurven bezei
hnen wir als Bl�atterder Bl�atterung.Lineare Di�eomorphismen des Torus. Sei A 2 SL (l;Z). Dann de�nieren wireine (wohlde�nierte) Abbildung fA : Rl=Zl! Rl=Zl dur
hfA ([x℄) := [Ax℄ :Aus det (A) = 1 und der Cramer's
hen Regel folgt, dass au
h A�1 2 SL (l;Z) ist. O�en-si
htli
h ist fA�1 die inverse Abbildung, insbesondere ist fA ein Di�eomorphismus.Bemerkung (f�ur H�orer mit Topologie-Kenntnissen): mit �Uberlagerungstheorie kann manzeigen, dass jeder orientierungs-erhaltende Di�eomorphismus von Tl homotop zu einemlinearen Di�eomorphismus ist.Klassi�kation der Di�eomorphismen des 2-Torus. Ein Di�eomorphismus f des2-Torus hei�t :- periodis
h, wenn fn = id f�ur ein n 2 N,- reduzibel, wenn es eine ges
hlossene Kurve C mit f (x) 2 C f�ur alle x 2 C gibt,- Anosov, wenn es zwei Bl�atterungen F+ und F� und eine reelle Zahl � mit j � j>1 gibt, so dass: wenn x; y im selben Blatt von F+ (bzw. F�) liegen, dann liegen29



f (x) ; f (y) im selben Blatt von F+ (bzw. F�) und es gilt d (f (x) ; f (y)) = �d (x; y)(bzw. d (f (x) ; f (y)) = 1�d (x; y).)Im letzten Fall heissen F+ und F� die expandierende bzw. kontrahierende Bl�atterungvon f .Satz 5 (Klassi�kation der linearen Di�eomorphismen des 2-Torus): Sei A 2SL (2;Z). Wenn j Tr (A) j< 2, dann ist fA periodis
h. Wenn j Tr (A) j= 2, dann ist fAreduzibel. Wenn j Tr (A) j> 2, dann ist fA Anosov.Beweis: Man bere
hnet, dass die Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms�1;2 = Tr (A)2 �s�Tr (A)2 �2 � 1sind. Wenn j Tr (A) j> 2 ist, dann hat man zwei reelle Eigenwerte �1; �2, die �1�2 = 1erf�ullen. Insbesondere hat ein Eigenwert � Betrag gr�o�er 1, der andere ist 1� . F+ istnun die Bl�atterung dur
h Kurven parallel zum Eigenvektor von �, F� ist die Bl�atterungdur
h Kurven parallel zum Eigenvektor von ��1.Wenn Tr (A) = �2, dann sind die Eigenwert �1. Man kann die Eigenvektoren explizitausre
hnen und feststellen, dass sie rationale Koordinaten haben. Damit l�a�t fA eineges
hlossene Kurve invariant.Wenn j Tr (A) j< 2, dann wollen wir zeigen, dass An = I, wof�ur es gen�ugt, zu zeigen,dass A einen Eigenwert �1 6= 1 mit �n1 = 1 hat. Die Spur von A mu� 1,0 oder -1 sein. F�urTr (A) = 1 erhalten wir �1 = 12 + p32 i, also �61 = 1. F�ur Tr (A) = 0 erhalten wir �1 = i,also �41 = 1. F�ur Tr (A) = �1 erhalten wir �1 = � 12 + p32 i, also �61 = 1. QED3 Elementare Darstellungstheorie3.1 De�nitionenSei V ein Vektorraum. Mit Aut (V ) bezei
hnet man die Gruppe der invertierbaren linearenAbbildungen f : V ! V .Wenn V endli
h-dimensional ist, k�onnen wir eine Basis fv1; : : : ; vng w�ahlen. In dieserBasis wird f dann dur
h die Matrix A 2 GL (n;R) mit Spaltenvektoren f (v1) ; : : : ; f (vn)bes
hrieben. (Wenn fC (v1) ; : : : ; C (vn)g mit C 2 GL (n;R) eine andere Basis ist, dannwird f in dieser Basis dur
h die Matrix CAC�1 bes
hrieben.)Diese Identi�zierung Aut (V ) = GL (n;R) gibt einem insbesondere eine di�erenzier-bare Struktur auf Aut (V ). Als Darstellung einer Lie-Gruppe G auf einem Vektorraum Vbezei
hnet man einen di�erenzierbaren Homomorphismus � : G ! Aut (V ). Wir werdenimmer annehmen, dass wir auf V bereits eine Basis gegeben haben und erhalten so diefolgende De�nition.De�nition 27 : Eine (endli
h-dimensionale) Darstellung einer Lie-Gruppe G ist eindi�erenzierbarer Homomorphismus � : G ! GL (n;R) f�ur ein n 2 N . Eine komplexe30



(endli
h-dimensionale) Darstellung von G ist ein di�erenzierbarer Homomorphismus � :G! GL (n; C ) f�ur ein n 2 N .Ein einfa
hes Beispiel ist � (g) = g f�ur eine Matrix-Gruppe G. Ein anderes Beispielist die triviale Darstellung � (g) = I (f�ur alle g 2 G) einer beliebigen Gruppe G. F�urjede Gruppe G � GL (n;R) ist eine (i.a. ni
httriviale) 1-dimensionale Darstellung � :G! GL (1;R) gegeben dur
h � (A) = det (A). (Hierbei haben wir GL (1;R) mit R �f0gidenti�ziert.)De�nition 28 : Zwei Darstellungen �1; �2 : G ! GL (n;R) hei�en isomorph (oder�aquivalent), wenn es ein A 2 GL (n;R) mit �2 (g) = A�1 (g)A�1 f�ur alle g 2 G gibt.Mit anderen Worten: zwei Darstellungen sind �aquivalent, wenn sie dur
h einen Ba-siswe
hsel des Rn ineinander �uberf�uhrt werden.Beispiel 19 : 1. Wenn zwei Darstellungen �1; �2 �aquivalent sind, dann gilt det (�1 (g)) =det (�2 (g)) und Tr (�1 (g)) = Tr (�2 (g)) f�ur alle g 2 G.2. Die dur
h � (n) = � 1 n0 1 � gegebene Darstellung � : Z ! GL (2;R) ist ni
ht�aquivalent zur trivialen Darstellung, obwohl alle Spuren und Determinanten �ubereinstimmen.De�nition 29 : Sei � : G! GL (n;R) eine Darstellung. Ein Untervektorraum V � Rnhei�t invariant, wenn � (g) v 2 V f�ur alle g 2 G und alle v 2 V gilt. � hei�t irreduzibel,wenn 0 und Rn die einzigen invarianten Unterr�aume sind, reduzibel sonst.Lemma 16 (S
hur's Lemma I): Seien �1 : G ! GL (n;R) ; �2 : G ! GL (m;R) zweiirreduzible Darstellungen und f : Rn ! Rn eine lineare Abbildung mit f (�1 (g) v) =�2 (g) f (v) f�ur alle g 2 G; v 2 Rn . Dann ist f ein Isomorphismus oder f = 0.Beweis: : ker (f) ist invariant f�ur �1, im (f) ist invariant f�ur �2. Weil beide Darstellun-gen irreduzibel sind, m�ussen Bild und Kern entweder 0 oder der ganze Raum sein. Wennker (f) = 0 und im (f) = Rm , dann ist f ein Isomorphismus. In den drei anderen F�allenist f = 0. QEDKorollar 2 (S
hur's Lemma II): Seien � : G ! GL (n; C ) eine irreduzible komplexeDarstellung und f : C n ! Cm eine lineare Abbildung mit f (� (g) v) = � (g) f (v) f�ur alleg 2 G; v 2 C n . Dann gibt es ein � 2 C mit f (v) = �v f�ur alle v 2 C n .Beweis: : f hat mindestens einen (komplexen) Eigenwert � 6= 0. F�ur diesen enth�altdann ker (f � �Id) den zugeh�origen Eigenvektor v 6= 0, also kann f � �Id kein Isomor-phismus sein. Weil aber (f � �id) (� (g) v) = � (g) (f � �Id) (v) f�ur alle g 2 G; v 2 C ngilt, folgt aus S
hur's Lemma I, dass f � �Id = 0 sein mu�. QEDDe�nition 30 (Direkte Summe von Darstellungen): Seien �1 : G ! GL (n;R) und�2 : G ! GL (m;R) zwei Darstellungen. Dann ist die direkte Summe �1 � �2 : G !GL (n+m;R) de�niert dur
h (�1 � �2) (g) (v1; v2) := (�1 (g) v1; �2 (g) v2) f�ur (v1; v2) 2Rn � Rm = Rn+m . 31



De�nition 31 : Sei � : G! GL (n;R) eine Darstellung. Ein Skalarprodukt < :; : > aufRn hei�t �-invariant, wenn f�ur alle v1; v2 2 Rn ; g 2 G gilt:< � (g) v1; � (g) v2 >=< v1; v2 > :Proposition 12 Sei � : G ! GL (n;R) eine Darstellung. Wenn es ein �-invariantesSkalarprodukt < :; : > auf Rn gibt, dann ist � direkte Summe irreduzibler Darstellungen.Beweis: SeiW ein �-invarianter Unterraum von Rn . SeiW? = fx 2 Rn :< y; x >= 08y 2Wg.Mit x 2 W? ist f�ur alle g 2 G au
h < y; � (g)x >=< � �g�1� y; x >= 0 wegen� �g�1� y 2 W , also � (g)x 2 W?. W? ist also ebenfalls �-invariant.Jedes x 2 Rn l�asst si
h als x = w + u mit w 2 W;u 2 W? zerlegen. N�amli
h, seiv1; : : : ; vn eine ON-Basis, so dass v1; : : : ; vk eine Basis von W ist, und sei M bzgl. dieserBasis die Matrix mit Spaltenvektoren (1; 0; : : : ; 0)T ; : : : ; (0; : : : ; 0; 1; 0 : : : ; 0)T ; 0; : : : ; 0 (d.h.k Basisvektoren und n�k Nullvektoren). Dann ist w :=Mx 2 W und u := x�Mx 2 W?.Die Zerlegung Rn =W +W? ist eine direkte Summe, weil < :; : > positiv de�nit ist.Wir haben also den Vektorraum als direkte Summe zweier invarianter Unterr�aumezerlegt. Die Behauptung folgt jetzt dur
h Induktion na
h der Dimension. QEDLemma 17 : Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann l�asst si
h jede Darstellung von Gals direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegen.Beweis: Aus der Ma�-Theorie ist bekannt, dass es auf einer kompakten topologis
henGruppe ein Wahrs
heinli
hkeitsma� d� gibt, das unter der Gruppenmultiplikation invari-ant ist. Zu einer Darstellung � : G ! GL (n;R) de�nieren wir nun ein �-invariantesSkalarprodukt < :; : >� dur
h< v;w >�= ZG < � (g) v; � (g)w > d� (g)f�ur v; w 2 Rn und < :; : > das euklidis
he Skalarprodukt. Die Behauptung folgt dann ausProposition 12. QEDTensorprodukt. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis fe1; : : : ; eng undW ein m-dimensionaler Vektorraum mit Basis ff1; : : : ; fmg. Mit V 
W bezei
hnet manden nm-dimensionalen Vektorraum, seine Basisvektoren bezei
hnet man mit ei 
 fj ; 1 �i � n; 1 � j � m. Es soll gelten (Paiei)
 (P bjfj) =Paibjei 
 fj .De�nition 32 (Tensorprodukt von Darstellungen): Seien �1 : G ! GL (n;R) und �2 :G! GL (m;R) zwei Darstellungen. Dann ist das Tensorprodukt �1
�2 : G! GL (nm;R)de�niert dur
h (�1 
 �2) (g) ei 
 fj := �1 (g) ei 
 �2 (g) fjf�ur 1 � i � n; 1 � j � m.Eine andere S
hreibweise, wenn wir eine Basis e1; : : : ; enm auf Rnm w�ahlen: (�1 
 �2) (g) ean+b :=Pnj=1Pmi=1 qjpiein+j f�ur 0 � a � m; 0 � b � n und �1 (eb) = Pnj=1 qjej ; �2 (fa) =Pmi=1 pifi.Darstellungen von Lie-Algebren. 32



De�nition 33 : Eine Darstellung einer (abstrakten) Lie-Algebra g ist ein Vektorraum-Homomorphismus � : g!Mat (n;R) mit � ([X;Y ℄) = [� (X) ; � (Y )℄ f�ur alle X;Y 2 g.De�nition 34 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Sei � : G ! GL (n;R) eineDarstellung. Die zu � assoziierte Lie-Algebra-Darstellung � : g ! Mat (n;R) istde�niert als � = De�, d.h. sie ist de�niert dur
h � (X) = ddt jt=0 � (exp (tX)) f�ur X 2 g.Lemma 18 : Sei G eine zusammenh�angende Lie-Gruppe. Eine Darstellung � : G !GL (n;R) ist irreduzibel genau dann, wenn die assoziierte Darstellung � irreduzibel ist.Beweis: Na
h Lemma 14 gilt f�ur die assoziierte Darstellung: � (exp (tX)) = et�(X)f�ur alle X 2 g.Sei � irreduzibel und W ein �-invarianter Unterraum. Sei X 2 g und A = � (X) 2Mat (n;R). Na
h Annahme gilt Av 2 W f�ur alle v 2 W . Damit ist aber au
h eAv =v + Av + 12A2v + : : : 2 W . Wegen Lemma 14 folgt � (exp (X)) v 2 W . Wir haben alsogezeigt, dass W invariant unter allen Matrizen der Form � (exp (X)) ist. Weil exp einlokaler Di�eomorphismus um 0 ist und si
h in einer zusammenh�angenden Lie-Gruppejedes Element als Produkt von Elementen in einer gegebenen Umgebung von e darstellenl�a�t, folgt �-Invarianz von W , woraus si
h W = 0 oder W = Rn ergibt.Sei � irreduzibel und W ein �-invarianter Unterraum. F�ur X 2 g; t 2 R; v 2 W istdann � (exp (tX)) v 2 W . Weil dies f�ur alle t gilt und W ein Untervektorraum ist, folgtddt jt=0 � (exp (tX)) v 2 W , also � (X) v 2 W . Damit haben wir gezeigt, dass W au
h�-invariant ist, woraus W = 0 oder W = Rn folgt. QED�Ubungsaufgaben 8 : 1. Sei � : G ! GL (n;R) eine Darstellung und A;B 2 G mitAB = BA. Zeigen Sie: wenn � (A) n vers
hiedene Eigenwerte hat, dann ist au
h � (B)diagonalisierbar.2. Sei � : SO (2)! GL (n; C ) eine irreduzible Darstellung. Zeigen Sie: n = 1.3. Zeigen Sie, dass die Inklusion SU (n)! GL (n; C ) eine irreduzible Darstellung ist.3.2 Darstellungen abels
her GruppenProposition 13 : Sei G eine abels
he Gruppe, � : G ! Gl (n; C ) eine irreduzible kom-plexe Darstellung. Dann ist n = 1.Beweis: : Sei h 2 G ein festes Element und f : Rn ! Rn die dur
h f (v) = � (h) vde�nierte Abbildung. Weil G abels
h ist, gilt f�ur alle g 2 G; v 2 Rn : f (� (g) v) =� (h) � (g) v = � (hg) v = � (gh) v = � (g) � (h) v = � (g) f (v). Na
h S
hur's Lemma IIfolgt, da� f (v) ein (komplexes) Vielfa
hes von v ist.Sei v 2 C n und V � C n der von v erzeugte 1-dimensionale (komplexe) Unterraum.Wir haben gezeigt, da� f�ur jedes h 2 G gilt: � (h)V � V , d.h. V ist invariant. Wegen derIrreduzibilit�at von � folgt n = 1. QEDBeispiel 20 : Sei m 2 Z� f0g. Eine 1-dimensionale irreduzible Darstellung �m von S1ist gegeben dur
h �m (z) = (zm). 33



Beispiel 21 : Sei a 2 Zn � f0g. Eine 1-dimensionale irreduzible Darstellung �a vonTn = Rn=Zn ist gegeben dur
h �a (z) = �e2�i<a;z>�.Proposition 14 : Zu jeder Darstellung � : Tn ! GL (m; C ) gibt es (ni
ht notwendigvers
hiedene) a1; : : : ; am 2 Zn mit� = �a1 � : : :� �am :Beweis: Na
h Proposition 13 wissen wir, dass alle irreduziblen Darstellungen vonTn 1-dimensional sind. Wir zeigen, dass alle 1-dimensionalen Darstellungen von Tn dur
hBeispiel 23 gegeben sind. Mit Lemma 17 folgt daraus, dass si
h jede komplexe Darstellungvon Tn als direkte Summe von �a's zerlegen l�a�t.Sei � eine 1-dimensionale komplexe Darstellung von Tn = Rn=Zn. Wir haben alsoeinen Homomorphismus � : Rn ! C � mit � (z) = 1 f�ur alle z 2 Zn. Jeder Homomorphis-mus � : Rn ! C ist von der Form � (x1; : : : ; xn) = e2�i(a1x1+:::+anxn). Wegen � (Zn) = 1folgt, dass a1; : : : ; an ganze Zahlen sein m�ussen. QEDDe�nition 35 : Sei � : Tn ! GL (m; C ) eine Darstellung. Ein Homomorphismus � :Tn ! C hei�t ein Gewi
ht von �, wennV� := fv 2 V : � (g) v = � (g) v f�ur alle g 2 Tng 6= f0gist.Die Gewi
hte entspre
hen also genau den irreduziblen Summanden einer Darstellungvon Tn.�Ubungsaufgaben 9 : 1. Bestimmen Sie alle Gewi
hte von �a aus Beispiel 21. ZeigenSie: zu jedem Homomorphismus � : Tn ! S1 gibt es (mindestens) eine Darstellung� : Tn ! GL (m; C ), deren Gewi
ht � ist.3.3 Adjungierte Darstellung und KillingformSei G eine Lie-Gruppe, g 2 G ein fest gew�ahltes Element.Die Konjugation mit g ist gegeben dur
h
g = lgrg�1 : G! G
g (h) = ghg�1:Insbesondere ist 
g (e) = e, so dass das Di�erential im neutralen Element e den Tangen-tialraum g = TeG auf si
h abbildet: (D
g)e : g! g:(D
g)e ist linear und invertierbar, weil aus 
g�1
g = id und 
g
g�1 = id folgt: (D
g)e �D
g�1�e =id = �D
g�1�e (D
g)e. Wir erhalten also zu jedem g 2 G eine Abbildung (D
g)e 2 GL (g).34



(g ist ein Vektorraum und kann na
h Wahl einer Basis mit dem Rn identi�ziert werden.Mit einer gew�ahlten Basis ist also GL (g) = GL (n;R).)Die so erhaltene Abbildung nennen wir die adjungierte AbbildungAd : G! GL (g)Ad (g) := (D
g)e :Wegen 
e = id und 
kh = 
k
h gilt Ad (e) = I und Ad (kh) = Ad (k)Ad (h) f�ur allek; h 2 G. Ad ist also ein Homomorphismus.Weil wir annehmen, dass die Gruppenoperationen auf G (beliebig oft) di�erenzierbarsind, ist Ad di�erenzierbar und wir k�onnen sein Di�erential in e betra
hten:ad := (D Ad)e : g! gl (g) :(Hierbei bezei
hnet gl (g) die Lie-Algebra zu GL (g). Na
h Wahl einer Basis ist bekan-ntli
h GL (g) = GL (n;R) und gl (g) =Mat (n;R).)Lemma 19 : ad ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus und es gilt Ad (exp X) = exp (ad X)f�ur alle X 2 gl (g) :Beweis: Weil Ad ein Homomorphismus von Lie-Gruppen ist, folgen die Behauptungenaus Lemma 14. QEDBeispiel 22 : Sei G � GL (n;R) eine Matrix-Gruppe. Dann istAd (g) : X ! gXg�1;ad (X) : Y ! [X;Y ℄f�ur alle g 2 G � GL (n;R) ; X; Y 2 g �Mat (n;R).Beweis: Ad (g) (X) = ddt jt=0 
g �etX� = ddt jt=0 getXg�1 = gXg�1;und damitad (X) (Y ) = ddt jt=0 Ad �etX� (Y ) = ddt jt=0 etXY e�tX = XY � Y X;wobei wir im letzten S
hritt die Produktregel angewandt haben. QEDLemma 20 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Dann istad (X) (Y ) = [X;Y ℄f�ur alle X;Y 2 g. 35



Beweis: Es ist ad (X) (Y ) = ddt jt=0 Ad �etX� (Y ) = ddt jt=0 dds js=0 
etX esY = ddt jt=0dds js=0 etXesY e�tX = [X;Y ℄, wobei man die letzte Glei
hung dur
h KoeÆzientenverglei
hvon Taylorreihen erh�alt. QEDBemerkung: Weil ad ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, liefert die Beziehung ad (X) (Y ) =[X;Y ℄ einen weiteren Beweis f�ur die Ja
obi-Identit�at.Korollar 3 : Sei G eine Lie-Gruppe und f : g ! g ein Lie-Algebren-Isomorphismus.Dann ist ad (f (X)) = f Æ ad (X) Æ f�1f�ur alle X 2 g.Beweis: Weil f ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist, ist [fX; Y ℄ = f �X; f�1Y �.Wegen ad (:) (Y ) = [:; Y ℄ folgt daraus die Behauptung. QEDBeispiel 23 : Die adjungierte Darstellung von sl (2; C ).sl (2; C ) ist als Vektorraum isomorph zu C 3 , eine Basis ist gegeben dur
hH = � 1 00 �1 � ; X = � 0 10 0 � ; Y = � 0 01 0 �. Man re
hnet na
h, dass [H;X ℄ =2X; [H;Y ℄ = �2Y und [X;Y ℄ = H (und nat�urli
h [X;X ℄ = [Y; Y ℄ = [H;H ℄ = 0) gilt.Bez�ugli
h der Basis fH;X; Y g ist alsoad (H) = 0� 0 0 00 2 00 0 �2 1A ; ad (X) = 0� 0 0 1�2 0 00 0 0 1A ; ad (Y ) = 0� 0 �1 00 0 02 0 0 1A :Wir de�nieren als n�a
hstes eine Ad-invariante Bilinearform auf Lie-Algebren. Im Kapitel�uber Riemanns
he Geometrie werden wir zeigen, dass man diese Form benutzen kann,um auf kompakten Lie-Gruppen eine biinvariante Riemanns
he Metrik zu de�nieren.De�nition 36 : Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Killingform B : g�g! Rist de�niert dur
h B (X;Y ) = Tr (adX Æ adY ) :Proposition 15 :(i) B ist eine symmetris
he Bilinearform.(ii) Es gilt B (X;Y ) = B (Ad (g) (X) ; Ad (g) (Y )) f�ur alle g 2 G;X; Y 2 g. (Man sagt, Bist Ad (G)-invariant.)(iii) F�ur alle X;Y; Z ist B (ad (Z) (X) ; Y ) = �B (X; ad (Z) (Y ))Beweis:(i) Bilinearit�at ist klar. Symmetrie folgt aus der bekannten Formel Tr (AB) = Tr (BA).(ii) Wir wenden Korollar 3 mit f (X) = Ad (g) (X) bzw. f (Y ) = Ad (g) (Y ) an underhalten:B (Ad (g) (X) ; Ad (g) (Y )) = Tr (ad (Ad (g)X) ad (Ad (g)Y )) = Tr �Ad (g) ad (X)Ad (g)�1Ad (g) ad (Y )Ad (g)�1�36



= Tr �(Ad (g) ad (X)ad (Y )Ad (g)�1� = Tr (ad (X) ad (Y )) = B (X;Y ) :(iii) Dur
h zweimalige Anwendung der Ja
obi-Identit�at erh�alt man [Z; [X; [Y;W ℄℄℄ =[[Z;X ℄ ; [Y;W ℄℄+[X; [[Z; Y ℄ ;W ℄℄+[X; [Y; [Z;W ℄℄℄, also [adZ; adX Æ adY ℄ = ad (adZ (X))ÆadY + adX Æ ad (adZ (Y )). Weil Kommutatoren Spur 0 haben, folgt daraus die Behaup-tung. QEDDe�nition 37 : Eine Lie-Algebra hei�t halbeinfa
h, wenn die Killingform ni
htentartetist.Satz 6 : Wenn G eine kompakte, halbeinfa
he Lie-Gruppe ist, dann ist die Killing-Formvon g negativ de�nit.Beweis: Weil G kompakt ist, gibt es zu jeder Darstellung � : G ! GL (n;R) na
hdem Beweis von Lemma 17 ein Skalarprodukt, wel
hes � (g)-invariant f�ur alle g 2 Gist. Wir wenden dies an mit � = Ad : G ! GL (g) und erhalten ein Ad-invariantesSkalarprodukt auf g.Wir w�ahlen mit dem Gram-S
hmidt-Orthonormalisierungsverfahren eine Orthonor-malbasis von g (bzgl. des Ad-invarianten Skalarprodukts). Weil Ad (g) das Skalarproduktinvariant l�a�t, gilt in dieser Basis Ad (g) 2 O (n), f�ur alle g 2 G.Wegen ead(tX) = Ad �etX� 2 O (n) f�ur alle t 2 R folgt ad (X) 2 o (n), d.h. ad (X) istbez�ugli
h der gew�ahlten Basis s
hiefsymmetris
h.S
hiefsymmetris
he Matrizen A erf�ullen A+ AT = 0, insbesondere gilt f�ur die Eigen-werte �+ � = 0, d.h. die Eigenwerte sind rein imagin�ar und es gilt �2 � 0.Seien �1; : : : ; �n die Eigenwerte von ad (X), dann gilt alsoB (X;X) = Tr �(ad (X))2� = nXi=1 �2i � 0:Damit ist B negativ semide�nit. Weil G halbeinfa
h ist, mu� B sogar negativ de�nitsein. QED�Ubungsaufgaben 10 : 1. Sei G eine Lie-Gruppe, � eine Darstellung von G und � dieassoziierte Lie-Algebren-Darstellung von g. Zeigen Sie: � �gAg�1� = � (g)� (A) � �g�1�f�ur g 2 G;A 2 g.2. Bestimmen Sie die adjungierte Darstellung von su (2) (bzgl. einer geeigneten Basis).3. Zeigen Sie: f�ur g = su (2) ist B (X;Y ) = 4Tr (XY ).4. Zeigen Sie, dass die Killingform von sl (2; C ) ni
ht negativ de�nit ist.3.4 Darstellungen von SU (2)Die Gruppe SU (2) ist in der Quantenphysik von Bedeutung, weil sie isomorph zu Spin (3),der zweifa
hen �Uberlagerung von SO (3) ist. Ihre Lie-Algebra ist ein 3-dimensionalerVektorraum mit BasisiH = � i 00 �i � ; X = � 0 1�1 0 � ; Y = � 0 ii 0 � :37



Es gilt [iH;X ℄ = 2Y; [iH; Y ℄ = �2X; [X;Y ℄ = 2iH .Komplexi�zierung. Sei g eine Lie-Algebra mit Basis e1; : : : ; en und Kommutator [:; :℄.Als Komplexi�zierung von g bezei
hnet man den komplexen Vektorraum mit C -Basise1; : : : ; en und Kommutatorregel [x+ iy; z + iw℄ = [x; y℄� [z; w℄ + i [y; z℄ + i [x;w℄.Beispiel: Die Komplexi�zierung von su (2) ist isomorph zu sl (2; C ). Tats�a
hli
h l�asst si
hjede Matrix (mit Spur 0) als Summe einer s
hief-hermites
hen und einer hermites
henMatrix zerlegen, und hermites
he Matrizen sind rein-imagin�are Vielfa
he von s
hief-hermites
hen Matrizen.Wir betra
hten sl (2; C ) mit der komplexen BasisH = � 1 00 �1 � ; X+ = � 0 10 0 � ; X� = � 0 01 0 � :Dann ist [H;X+℄ = 2X+; [H;X+℄ = �2X�; [X+; X�℄ = H .In der Quantenme
hanik bere
hnet man Eigenwerte des Drehimpulsoperators L =hi x�r, wobei xMultiplikation mit der Ortsvariablen und r die Ortsableitung bezei
hnet.Seien Lx; Ly; Lz die drei Komponenten von L, und L� = Lx � iLy, dann gilt [Lz; L�℄ =�hL� und [L+; L�℄ = 2hLz. Na
h einer passenden Normierung der Basisvektoren istdiese Drehimpulsalgebra also isomorph zur Komplexi�zierung der Lie-Algebra von SU (2).Wir klassi�zieren nun die irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebra sl (2; C ).Satz 7 : Sei � eine irreduzible Lie-Algebren-Darstellung von sl (2; C ) auf einem kom-plexen Vektorraum V . Dann gibt es eine Basis fv0; : : : ; vng von V mita) � (H) vi = (n� 2i) vi f�ur i = 0; : : : ; n,b) � (X+) v0 = 0,
) � (X�) vi = vi+1 f�ur i = 0; : : : ; n� 1, und � (X�) vn = 0,d) � (X+) vi = i (n� i+ 1) vi�1.Beweis: Sei v ein Eigenvektor von � (H), also � (h) v = �v. Dann ist� (H)� (X+) v = � (X+)� (H) v+� ([H;X+℄) v = � (X+)�v+� (2X+) v = (�+ 2)� (X+) v;� (X+) v ist also ebenfalls ein Eigenvektor von � (H), zum Eigenwert � + 2. Dur
h In-duktion folgt, dass � (X+)i v ein Eigenvektor von � (H) zum Eigenwert � + 2i ist. Weil� (H) h�o
hstens n+1 Eigenwerte haben kann, mu�es also ein i mit � (X+)i v = 0 geben.Sei i0 ein minimales sol
hes i, d.h. � (X+)i0 v = 0; � (X+)i0�1 v 6= 0. Wir de�nieren nunv0 := � (X+)i0�1 v und vi := � (X�)i v0 f�ur i � 1. Dann sind die Bedingungen b) und 
)erf�ullt.Sei � = � + 2i0 � 2, dann ist na
h Konstruktion v0 Eigenvektor von � (H) zumEigenwert �. Wegen� (H)� (X�) v0 = � (X+) � (H) v0+� ([H;X�℄) v0 = � (X�)�v0�� (2X�) v0 = (�� 2)� (X�) v0;also ist � (X�) v0 Eigenvektor von � (H) zum Eigenwert � � 2 und, dur
h Induktion,� (X�)i v0 Eigenvektor von � (H) zum Eigenwert � � 2i. Dies zeigt insbesondere, dassv0; : : : ; vn linear unabh�angig sind, wobei wir mit n die gr�o�te Zahl i bezei
hnen, f�ur die� (X�)i v0 6= 0 ist. 38



Weil H = [X+; X�℄ ein Kommutator ist, mu� Tr (� (H)) = 0 sein. Die Eigenwertevon � (H) sind � � 2i f�ur 0 � i � n. Also ist 0 = Pni=0 � � 2i = (n+ 1)� � 2Pni=0 i.Daraus folgt � = n, und damit a).Aus b) folgt der Induktionsanfang f�ur d) mit i = 0.Wir zeigen jetzt d) dur
h Induktion. Es ist� (X+) vi+1 = � (X+)� (X�) vi = � ([X+; X�℄) vi + � (X�)� (X+) vi =� (H) vi + � (X�) (i (n� i+ 1) vi�1) = (n� 2i) vi + i (n� i+ 1) vi = (i+ 1) (n� i) vi:Der von v0; : : : ; vn aufgespannte Unterraum von V ist damit unter � (H) ; � (X+) ; � (X�),und damit unter ganz � (sl (2; C )) invariant. Wegen Irreduzibilit�at mu�also v0; : : : ; vn eineBasis von V sein. QEDKorollar 4 : Zu jedem m 2 N gibt es eine (bis auf Isomorphie) eindeutige irreduzibleDarstellung �m : sl (2; C ) !Mat (m+ 1; C ).Beweis: Eindeutigkeit bis auf Isomorphie folgt aus Satz 7. Zur Existenz mu� manna
hre
hnen, dass dur
h die in den Bedingungen a)-d) von Satz 7 bestimmten Wirkun-gen von H;X+; X� auf Cm+1 tats�a
hli
h eine Lie-Algebren-Darstellung de�niert wird.Daf�ur gen�ugt es, zu zeigen, dass tats�a
hli
h [� (H) ; � (X+)℄ = 2� (X+) ; [� (H) ; � (X�)℄ =�2� (X�) ; [� (X+) ; � (X�)℄ = � (H) gilt, was man dur
h direktes Na
hre
hnen �uberpr�uft.QEDKorollar 5 : Die Eins
hr�ankung von �m auf su (2) � sl (2; C ) ist eine irreduzible Lie-Algebren-Darstellung. Jede irreduzible Darstellung von su (2) ist die Eins
hr�ankung einerirreduziblen Darstellung von sl (2; C ).Beweis: Sei H;X+; X� die Basis von sl (2; C ). Dann ist iH;X = X+ � X�; Y =i ((X+ �X�) eine Basis von su (2).Wir nehmen nun an, es g�abe einen invarianten Unterraum W � C n+1 f�ur su (2).Weil er unter � (iH) invariant ist, mu� er mindestens einen Eigenvektor von � (iH), alsomindestens ein vk enthalten. Damit enth�alt er aber au
h wegen � (X+) = 12� (X + Y )und � (X�) = i2� (X � Y ) au
h vk+1 = � (X�) vk und vk�1 = 1k(m�k+1)� (X+) vk. Dur
hInduktion erh�alt man, dass W alle Basisvektoren enth�alt.Weil sl (2; C ) die Komplexi�zierung von su (2) ist jede Darstellung von su (2) die Ein-s
hr�ankung einer Darstellung von sl (2; C ), n�amli
h ihrer Komplexi�zierung. Die zweiteBehauptung folgt dann aus der folgenden trivialen Beoba
htung: Wenn � eine Darstel-lung einer Lie-Algebra g ist, so dass die Eins
hr�ankung � jh auf eine Unter-Lie-Algebrah � g irreduzibel ist, dann ist � irreduzibel. QEDWir wollen nun irreduzible Darstellungen von SU (2) konstruieren.F�ur m 2 N betra
hten wir den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad m inzwei komplexen VariablenVm := �f (z1; z2) = a0zm1 + a1zm�11 z2 + a2zm�21 z22 + : : :+ amzm2 : a0; : : : ; am 2 C 	 :39



F�ur A 2 SU (2) � GL (2; C ) de�nieren wir(�m (A) (f)) (z1; z2) := f �A�1 (z1; z2)� :Man pr�uft na
h, da�(�m (A) (f)) 2 Vm und dass �m : SU (2)! GL (Vm) = GL (m+ 1; C )eine Darstellung ist. Wir wollen zeigen, dass diese Darstellungen irreduzibel sind. Daf�urgen�ugt es na
h Lemma 18, zu zeigen, dass die assoziierte Darstellung von �m irreduzibelist, und dies ergibt si
h aus der folgenden Proposition.Proposition 16 : �m ist die Komplexi�zierung der assoziierte Darstellung zu �m.Beweis: : Sei �m die Komplexi�zierung der assoziierten Darstellung zu �m. Wir wollenzeigen, dass �m = �m.Es ist�m (H) zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m �etH� zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m� et 00 e�t � zk1zm�k2= ddt jt=0 �e�tz1�k �etz2�m�k = ddt jt=0 et(m�2k)zk1zm�k2 = (m� 2k) zk1zm�k2und analog�m (X+) zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m �etX+� zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m� 1 t0 1 � zk1zm�k2= ddt jt=0 (z1)k (z2 � tz1)m�k = �zk1 (m� k) zm�k�12 z1und �m (X�) zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m �etX�� zk1zm�k2 = ddt jt=0 �m� 1 0t 1 � zk1zm�k2= ddt jt=0 (z1 � tz2)k (z2)m�k = �kzk�11 zm�k+12 :Wir setzen nun vk = (�1)k m!(m� k)!zm�k1 zk2 :Dann ist �m (H) vk = (m� 2k) vk;�m (X�) vk = vk+1;�m (X+) vk = k (m� k + 1) vk�1.Also ist �m = �m. QEDWir erw�ahnen no
h das Clebs
h-Gordan-Theorem: es gibt einen Isomorphismus vonDarstellungen Vm 
 Vn = Vm+n � Vm+n�2 � : : :� Vm�n+2 � Vm�n.�Ubungsaufgaben 11 :1. Zeigen Sie: Tr��m� z w�w z �� = sin((n+1)�)sin � mit 2 
os � = z + z.2. Zeigen Sie (ohne Benutzung des Clebs
h-Gordan-Theorems): Tr (�m (A)) Tr (�n (A)) =Tr (�m+n (A)) + Tr (�m+n�2 (A)) + : : : + Tr (�m�n (A)) f�ur alle A 2 SU (2). (Hinweis:es gibt eine bekannte Formel f�ur Pkl=0 sin (�+ l�).)40



3.5 Darstellungstheorie und AnalysisEine typis
he Anwendung der Darstellungstheorie ist das Ausnutzen von Symmetrien zurBestimmung der L�osung von Di�erentialglei
hungen. Wenn n�amli
h eine Di�erentialgle-i
hung invariant bez�ugli
h der Wirkung einer Lie-Gruppe G ist, dann ist der Raum ihrerL�osungen eine Darstellung von G. Wenn man alle Darstellungen von G kennt, kann manversu
hen, daraus die m�ogli
hen L�osungen zu bestimmen. Wir wollen diesen Aspekt aberni
ht vertiefen und nur am Beispiel der Ergodentheorie einen typis
hen Zusammenhangzwis
hen Darstellungstheorie und Analysis erkl�aren.Fourier-Theorie. Wir betra
hten Tn = Rn=Zn mit dem �ubli
hen Lebesgue-Ma�. DerRaum der quadratis
h-integrierbaren FunktionenL2 (Tn) := �f : Tn ! C : ZTn j f j2<1�ist ein (unendli
h-dimensionaler) Vektorraum. Wir werden im folgenden zwei L2-Funktionenals glei
h ansehen, wenn sie fast �uberall �ubereinstimmen. L2 (Tn) ist also eigentli
h derVektorraum der �Aquivalenzklassen.Sei G = Tn. Die Darstellung � : Tn ! Aut �L2 (Tn)� ist de�niert dur
h� ([y℄) (f) : [x℄! f ([x℄ + [y℄) :Insbesondere gilt � ([y℄) �e2�i<m;[x℄>� = e2�i<m;[y℄>e2�i<m;[x℄>:Der von e2�i<m;[x℄> aufgespannte 1-dimensionale Untervektorraum von L2 (Tn) ist alsoinvariant. Wie man lei
ht sieht, ist er isomorph zu der Darstellung �m aus Beispiel 23.Aus der Fourier-Theorie wissen wir, dass si
h jedes f 2 L2 (Tn) in eine Fourier-Reiheentwi
keln l�asst: f (x) = Xm2Zname2�i<m;x>mit P j ai j2= RTn j f j2 (Parseval-Glei
hung). Dies ist genau die Zerlegung von L2 (Tn)in die irreduziblen Summanden f�ur die Darstellung �.Darstellungstheorie und Ergodentheorie. Sei G = GL (n;Z). Die Darstellung� : G! Aut �L2 (Tn)� ist de�niert dur
h� (A) (f) := A�fmit A�f ([x℄) := f ([Ax℄)f�ur A 2 G; f 2 L2 (Tn) ; [x℄ 2 Tn. Insbesondere ist � (A) �e2�i<m;[x℄>� : x! e2�i<ATm;[x℄>.O�ensi
htli
h ist der Unterraum der konstanten Funktionen ein invarianter 1-dimensionalerUnterraum.Sei X ein Raum mit einem Wahrs
heinli
hkeitsma�. Eine Abbildung f : X ! Xhei�t ergodis
h, wenn jede (me�bare) invariante Menge Y � X entweder Mass 0 oder41



Mass 1 hat. (Eine Menge Y heisst invariant wenn f (Y ) = Y; f�1 (Y ) = Y gilt.) Alseine typis
hes Beispiel darstellungstheoretis
her Methoden in der Analysis wollen wir dasfolgende Lemma beweisen.Lemma 21 : Sei A 2 SL (2;Z) und fA : T2 ! T2 die induzierte Abbildung. Dann sind�aquivalent:(i) die konstanten Funktionen sind der einzige eindimensionale invariante Unterraum derdur
h � (n) (g) := (fnA)� g gebenen Darstellung � : Z! End �L2 (Tn)�,(ii) fA ist ergodis
h,(iii) kein Eigenwert von A ist eine Einheitswurzel,(iv) fA ist Anosovs
h.Beweis: (i)()(ii): Wenn fA ni
ht ergodis
h ist, dann gibt es eine invarianteMenge Y . Dann ist �Y ni
ht (fast �uberall) konstant, aber der von �Y aufgespannte1-dimensionale Vektorraum ist invariant. Umgekehrt, wenn es einen 1-dimensionalen in-varianten Vektorraum V gibt, sei g 2 V eine ni
ht-konstante Funktion. Dann ist f�Ag = 
g.Weil fA wegen det (A) = 1 volumen-erhaltend ist, muss sogar f�Ag = g sein. Damit sindinsbesondere die Mengen U
 = fx 2 X : g (x) < Cg invariant. Weil g ni
ht fast �uberallkonstant ist, k�onnen diese Mengen ni
ht alle Ma� 0 oder 1 haben. Also ist fA ni
htergodis
h.(ii)()(iii): Angenommen, fA ist ni
ht ergodis
h. Dann gibt es eine invariante Menge Y .Die 
harakteristis
he Funktion �Y ist eine L2-Funktion wegen R j �Y (x) j2 dx = vol (Y ).Also gibt es eine Fourier-Zerlegung�Y (x) = Xm2Zname2�i<m;x>:Wegen der Invarianz von Y gilt �Y (Ax) = �Y (x) f�ur alle x 2 T2, also � (A)�Y = �Y .Wegen � (A) �e2�i<m;[x℄>� : x! e2�i<ATm;[x℄> folgt darausXm2Zname2�i<m;x> = Xm2Zname2�i<ATm;x>;also am = aATm 8m 2 Zn:Sei am 6= 0 mit m 6= 0. Dann sind, mit B = AT , au
h alle aBnm ni
ht Null und genauso gro� wie am. Wegen P j ai j2<1 ist dies nur m�ogli
h, wenn es ni
ht unendli
h vielevers
hiedene aBnm mit n 2 N gibt, d.h. wenn Bnm = m f�ur ein n 2 N gilt. Damit folgtdann aber (wegen m 6= 0), dass 1 ein Eigenwert von Bn ist. Ein Eigenwert von B = ATmu� also eine Einheitswurzel gewesen sein.Umgekehrt, sei m 2 Z2 ein Eigenvektor von B = AT zum Eigenwert � mit �n = 1.Dann ist Pn�1k=0 e2�i<Bkm;x> eine ni
ht-konstante A-invariante Funktion. Wie im Beweisvon ii)) i) folgt, dass es eine invariante Menge von Ma� not = 0; 1 gibt. Also ist � ni
htirreduzibel und fA ni
ht ergodis
h. 42



(iii)()(iv) folgt aus dem Beweis von Satz 5: f�ur j Tr (A) j< 2 hatten wir dort gezeigt,dass fA Anosovs
h ist, f�ur j Tr (A) j� 2 hatten wir na
hgere
hnet, dass die EigenwerteEinheitswurzeln sind. QED4 Riemanns
he Geometrie4.1 De�nitionenDe�nition 38 : Eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit ist eine di�erenzierbare Mannig-faltigkeit M mit einem di�erenzierbar von p abh�angenden Skalarprodukt gp : TpM �TpM ! R f�ur alle p 2M . g = fgpgp2M hei�t Riemanns
he Metrik.Di�erenzierbare Abh�angigkeit meint folgendes: sei �k : Uk ! Rn eine Karte um p,dann k�onnen wir f�ur jedes Paar (i; j) eine Funktion gij : �k (Uk) ! R de�nieren dur
hgij (�k (x)) := gx �D��1k (ei) ; D��1k (ej)�. Di�erenzierbarkeit von p hei�t, dass (f�ur jedesk) alle gij di�erenzierbar sind.Beispiel 24 : Falls M � Rn eine Untermannigfaltigkeit ist, kann mangp (X;Y ) =< X; Y > f�ur alle X;Y 2 TpM � Rn w�ahlen. (Im Fall von Fl�a
hen im R3nennt man g au
h die erste Fundamentalform.)Als n�a
hstes wollen wir die aus dem Rn bekannte Ri
htungsableitung auf Mannig-faltigkeiten verallgemeinern.Zun�a
hst betra
hten wir im Rn ein Vektorfeld X und ein Vektorfeld (d.h. ein n-Tupel von Funktionen) Y . Wir de�nieren dann rXY := DXY als die �ubli
he Ri
h-tungsableitung.Wenn wir nun eine Untermannigfaltigkeit M � Rn betra
hten, k�onnen wir zu zweiVektorfeldern X und Y auf M nat�urli
h wieder die Ri
htungsableitung DXY betra-
hten. Das ist im allgemeinen aber kein Vektorfeld auf M : f�ur p 2 M kann die Ri
h-tungsableitung DXY (p) i.A. ein beliebiger Vektor des Rn sein, sie mu� ni
ht in TpMsein.Wir betra
hten deshalb, zu jedem p 2 M die Zerlegung TpRn = TpM � NpMmit NpM = fv 2 TpRn : g (v; w) = 0 8w 2 TpMg dem Normalraum. Die orthogonaleProjektion (bzgl. des Skalarprodukts gp) Pp : Rn ! TpM ist dann die lineare Abbil-dung mit Pp (w) = w f�ur w 2 TpM und Pp (v) = 0 f�ur v 2 NpM . Wir de�nierenrXY (p) := Pp (DXY (p)) (f�ur jeden Punkt p 2M). Wir werden sehen, dass dies geradeden Levi-Civita-Zusammenhang auf M de�niert.Beispiel 25 : F�ur eine Kurve 
 : R ! R2 und X = ( _
1; _
2) ist DXX = (
001 ; 
002 ) und diesist, im allgemeinen, ni
ht tangential zu 
.Wir wollen nun einen allgemeinen Begri� von Ri
htungsableitungen de�nieren.De�nition 39 : Ein Zusammenhang auf einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit ist eineAbbildung r : V e
t (M) � V e
t (M) ! V e
t (M), bezei
hnet mit (X;Y ) ! rXY , die43



folgende Bedingungen erf�ullt: rX (Y + Z) = rXY +rXZrfX+gY Z = frXZ + grY ZrX (fY ) = frXY +X (f)Yf�ur beliebige Vektorfelder X;Y; Z und di�erenzierbare Funktionen f; g. Hierbei bezei
hnetX (f) die Ri
htungsableitung der di�erenzierbaren Funktion f na
h X.De�nition 40 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Ein Zusammenhang r hei�tLevi-Civita-Zusammenhang, wenn gilt:[X;Y ℄ = rXY �rYXX (g (Y; Z)) = g (rXY; Z) + g (Y;rXZ)f�ur alle Vektorfelder X;Y; Z. Hierbei bezei
hnet g die Riemanns
he Metrik und X (g (Y; Z))die Ri
htungsableitung der Funktion g (Y; Z) na
h X.Lemma 22 : Auf jeder Riemanns
hen Mannigfaltigkeit gibt es einen eindeutig bestimmtenLevi-Civita-Zusammenhang rLC.Beweis: : Man re
hnet na
h, dass aus den Voraussetzungen f�ur beliebige VektorfelderX;Y; Z folgt:2g (rXY; Z) = X (g (Y; Z))+Y (g (X ;Z))�Z (g (X;Y ))�g (X; [Y; Z℄)+g (Y; [Z;X ℄)+g (Z; [X;Y ℄) :(Diese Formel hei�t Koszul-Formel.)Sei p 2 M . Wenn man f�ur Z die vers
hiedenen Vektoren einer Basis von TpM in dieseFormel einsetzt, sieht man, dass man die Skalarprodukte vonrXY (p) mit den Elementeneiner Basis von TpM bere
hnen kann. Damit ist rXY (p) eindeutig bestimmt.Andererseits kann man rXY dur
h die Koszul-Formel de�nieren und pr�uft dann le-i
ht na
h, dass es alle gew�uns
hten Eigens
haften hat. QEDKorollar 6 : F�ur Untermannigfaltigkeiten M � Rn gilt: rLCX Y = P (DXY ), wobeiP : TRn ! TM die punktweise orthogonale Projektion f�ur p 2M bezei
hnet.Beweis: : Wegen der in Lemma 11 gezeigten Eindeutigkeit gen�ugt es, zu zeigen, dassP (DXY ) die Bedingungen aus De�nition 40 erf�ullt. (Die Bedingungen aus De�nition 39sind eine o�ensi
htli
he Konsequenz aus den Re
henregeln f�ur D und der Linearit�at vonP .)Zun�a
hst bemerken wir, dass die Glei
hungen aus De�nition 40 f�ur die Ri
htungsableitungim Rn erf�ullt sind: die erste Glei
hung folgt aus der Formel f�ur den Kommutator in lokalenKoordinaten (Lemma 8) und die zweite Glei
hung aus der Leibnizregel.Wir bezei
hnen II (X;Y ) = DXY � P (DXY ). (Dies ist ein normaler Vektor, d.h.er steht senkre
ht auf TpM . F�ur Fl�a
hen im R3 ist � j II (X;Y ) j die zweite Funda-mentalform.) Wir zeigen zun�a
hst, dass II symmetris
h ist. Daf�ur m�ussen wir zeigen,44



dass f�ur jeden Normalenvektor N gilt: < DXY;N >=< DYX;N >. Wenn wir N lokalzu einem Normalen-Vektorfeld fortsetzen, ist < X;N >� 0 und < Y;N >� 0, also< DXY;N > + < Y;DXN >� 0 und < DYX;N > + < X;DYN >� 0. Die Behaup-tung ist also �aquivalent zu der Behauptung, dass < X;DYN >=< Y;DXN > ist. Esgen�ugt diese Behauptung f�ur Koordinaten-Vektorfelder X = D��1 (ei) ; Y = D��1 (ej)na
hzupr�ufen. Wegen ��ej < ��ei ��1; N >= 0 ist dort < X;rYN >=< ��ej ��ei ��1; N >,womit die Behauptung aus dem S
hwarz-Lemma folgt.Aus der Symmetrie von II (X;Y ) folgt dann, dass die erste Glei
hung aus De�nition40 au
h f�ur P (DXY ) erf�ullt ist. F�ur die zweite Glei
hung aus De�nition 40 bemerkenwir, dass nur auf der re
hten Seite g (II (X;Y ) ; Z) + g (Y; II (X;Z)) addiert, was aberNull ist, weil Tangentialvektoren auf Normalenvektoren senkre
ht stehen. QEDWir werden in dieser Vorlesung nur den Levi-Civita-Zusammenhang rLC betra
htenund ihn immer mit r bezei
hnen.Falls wir lokale Koordinaten gegeben haben, hat man r ��xi ��xj =Pnk=1 �kij ��xk mit �kij 2R. Diese KoeÆzienten heissen die Christo�el-Symbole des Zusammenhangs.Aus den Glei
hungen in De�nition 39 folgt f�ur X =PXi ��xi ; Y =PYj ��xj , dass rXY =PXir ��xi Yj ��xj =PXi ��Yj�xi ��xj + Yjr ��xi ��xj � =Pijk Xi �Yk�xi +XiYj�kij ��xk .Im folgenden bezei
hnen wir gij = g � ��xi ; ��xj � und mit gij den ij-Eintrag der Matrixg�1.Lemma 23 : Es gilt 2�kij =Pnl=1 gkl ��gjl�xi + �gil�xj � �gij�xl �.Beweis: Weil die Kommutatoren h ��xi ; ��xj i = 0 vers
hwinden, vereinfa
ht si
h dieKoszulformel zu 2g �D ��xi ��xj ; ��xl� = �gjl�xi + �gil�xj � �gij�xl . Daraus folgt die Behauptung.QEDWir bemerken no
h, dass f�ur eine gegebene Kurve 
 mit _
 � X und 
 (0) = p derWert rXY (p) nur von X (p) ; Y (p) und den Ableitungen dYi(
(t))dt abh�angt. Deshalb istr _
Y wohlde�niert, unabh�angig davon, wie man _
 au�erhalb des Bildes von 
 zu einemVektorfeld fortsetzt.De�nition 41 : Sei Y ein Vektorfeld auf einer Riemanns
hen Mannigfaltigkeit und 
 :R ! M eine di�erenzierbare Kurve. Man sagt, dass Y parallel entlang 
 ist (oder dassY (
 (t)) aus Y (
 (0)) dur
h Parallelvers
hiebung entlang 
 hervorgeht), wenn r _
Y � 0ist.Die L�ange eines Vektors Y (p) ist de�niert als k Y (p) k= g (Y (p) ; Y (p)) 12 .Lemma 24 : Wenn das Vektorfeld Y parallel entlang der di�erenzierbaren Kurve 
 ist,dann ist k Y (
 (t)) k=k Y (
 (0)) k f�ur alle t.Beweis: Es ist ddtg (Y (
 (t)) ; Y (
 (t))) = _
g (Y (
 (t)) ; Y (
 (t))) = 2g (r _
Y; Y ) =0. QED45



De�nition 42 : Eine Geod�ate auf einer Riemanns
hen Mannigfaltigkeit M ist eineKurve 
 : R !M f�ur die r _
 _
 � 0 gilt.In lokalen Koordinaten ergibt dies das System gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungend2xkdt2 +Pij �kij dxidt dxjdt = 0 f�ur 1 � k � n.Beispiel 26 : Sei M � Rn eine Untermannigfaltigkeit mit g (X;Y ) =< X; Y >. Dannist 
 eine Geod�ate gdw. f�ur alle t die zweite Ableitung 
00 (t) normal zu M ist.Sei M kompakt (und ohne Rand). Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz f�urSysteme gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen folgt, dass es zu jedem Punkt p 2 M undjedem Tangentialvektor v 2 TpM eine eindeutig bestimmte Geod�ate 
v : R ! M mit
 (0) = p; _
 (0) = v gibt.Die Exponentialabbildung exp : TpM ! M ist de�niert dur
h exp (v) := 
v (1). Ausdem Satz �uber inverse Funktionen folgt, dass exp ein lokaler Di�eomorphismus ist.Bemerkung: man kann zeigen, dass in einer hinrei
hend kleinen Umgebung jedes Punktesdie Geod�aten die k�urzesten Verbindungen zwis
hen Punkten sind. (Hierbei ist die L�angeeiner Kurve de�niert als l (
) = R ba g (
0 (t) ; 
0 (t)) 12 dt.)Beispiel 27 : Sei M = �(x; y) 2 R2 : y > 0	 mit der Riemanns
hen Metrikg(x;y) ((v1; v2) ; (w1; w2)) = 1y2 (v1w1 + v2w2), die hyperbolis
he Ebene. Die Geod�aten sinddie Halbgeraden und Halbkreise, die auf der x-A
hse senkre
ht stehen.Beweis: Es ist g11 = 1y2 ; g12 = g21 = 0; g22 = 1y2 , bis auf �g11�y = �g22�y = �2y3vers
hwinden also alle Ableitungen der Metrik. Die einzigen von Null vers
hiedenenChristo�el-Symbole sind dann �211 = 1y ;�112 = �121 = �222 = � 1y . Die Geod�atenglei
hungenlauten x00 � 2yx0y0 = 0;y00 � 1y (y0)2 + 1y (x0)2 = 0:Es ist klar, dass die Halbgeraden (x (t) ; y (t)) = (x0; et) L�osungen dieser Di�erentialgle-i
hungen. Die Halbkreise (x (t) ; y (t)) = �r0 tanh t+ x0; r
osh t� sind ebenfalls L�osungen,wie man dur
h Einsetzen feststellt. Na
h dem Eindeutigkeitssatz kann es keine weiterenGeod�aten geben. (Dur
h einen Vektor an einem Punkt gibt es einen eindeutigen Kreis,bzw. Gerade, der senkre
ht auf der x-A
hse ist.) QED�Ubungsaufgaben 12 : Die n-dimensionale Sph�are istSn = �(x1; : : : ; xn+1) 2 Rn+1 : x21 + : : :+ x2n + x2n+1 = 1	mit der Riemanns
hen Metrikg ((v1; : : : ; vn+1) ; (w1; : : : ; wn+1)) = v1w1 + : : :+ vnwn + vn+1wn+146



f�ur (v1; : : : ; vn+1) ; (w1; : : : ; wn+1) 2 TxSn � TxRn+1 .Der n-dimensionale hyperbolis
he Raum istH n = �(x1; : : : ; xn+1) 2 Rn+1 : x21 + : : :+ x2n � x2n+1 = �1; xn+1 > 0	mit der Riemanns
hen Metrikh ((v1; : : : ; vn+1) ; (w1; : : : ; wn+1)) = v1w1 + : : :+ vnwn � vn+1wn+1f�ur (v1; : : : ; vn+1) ; (w1; : : : ; wn+1) 2 TxH n � TxRn+1 .1. Zeigen Sie, dass g und h tats�a
hli
h Riemanns
he Metriken sind.Hinweis: TxH n = �v 2 Rn+1 : x1v1 + : : :+ xnvn � xn+1vn+1 = 0	.2. Wir betra
hten S2 mit den lokalen Koordinaten (�1; �2)! (sin�1 sin�2; sin�1 
os�2; 
os�1)und H 2 mit den lokalen Koordinaten ( 1;  2)! (sinh 1 sin 2; sinh 1 
os 2; 
osh 1).Bestimmen Sie jeweils die Christo�el-Symbole.Hinweis: Zeigen Sie, dass bzgl. dieser Koordinaten g11 = 1; g12 = 0; g22 = sin2 �1 bzw.h11 = 1; h12 = 0; h22 = sinh2  1 gilt.3. a) Bestimmen Sie die Geod�ate 
 : R ! S2 mit 
 (0) = (0; 0; 1) ; 
0 (0) = (1; 0; 0).b) Bestimmen Sie die Geod�ate 
 : R ! H 2 mit 
 (0) = (0; 0; 1) ; 
0 (0) = (1; 0; 0).4.2 Kr�ummungsbegri�eDe�nition 43 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Der Riemanns
he Kr�ummungstensorist der dur
h R (X;Y )Z = rXrY Z �rYrXZ �r[X;Y ℄Zf�ur X;Y; Z 2 V e
t (M) de�nierte (1; 3)-Tensor. (D.h. je drei Vektorfeldern X;Y; Z wirdein Vektorfeld R (X;Y )Z zugeordnet.)De�nition 44 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit mit Riemanns
hem Kr�ummungstensorR. Seien X;Y 2 TpM . Dann de�nieren wir die S
hnittkr�ummung K (X;Y ) 2 R alsK (X;Y ) := 1g (X;X) g (Y; Y )� g (X;Y )2 g (R (X;Y )Y;X) ;die Ri

i-Kr�ummungRi
 (X;Y ) = Tr (Z ! R (Z;X)Y ) = nXi=1 g (R (ei; X)Y; ei)f�ur eine Orthonormalbasis fe1; : : : ; eng von TpM , und die Skalarkr�ummungS
al = nXi=1 Ri
 (ei; ei) :Beispiel 28 : Die hyperbolis
he Ebene aus Beispiel 27 hat S
hnittkr�ummung � �1, unddamit Ri
 = �g und S
al � �2. 47



Beispiel 29 : F�ur beliebige Riemanns
he Mannigfaltigkeiten ist Ri
 (X;X) =Pni=1K (ei; X)und S
al =Pni;j=1K (ei; ej). (Man bea
hte, dass man damit au
h Ri
 (X;Y ) bere
hnenkann: wie f�ur jede symmetris
he Bilinearform gilt: 4Ri
 (X;Y ) = Ri
 (X + Y;X + Y )�Ri
 (X � Y;X � Y ).Falls M konstante S
hnittkr�ummung K hat, dann ist Ri
 = (n� 1)Kg und S
al =n (n� 1)K.Wir wollen, ohne Beweis, die geometris
he Bedeutung der S
hnittkr�ummung (den Satzvon Ja
obi) erkl�aren. Sei 
t eine 1-Parameter-Familie von Geod�aten dur
h p, d.h. f�ur jedest 2 R ist 
t : R !M eine Geod�ate mit 
t (0) = p (und 
t (s) h�angt di�erenzierbar von tab, dur
h H (s; t) := 
t (s) haben wir also eine di�erenzierbare Abbildung H : R2 ! Mde�niert). Wir de�nieren das Variationsvektorfeld auf dem Bild von 
0 alsY (
0 (s)) = ��tH (s; 0) :Dann gilt die Ja
obi-Glei
hung g (Y 00; Y ) = �K (
00; Y ) :Man kann also sagen, dass die S
hnittkr�ummung mi�t, mit wel
her Ges
hwindigkeit si
hGeod�aten auseinander bewegen. Insbesondere hat man: f�ur K � 1 ist j Y (t) j= sin t, f�urK � 0 ist j Y (t) j= t, f�ur K � �1 ist j Y (t) j= sinh t.Die geometris
he Interpretation der Ri

i-Kr�ummung ist weniger evident. Sie bes-timmt zwar ni
ht, mit wel
her Ges
hwindigkeit Geod�aten auseinander streben, aberimmerhin no
h, wie s
hnell das Volumen der Kugeln vom Radius r w�a
hst. Ihre ur-spr�ungli
he Bedeutung liegt aber darin, dass sie in der Relativit�atstheorie die Gravitationbes
hreibt. Einige Konstruktionen von Einstein-Mannigfaltigkeiten werden wir in Kapitel6 geben. Eine andere wi
htige Anwendung der Ri

i-Kr�ummung, auf die wir hier nat�urli
hni
ht eingehen werden, ist Perelman's angek�undigter Beweis der Poin
are-Vermutung.Ein zentrales Fors
hungsthema in der Di�erentialgeometrie, auf das wir in dieser Vor-lesung ni
ht eingehen k�onnen, ist es, Zusammenh�ange zwis
hen den topologis
hen Eigen-s
haften einer Mannigfaltigkeit und den m�ogli
hen Werten f�ur die Kr�ummung zu bestim-men. Wir wollen dies nur kurz am Beispiel von Fl�a
hen verans
hauli
hen. Sei S einekompakte, orientierbare Fl�a
he. Aus der Topologie wei� man, da� es ein g 2 N gibt, sodass S aus der S2 dur
h Ankleben von g Henkeln entsteht. Aus der Di�erentialgeometriekennt man das Gau�-Bonnet-Theorem, wel
hes besagt, dass f�ur die S
hnittkr�ummung Keiner beliebigen Metrik gilt: 14� ZSK = 2� 2g:Also kann es eine Metrik positiver S
hnittkr�uumung nur f�ur g = 0 und eine Metriknegativer S
hnittkr�ummung nur f�ur g � 2 geben. Tats�a
hli
h wei� man, dass es auf derSph�are eine Metrik mit K � 1, auf dem Torus eine Metrik mit K � 0 und auf allen Sgmit g � 2 eine Metrik mit K � �1 gibt. (Na
h einem Satz von Hilbert lassen si
h f�urg � 1 Metriken konstanter Kr�ummung aber nur dur
h Einbettungen S � Rn mit n > 3�nden.)�Ubungsaufgaben 13 : Bestimmen Sie S
hnittkr�ummungen, Ri

i-Kr�ummungen undSkalarkr�ummungen von S2 und H 2 (mit den Riemanns
hen Metriken aus �Ubung 12).48



4.3 Kr�ummung von Lie-GruppenDe�nition 45 : Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Riemanns
he Metrik g hei�t links-invariant,wenn g (v; w) = g (Dlh (v) ; Dlh (w)) f�ur alle h 2 G und v; w 2 TpG; p 2 G gilt.Lemma 25 : Sei G eine Lie-Gruppe und g0 ein Skalarprodukt auf der Lie-Algebra g.Dann gibt es auf G eine eindeutige links-invariante Riemanns
he Metrik g mit g jTeG= g0.Beweis: F�ur v; w 2 ThG ist g (v; w) eindeutig festgelegt dur
h die Bedingung g (v; w) =g0 (Dlh�1v;Dlh�1w). QEDIm folgenden betra
hten wir eine links-invariante Riemanns
he Metrik auf G, den zudieser Metrik eindeutig bestimmten Levi-Civita-Zusammenhangr und dessen Kr�ummungstensorR. Mit g (:; :) sind au
h r und R invariant unter der Wirkung von G. (Das folgt aus derFormel f�ur den Levi-Civita-Zusammenhang und [DlhY;DlhZ℄ = Dlh [Y; Z℄.)Wir wollen einfa
he Ausdr�u
ke f�ur r, R und die S
hnittkr�ummung �nden.Im folgenden sind X;Y; Z links-invariante Vektorfelder.Wegen der Links-invarianz der Riemanns
hen Metrik g haben wir0 = Xg (Y; Z) ;denn aus Links-invarianz von Y; Z und g folgt, dass g (Y; Z) eine konstante Funktionist, analog f�ur die zyklis
hen Vertaus
hungen von X;Y; Z. Damit vereinfa
ht si
h dieKoszul-Formel zu 2g (rXY; Z) = g ([X;Y ℄ ; Z)� g ([Y; Z℄ ; X) + g ([Z;X ℄ ; Y ) : Insgesamterhalten wir also wir also folgende Formel f�ur den Zusammenhang links-invarianterVektorfelder: 2rXY = [X;Y ℄� ad (X)� Y � ad (Y )�X: (1)Um eine Formel f�ur R (X;Y ) = rXrY �rYrX �r[X;Y ℄ herzuleiten, benutzen wirwieder, da� f�ur links-invariante VektorfelderXg (rY Z;W ) = 0gilt, woraus mit der Leibniz-Regel g (rXrY Z;W ) = �g (rY Z;rXW ) und entspre
hend�g (rYrXZ;W ) = g (rXZ;rYW ) folgt. Dur
h Aufsummieren erh�alt mang (R (X;Y )Z;W ) = (2)g (rXZ;rYW )� g (rY Z;rXW )� g �r[X;Y ℄Z;W � :Wenn wir eine Orthonormalbasis fX;Y g von TeG w�ahlen, erhalten wir K (X;Y ) =g (rXY;rYX) � g (rY Y;rXX) � g �r[X;Y ℄Y;X�, was man dur
h Einsetzen von Gle-i
hung (1) bere
hnen kann.4.4 Biinvariante MetrikenWir betra
hten in diesem Abs
hnitte Lie-Gruppen mit einer bi-invarianten Riemanns
henMetrik. Wegen des folgenden Lemmas s
hlie�t das alle kompakten Lie-Gruppen ein.49



Lemma 26 : a) Sei G eine Lie-Gruppe mit einem Ad-invarianten Skalarprodukt auf g.Dann gibt es auf G eine bi-invariante Riemanns
he Metrik.b) Sei G eine kompakte Lie-Gruppe mit Killingform B. Dann ist dur
h g (Xh; Yh) :=�B (DLh�1 (Xh) ; (DLh�1 (Yh)) eine bi-invariante Riemanns
he Metrik auf G de�niert.Beweis: Sei < :; : > ein Ad-invariantes Skalarprodukt. F�ur h 2 G de�nieren wirdann gh (X;Y ) =< Dl�1h X;Dl�1h Y >. Dies ist na
h De�nition links-invariant und dieRe
hts-Invarianz folgt genau aus der Ad-Invarianz von < :; : >. (Es gilt n�amli
h Ad (h) =Drh ÆDl�1h , f�ur links-invariante Vektorfelder ist Ad (h)-Invarianz also �aquivalent zu Drh-Invarianz.)F�ur eine kompakte Lie-Gruppe G mit Killingform B ist na
h Proposition 15 und Satz6 �B ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf g. Deshalb folgt b) aus a). QEDDer folgende Satz zeigt, dass man f�ur bi-invariante Metriken auf Lie-Gruppen dieKr�ummung direkt aus den algebrais
hen Eigens
haften der Lie-Algebra erh�alt.Satz 8 : Sei G eine Lie-Gruppe mit einer bi-invarianten Riemanns
hen Metrik. Dannist rXY = 12 [X;Y ℄K (X;Y ) = 14 k [X;Y ℄ k2Ri
 (X;X) = 14 nXi=2 k [X; ei℄ k2S
al = 14 nXi;j=1 k [ei; ej ℄ k2 :(In der Formel f�ur K (X;Y ) haben wir angenommen, dass X und Y orthonormal sind.fe1; : : : ; eng ist eine ON-Basis mit X = e1. Ri
 (X;Y ) kann man mit 4Ri
 (X;Y ) =Ri
 (X + Y;X + Y )�Ri
 (X � Y;X � Y ) bere
hnen.)Insbesondere hat G eine Metrik mit ni
htnegativer S
hnitt-Kr�ummung.Beweis: Wir wenden die Formeln aus dem vorigen Abs
hnitt an. F�ur bi-invarianteMetriken auf G kann man diese Formeln deutli
h vereinfa
hen.Bi-invarianz der Metrik hei�t, dass Ad (h) orthogonal (bzgl. der Metrik). ist. Die Lie-Algebra der orthogonalen Matrizen sind die s
hiefsymmetris
hen Matrizen. ad (h) ist also(bzgl. der Metrik) s
hiefadjungiert, d.h. ad� = �ad. Damit ist ad (X)� Y + ad (Y )�X =�ad (X)Y � ad (Y )X = � [X;Y ℄� [Y;X ℄ = 0. Aus Glei
hung (1) folgtrXY = 12 [X;Y ℄ : (3)Damit erhalten wir K (X;Y ) = g (rXY;rYX) � g (rY Y;rXX) � g �r[X;Y ℄Y;X� =14g ([X;Y ℄ ; [Y;X ℄) � 14g ([Y; Y ℄ ; [X;X ℄) � 12g ([[X;Y ℄ ; Y ℄ ; X). Der zweite Summand istNull, der dritte Summand ist 12g (ad (Y ) [X;Y ℄ ; X) = � 12g �[X;Y ℄ ; ad (Y )�X� = � 12g ([X;Y ℄ ; [Y;X ℄).Insgesamt erhalten wir also 50



g (R (X;Y )Y;X) = 14 k [X;Y ℄ k2 : (4)QEDBeispiel 30 : F�ur jede invariante Metrik auf Tn gilt K � 0. (Auf einer abels
henGruppe sind linksinvariante Metriken au
h re
htsinvariant.)Beispiel 31 : F�ur die dur
h die Killingform gegebene Metrik auf SU (2) ist K � 1.Es gilt n�amli
h �B (X;Y ) = �4Tr (XY ), also k X k2= �4Tr �X2� woraus f�ur die ON-Basis 1p8 iH; 1p8X; 1p8Y aus Abs
hnitt 3.4, mit [iH;X ℄ = 2Y; [iH; Y ℄ = �2X; [X;Y ℄ =2iH, folgt dass K (iH; Y ) = 132 k �2X k2= � 12Tr �X2� = 1;K (iH;X) = 132 k 2Y k2=� 12Tr �Y 2� = 1;K (X;Y ) = 132 k iH k2= � 12Tr ��H2� = 1. (Tats�a
hli
h kann manzeigen, dass diese Metrik isometris
h zur Sph�are von Radius 1 ist.)4.5 IsometriegruppenDe�nition 46 : Sei M eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Ein Di�eomorphismus f :M !M hei�t Isometrie, wenn g (Df (v) ; Df (w)) = g (v; w) f�ur alle v; w 2 TpM;p 2Mgilt. Wir bezei
hnen Isom (M) = ff :M !M Isometrie g.Man pr�uft lei
ht na
h, dass Isom (M) eine Gruppe ist.Bemerkung: na
h einem Satz von Myers-Steenrod ist Isom (M) eine Lie-Gruppe f�ur jedeRiemanns
he Mannigfaltigkeit M .Lemma 27 : Sei f eine Isometrie, 
 eine Geod�ate, dann ist f Æ 
 eine Geod�ate.Beweis: Seien fx1; : : : ; xng lokale Koordinaten in einer Umgebung von p. Dann sindn ��x1 ; : : : ; ��xno Koordinatenvektorfelder um p und, weil f ein Di�eomorphismus ist,nDf � ��x1� ; : : : ; Df � ��xn�o Koordinatenvektorfelder um f (p).Weil f eine Isometrie ist, l�a�t es na
h Lemma 23 die Christo�el-Symbole bzgl. dieserKoordinatenvektorfelder invariant. Damit haben aber au
h rXX und rDf(X)Df (X)bzgl. dieser Koordinatenvektorfelder die selben KoeÆzienten. Insbesondere gilt f�ur Y =(f Æ 
)0 = Df ( _
) wieder rY Y = 0. QEDLemma 28 : Sei M eine zusammenh�angende Riemanns
he Mannigfaltigkeit, p 2 M .Seien f1; f2 zwei Isometrien mit f1 (p) = f2 (p) und Dpf1 = Dpf2. Dann ist f1 � f2.Beweis:Weil f1 eine Isometrie ist, bildet es Geod�aten in Geod�aten ab. Insbesondere ist alsof1 (exp (tv)) = exp�tD (f1)p (v)� f�ur alle v 2 TpM , entspre
hend f�ur f2. Daraus folgtaber, dass f1 und f2 auf einer o�enen Umgebung von p �ubereinstimmen.51



Sei nun U = fx 2M : f1 (x) = f2 (x) ; Dxf1 = Dxf2g. Das selbe Argument zeigt, dassjeder Punkt in U eine o�ene Umgebung in U hat. U ist also o�en. Andererseits ist Uo�ensi
htlii
h abges
hlossen, denn aus xn ! x und f1 (xn) = f2 (xn) ; Dxnf1 = Dxnf2folgt wegen Stetigkeit der Ableitungen nat�urli
h au
h x 2 U . Weil M zusammenh�angendist, ist also U =M . QEDMan kann also Isom (M) als Teilmenge von T1M = f(x; v1; : : : ; vn) : x 2M; vi 2 TxM; k vi k= 1gau�assen, indem man f�ur ein fest gew�ahltes x0 2 M und eine Basis v1; : : : ; vn von TxMdie na
h Lemma 28 injektive Abbildung f ! (f (x0) ; Dx0f (v1) ; : : : ; Dx0f (vn)) benutzt.Insbesondere ist Isom (M) kompakt, wenn M kompakt ist.Korollar 7 : Isom (Sn) = O (n+ 1) ; Isom (H n ) = O (n; 1).Beweis: Man pr�uft lei
ht na
h, dass alle Elemente von O (n+ 1) Isometrien der Snsind.Wir betra
hten x = (0; : : : ; 0; 1) 2 Sn und die Standard-ON-Basis fe1; : : : ; eng vonTxSn. Jede Isometrie muss diese ON-Basis wieder auf eine ON-Basis abbilden. Umzu zeigen, dass jede Isometrie ein Element von O (n+ 1) ist, gen�ugt es na
h Lemma28 zu zeigen: sei y 2 Sn und fv1; : : : ; vng eine ON-Basis von TySn, dann gibt es einA 2 O (n+ 1) mit Ax = y und Aei = vi.Nun ist TySn = �v 2 Rn+1 :< y; v >= 0	. Also ist y; v1; : : : ; vn eine ON-Basis vonRn+1 . Deshalb ist die Matrix A mit Spaltenvektoren v1; : : : ; vn; y ein Element A 2O (n+ 1). O�ensi
htli
h gilt Ax = y und Aei = vi, woraus die Behauptung folgt.Der Beweis f�ur H n ist �ahnli
h. QEDKorollar 8 : Auf Bogenl�ange parametrisierte Geod�aten in Sn sind von der Form 
 (t) =
os tx+sin tv mit x 2 Sn; v 2 TxSn. Auf Bogenl�ange parametrisierte Geod�aten in H n sindvon der Form 
 (t) = 
osh tx+ sinh tv mit x 2 H n ; v 2 TxH n .Beweis: F�ur n = 1 zeigt man die Behauptung lei
ht dur
h explizites Na
hre
hnen:sei 
 (t) = (
os (s (t)) ; sin (s (t))) eine Kurve in S1. Die Bedingung, dass 
00 normal zuS1 ist (und die Parametrisierung auf Bogenl�ange) ergibt, dass s (t) = t + b Mit x =(
os b; sin b) und v = (�sinb; 
os b) folgt die Behauptung. Der Beweis f �ur H 1 ist analog,wenn man sin; 
os dur
h sinh; 
osh ersetzt..Sei n � 2. Sei E der zweidimensionale lineare Unterraum dur
h x und v. Dann gibt esAbbildungen A 2 O (n+ 1) mit A (1; 0; 0; : : : ; 0) = x;A (0; 1; 0; : : : ; 0) = v. A�1
 (t) istna
h Lemma 27 eine Geod�ate. Sie liegt in S1, ist also von der Form 
os t (1; 0)+sin t (0; 1).Daraus folgt 
 (t) = 
os tx+ sin tv. Der Beweis f�ur H n ist �ahnli
h. QEDOrientierbarkeit. Sei V ein reeller Vektorraum. Zu je zwei Basen fe1; : : : ; eng undff1; : : : ; fng gibt es aij 2 R mit fi = Pj aijej . Sei A die Matrix mit Eintr�agen aij .Wir sagen, dass beide Basen glei
h orientiert sind, wenn det (A) > 0, und dass sie un-ters
hiedli
h orientiert sind, wenn det (A) < 0. Dies de�niert eine �Aquivalenzrelation mitgenau zwei �Aquivalenzklassen auf der Menge aller Basen eines gegebenen Vektorraumes.52



F�ur V = Rn bezei
hnen wir die Elemente in der �Aquivalenzklasse der Standardbasisals positiv orientiert, die anderen als negativ orientiert.Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass ein Atlas f�ig orientierbar ist, wennD ���1i �j� in allen Punkten positive Determinante hat (f�ur alle i; j). F�ur eine orientier-bare Mannigfaltigkeit (Mannigfaltigkeit mit orientierbaremAtlas) sagen wir, dass eine Ba-sis v1; : : : ; vn von TxM positiv/negativ orientiert ist, wenn f�ur x 2 Ui gilt: Dx�iv1; : : : ; Dx�ivnist eine positiv/negativ orientierte Basis von T�i(x)Rn = Rn . (Wegen der Orientierbarkeitdes Atlas h�angt das f�ur x 2 Ui \ Uj ni
ht davon ab, ob wir �i oder �j betra
hten.)Seien M;N orientierbare Mannigfaltigkeiten. Eine di�erenzierbare Abbildung f :M ! N hei�t orientierungs-erhaltend wenn, f�ur alle p 2 M , Dpf positiv/negativ orien-tierte Basen in positiv/negativ orientierte Basen abbildet. Mit Isom+ (M) bezei
hnenwir die Gruppe der orientierungs-erhaltenden Isometrien.Beispiel 32 : Isom+ (Sn) = SO (n+ 1) ; Isom+ (H n ) = SO (n; 1).Beispiel 33 : Isom+ �H 2� = PSL (2;R).Beweis: Sei H 2 die hyperbolis
he Ebene, d.h. fz 2 C : Im (z) > 0gmit der Riemanns
henMetrik gz (v; w) = 1Im(z)2 (v1w1 + v2w2). Wir zeigen, dass die Isometriegruppe isomorphzu PSL (2;R) = SL (2;R) = � (mit A � �A) ist. Tats�a
hli
h wirkt jede Matrix A =� a b
 d � dur
h Az = az+b
z+d . Man re
hnet na
h, dass DAz = a(
z+d)�
(az+b)(
z+d)2 = 1(
z+d)2ist. Es gilt Im (Az) = 1j
z+dj2 Im (z) wegen Az � Az = (ad�b
)(z�z)j
z+dj2 . Damit ist A eineIsometrie der hyperbolis
hen Metrik. O�ensi
htli
h geben A und �A dieselbe Isometrie.Wir m�ussen no
h zeigen, dass jede Isometrie von dieser Form ist. Daf�ur gen�ugt es we-gen Lemma 28 (und weil eine ON-Basis von TzH 2 dur
h einen Vektor bereits festgelegtist) die folgende Behauptung zu zeigen: seien x + iy 2 H 2 ; v 2 TxH 2 , dann gibt es einA 2 SL (2;R) mit Ai = x+ iy;DAi (0; 1) = v.Wir bemerken zun�a
hst, dass SO (2) � SL (2;R) den Punkt i auf si
h abbildet undman zu jedem w 2 TiH 2 ein K 2 SO (2) �ndet, wel
hes den Tangentialvektor (0; 1) auf wabbildet. Ferner kann man zu jedem Punkt x+ iy 2 H 2 eine Matrix B =  py xpy0 1py !angeben, die i auf x+ iy abbildet. Wenn wir nun K 2 SO (2) so w�ahlen, dass es (0; 1) aufw := DB�1x+iyv abbildet, dann gilt mit A = BK, dass A (i) = x + iy und DAi (0; 1) = v.QED�Ubungsaufgaben 14 : (Modelle der hyperbolis
hen Ebene.)Hyperboloid-Modell: M = �x 2 R3 : x21 + x22 � x23 = �1; x3 > 0	 mit der Riemanns
henMetrik gx ((v1; v2; v3) ; (w1; w2; w3)) = v1w1 + v2w2 � v3w3:S
heiben-Modell: N = �x 2 R2 : x21 + x22 < 1	 mit der Riemanns
hen Metrikhx ((v1; v2) ; (w1; w2)) = 4(1� x21 � x22)2 (v1w1 + v2w2) :53



Halbraum-Modell: O = �x 2 R2 : x2 > 0	 mit der Riemanns
hen Metrikix ((v1; v2) ; (w1; w2)) = 1x22 (v1w1 + v2w2) :a) Zeigen Sie: die dur
h F (x1; x2; x3) = � x11 + x3 ; x21 + x3�de�nierte Abbildung F :M ! N ist eine Isometrie.b) Zeigen Sie: die dur
hG (x1; x2) =  2 x1x21 + (x2 + 1)2 ; 2 x2 + 1x21 + (x2 + 1)2 � 1!de�nierte Abbildung G : N ! O ist eine Isometrie.Weil die vers
hiedenen Modelle der hyperbolis
hen Ebene isometris
h sind, erh�alt maninsbesondere einen Isomorphismus SO (2; 1) ' PSL (2;R).5 Homogene R�aume5.1 Homogene R�aume (topologis
h)Wir betra
hten zun�a
hst allgemein einen topologis
hen RaumM mit einer �Aquivalenzrelation�. Wir bezei
hnen mit M= � die Menge der �Aquivalenzklassen und mit � :M !M= �die kanonis
he Projektion. (D.h., wenn wir mit [x℄ die �Aquivalenzklasse von x 2M beze-i
hnen, dann ist � (x) = [x℄.) Auf M= � de�nieren wir eine Topologie wie folgt: eineMenge U �M= � sei o�en genau dann, wenn ��1 (U) o�en in M ist.Falls M ein metris
her Raum mit Metrik d ist, dann ist die so de�nierte Topolgieauf M= � genau die von der folgenden Metrik d erzeugten Topologie: d ([x℄ ; [y℄) :=inf fd (a; b) : a � x; b � yg.Beispiel 34 : Auf R betra
hten wir die �Aquivalenzrelation x � y , x � y = k f�ur eink 2 Z. Dann ist R= � hom�oomorph zu S1, ein Hom�oomorphismus ist gegeben dur
hF : R= �! S1; F ([x℄) = e2�ix.Wir werden in dieser Vorlesung den folgenden Typ von �Aquivalenzrelationen betra-
hten. SeiG eine Lie-Gruppe undH eine Untergruppe. Wir de�nieren eine �Aquivalenzrelation� auf G dur
h g1 � g2 , g1g�12 2 H . (Man pr�uft lei
ht na
h, dass aus den Grup-penaxiomen f�ur H folgt, dass � eine �Aquivalenzrelation ist.) Wir bezei
hnen dannG=H := G= � und � : G ! G=H die Projektion � (g) = [g℄. Wir betra
hten G=Hmit der wie folgt de�nierten Topologie: eine Menge U � G=H ist o�en genau dann, wenn��1 (U) � G o�en ist.Beispiel 35 : R=Z ist hom�oomorph zu S1. Der Hom�oomorphismus ist gegeben dur
hF ([x℄) = e2�ix. 54



Jede abges
hlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe einer Untermannigfaltigkeit. Weil wirdies ni
ht allgemein beweisen wollen, nehmen wir es im folgenden Satz als zus�atzli
heVoraussetzung an.Satz 9 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abges
hlossene Untergruppe, die eine Un-termannigfaltigkeit ist. Dann ist G=H eine Mannigfaltigkeit.Beweis: Sei n = dim (G) ; k = dim (H). Wir w�ahlen ein Komplement p zu h in g,d.h. eine Zerlegung g = h� p.F�ur die dur
h F (p; h) = exp (p) exp (h) de�nierte Abbildung F : g = p� h ! G giltDF0 = id, also ist F ein lokaler Di�eomorphismus um (0; 0). Es gibt also eine UmgebungV von (0; 0), so dass F jV ein Di�eomorphismus ist. Weil H eine Untermannigfaltigkeitist, k�onnen wir V so klein w�ahlen, dass H \ exp (V ) = exp (h \ V ) ist.Wegen Stetigkeit k�onnen wir eine kleinere Umgebung U � V � g �nden, so dass ausu1; u2 2 U immer exp (u1)�1 exp (u2) 2 exp (V ) folgt.Die Abbildung �F jp\U : p \ U ! G=Hist stetig und o�en. Um zu zeigen, dass sie ein Hom�oomorphismus auf ihr Bild ist, m�ussenwir Injektivit�at na
hpr�ufen. Sei also �F (u1) = �F (u2) 2 G=H f�ur u1; u2 2 p\ U . Dannfolgt F (u1) = F (u2)h f�ur ein h 2 H . Also h = exp (u2)�1 exp (u1) 2 exp (V ). Alsoh 2 H \ exp (V ) = exp (h \ V ), woraus exp (u1) = exp (u2) exp (w) mit w 2 h \ V . WeilF jV ein Di�eomorphismus ist, folgt u1 = u2; h = 1, womit wir Injektivit�at bewiesenhaben.Zu [g℄ 2 G=H k�onnen wir also die Umgebung Ug = f[gexp (v)℄ : v 2 p \ Ug und denHom�oomorphismus �g = (exp jU )�1 lg�1 : Ug ! p \ U � p = Rn�k betra
hten. Wennwir Fg : U ! G dur
h Fg (v) = gexp (v) de�nieren ist also ��1g = Fg jp. F�1h Fg ist dieVerkn�upfung di�erenzierbarer Abbildungen, also ist �h��1g = F�1h Fg jp als Eins
hr�ankungeiner di�erenzierbaren Abbildung auf p � g wieder di�erenzierbar. f(Ug; �g)g de�niertalso einen di�erenzierbaren Atlas. QEDAus der Konstruktion des Atlas auf G=H folgt, dass die Projektion � : G ! G=Heine Submersion ist. Tats�a
hli
h ist ihr Di�erential gerade die Projektion g! p.Korollar 9 : Sei G eine Lie-Gruppe, H eine abges
hlossene Untergruppe. Dann ist heine Unter-Lie-Algebra und f�ur jedes p � g mit g = h� p ist D (� exp) : p! T[e℄G=H einIsomorphismus.Beweis: Weil die Inklusion H ! G ein Homomorphismus ist, ist sein Di�erential,die Inklusion h � g ein Lie-Algebren-Homomorphismus. Insbesondere ist h eine Unter-Lie-Algebra. Der Isomorphismus p! T[e℄G=H folgt aus dem Beweis von Satz 9. QEDBeispiel 36 : T[I℄SL (n;R) =SO (n) ' �A 2 sl (n;R) : A = AT	.55



Beweis: Jede Matrix in sl (n;R) l�a�t si
h eindeutig als Summe einer symmetris
henund einer s
hiefsymmetris
hen Matrix zerlegen. Also ist sl (n;R) = p � so (n) mitp = �A 2 sl (n;R) : A = AT	. QEDDe�nition 47 : Eine di�erenzierbare Wirkung einer Lie-Gruppe auf einer Mannig-faltigkeit M ist eine di�erenzierbare Abbildung � : G �M ! M mit � (e; x) = x und� (g; � (h; x)) = � (gh; x) f�ur alle x 2M; g; h 2 G.Korollar 10 : Sei � eine di�erenzierbare Wirkung einer Lie-Gruppe auf einer Mannig-faltigkeit M , so dass f�ur ein x0 2 M die dur
h F (g) = � (g; x0) de�nierte AbbildungF : G ! M eine surjektive Submersion ist. Sei H = fg 2 G : � (g; x0) = x0g. Dann istM di�eomorph zu G=H.Beweis: Man pr�uft lei
ht na
h, dass f ([g℄) = � (g; x0) eine Bijektion f : G=H !Mde�niert.Di�erenzierbarkeit von f ist �aquivalent zu der Behauptung, dass f�ur jede (im Beweisvon Satz 9 de�nierte) Karte �g von G=H die Verkn�upfung f��1g di�erenzierbar ist. Weil� di�erenzierbar ist, ist au
h die Eins
hr�ankung � jG�fx0g: G ! M und damit au
h� jG�fx0g Æexp : g ! M di�erenzierbar. f��1g ist aber gerade die Eins
hr�ankung dieserAbbildung auf p � g, und damit ebenfalls di�erenzierbar.Um zu zeigen, dass die Umkehrabbildung di�erenzierbar ist, gen�ugt es na
hzupr�ufen,dass f ein lokaler Di�eomorphismus ist. Na
h Annahme ist DF surjektiv. Andererseitsist DF jh� 0. Also mu� Df = DF jp ein Isomorphismus sein. Damit ist f ein lokalerDi�eomorphismus. QEDBeispiel 37 : � (A; x) = Ax ist eine di�erenzierbare Wirkung von SO (n+ 1) auf Sn.F�ur x0 = (0; : : : ; 0; 1) ist F (A) = � (A; x0) eine surjektive Submersion mit H = SO (n).Also ist Sn = SO (n+ 1) =SO (n).Genau so kann man eine Wirkung von O (n+ 1) auf Sn de�nieren und erh�alt Sn =O (n+ 1) =O (n).Analog ist H n = SO (n; 1) =SO (n) = O (n; 1) =O (n).�Ubungsaufgaben 15 : 1. Eine Wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X ist eineAbbildung � : G � X ! X mit � (e; x) = x und � (g; � (h; x)) = � (gh; x) f�ur allex 2 X; g; h 2 G. Man s
hreibt abk�urzend gx f�ur � (g; x). Eine Wirkung ist transitiv,wenn es f�ur alle x; y 2 X ein g 2 G mit gx = y gibt.a) Zeigen Sie: f�ur jede Untergruppe H � G wird dur
h g1 [g2℄ = [g1g2℄ eine transitiveWirkung von G auf G=H de�niert.b) Sei X eine Menge, x0 2 X. Zeigen Sie: eine Wirkung einer Gruppe G auf X isttransitiv genau dann, wenn f�ur alle y 2 X ein g 2 G mit gx0 = y existiert.
) Sei � : G � X ! X eine transitive Wirkung von G auf X, sei x0 2 X und H :=fg 2 G : gx0 = x0g. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwis
hen X und G=H.2. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwis
hen H 2 = fz 2 C : Im (z) > 0g und dem homo-genen Raum SL (2;R) =SO (2).Hinweis: Zeigen Sie, dass dur
h � a b
 d � z = az+b
z+d eine Wirkung von SL (2;R) auf H 256



de�niert wird.3. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwis
hen der Menge der k-dimensionalen Untervek-torr�aume des Rn und dem homogenen Raum O (n) = (O (k)�O (n� k)).Hinweis: Sei V � Rn ein k-dimensionaler Untervektorraum, A 2 O (n), dann ist au
hAV = fw : w = Av; v 2 V g ein k-dimensionaler Untervektorraum des Rn .4. Zeigen Sie: es gibt eine Bijektion zwis
hen der Menge aller symmetris
hen, positivde�niten, Bilinearformen auf dem Rn und dem homogenen Raum GL (n;R) =O (n).Hinweis: Sei B eine symmetris
he, positiv de�nite, Bilinearform, und A 2 GL (n;R). SeiA�B (x; y) := B �A�1x;A�1y�. Zeigen Sie, dass A�B eine symmetris
he, positiv de�nite,Bilinearform ist.5.2 Homogene R�aume (di�erentialgeometris
h)Auf einem homogenen Raum G=H hat man eine wohlde�nierte Linksmultiplikation lg :G=H ! G=H f�ur alle g 2 G. (Dagegen ist die Re
htsmultiplikation rg nur dannwohlde�niert, wenn H ein Normalteiler, d.h. ghg�1 2 H f�ur alle h 2 H; g 2 G ist.)De�nition 48 : Sei g eine Riemanns
he Metrik auf G und g eine Riemanns
he Metrikauf G=H. Sei � : G= ! G=H die Projektion, h = ker (D�) und p = h? das orthogonaleKomplement bzgl. g. Wir sagen, dass � : G ! G=H eine Riemanns
he Submersion ist,wenn g (D�X;D�Y ) = g (X;Y ) f�ur alle X;Y 2 p ist.Eine linksinvariante Metrik g aufG=H ist eine Riemanns
he Metrik mit ggp (Dlg (Xp) ; Dlg (Yp)) =gp (Xp; Yp) f�ur alle X;Y 2 TpG=H; g 2 G. Wenn die Riemanns
he Metrik g linksinvariantist, dann folgt aus der Koszul-Formel, dass au
h der Levi-Civita-Zusammenhang, unddamit au
h der Kr�ummungstensor, invariant unter allen Linksmultiplikationen mit Ele-menten aus G ist.Sei h 2 H . lh : G=H ! G=H bildet [e℄ auf si
h ab. Insbesondere haben wir mitp ' T[e℄G=H eine Abbildung Dlh : p! p.Lemma 29 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abges
hlossene Untergruppe, die eineUntermannigfaltigkeit ist. Sei g0 ein Skalarprodukt auf g, so dass g0 jp Dlh-invariant ist,f�ur alle h 2 H. Dann ist dur
h g (Xg ; Yg)) = g0 �Dl�1g Xg; Dl�1g Yg� und g �X[g℄; Y[g℄�) =g0 �Dl�1g Xg; Dl�1g Yg� eine Riemanns
he Metrik auf G bzw. G=H de�niert, mit der �eine Riemanns
he Submersion wird.Korollar 11 : Sei G eine Lie-Gruppe und H eine kompakte Untergruppe. Dann gibt esauf G=H eine links-invariante Riemanns
he Metrik.Beweis: Wir bemerken zun�a
hst, dass ein Skalarprodukt g0 auf p ' T[e℄G=H genaudann dur
h g (Xg; Yg) = g0 �Dl�1g Xg; Dl�1g Yg� eine links-invariante Metrik auf G=Hde�niert, wenn g0 Dlh-invariant f�ur alle h 2 H ist.Wir starten nun mit einem beliebigen Skalarprodukt < :; : > auf g. Weil H kompaktist, gibt es auf H ein H-invariantes Wahrs
heinli
hkeitsma� �. Dann istg0 (X;Y ) = RH < DlhX;DlhY > d� (h) ein Dlh-invariantes Skalarprodukt auf p, f�ur alleh 2 H . Also erhalten wir eine links-invariante Metrik auf G=H . QED57



Sei also g0 ein (f�ur alle h 2 H) Dlh-invariantes Skalarprodukt auf p. Dann erhal-ten wir eine links-invariante Riemanns
he Metrik g auf G=H und eine links-invarianteRiemanns
he Metrik g auf G.F�ur x 2 G zerlegt si
h der Tangentialraum TxG = h � p in den vertikalen Anteilh = ker (D�x) und den horizontalen Anteil p = h?, wel
her mittels der gegebenen links-invarianten Riemanns
hen Metrik g de�niert ist. F�ur Vektoren Z 2 TG haben wir eineeindeutige Zerlegung Z = Zh � Zp mit Zh 2 h und Zp 2 p. Aus der Konstruktion folgt,dass D� jp eine Isometrie ist.F�ur Vektoren X 2 T (G=H) bezei
hnen wir mit X 2 p den eindeutigen horizontalen Vek-tor mit D� �X� = X . Wenn � eine Riemanns
he Submersion ist, haben wir dann alsog (X;Y ) = g �X;Y �.Lemma 30 : Seien X;Y Vektorfelder auf G=H und X;Y ihre horizontalen Ho
hhebun-gen. Dann ist �X;Y � � [X;Y ℄ vertikal. Weiterhin ist �X;T � vertikal f�ur jedes vertikaleVektorfeld T .Beweis: Dies folgt aus D� ��X;Y �� �X;Y �� = [X;Y ℄� [X;Y ℄ = 0 undD� �X;T � = [X; 0℄ = 0. QEDKorollar 12 : Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-invarianteMetrik auf G=H, so dass D� jp eine Isometrie ist. Dann ist f�ur horizontale VektorfelderX;Y ; Z und ein vertikales Vektorfeld T :g ��X;Y � ; Z� = g ([X;Y ℄ ; Z) (5)g ��X;T � ; Y � = 0: (6)Beweis: F�ur beliebige Vektoren X;Y; Z 2 T (G=H) und ihre horizontalen Ho
hhebun-gen X;Y ; Z gilt:g ��X;Y � ; Z� = g ��X;Y �p ; Z� = g �D� �X;Y �p ; D�Z� = g ([X;Y ℄ ; Z) :Au�erdem gilt f�ur ein vertikales Feld T :g ��X;T � ; Y � = g ��X;T �p ; Y � = g �D� �X;T � ; Y � = 0: QEDLemma 31 : Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-invarianteMetrik auf G=H, so dass D� jp eine Isometrie ist. Seien r und r die Levi-Civita-Zusammenh�ange. Seien X;Y links-invariante horizontale Vektorfelder und sei T einlinks-invariantes vertikales Vektorfeld. Dann istrXY = rXY + 12 �X;Y �h : (7)58



und g �rTX;Y � = �12g ��X;Y �h ; T� : (8)Beweis:Seien r bzw. r die Levi-Civita-Zusammenh�ange zu g bzw. g. Weil g linksinvariantist, gilt f�ur links-invariante Vektorfelder X;Y , dass g �X;Y � konstant ist, insbesonderZg �X;Y � = 0. Mit der Koszul-Formel folgt aus Glei
hung (5), da�g �rXY ; Z� = g (rXY; Z)und aus Glei
hung (6), da�g �rXY ; T � = 12g ��X;Y � ; T �� 12Tg �X;Y � = 12g ��X;Y � ; T � ;insgesamt also, da� rXY = rXY + 12 �X;Y �h :F�ur ein vertikales Vektorfeld T ist, unter Benutzung von �T;X� = rTX �rXT undweil �X;T � vertikal ist,g �rTX;Y � = g �rXT; Y �+ g ��T;X� ; Y � = g �rXT; Y � :Wegen g �T; Y � = 0 ist g �rXT; Y �+ g �rXY ; T � = 0, alsog �rTX;Y � = �g �rXY ; T � = �12g ��X;Y �h ; T� : QEDSatz 10 (O'Neill-Formel): Seien g eine links-invariante Metrik auf G und g eine links-invariante Metrik auf G=H, so dass D� jp eine Isometrie ist. Dann gilt K (X;Y ) =K �X;Y �+ 34 k �X;Y �h k2 f�ur X;Y 2 Tp (G=H).Beweis: Seien X;Y 2 Tp (G=H) orthonormale Vektoren. Dann istK (X;Y ) = g (rXrY Y;X)� g (rYrXY;X)� g �r[X;Y ℄Y;X�= Xg (rY Y;X)� g (rY Y;rXX)� Y g (rXY;X) + g (rXY;rYX)� g �r[X;Y ℄Y;X�= Xg �rY Y ;X�� g �rY Y ;rXX�� Y g �rXY ;X�+ g �rXY ;rYX�� g �r[X;Y ℄Y ;X�= Xg �rY Y ;X�� g �rY Y ;rXX�� Y g �rXY ;X�+ 12g ��X;Y �h ; Y �+g �rXY ;rYX�� 12g ��X;Y �h ;rYX�� 12g �rXY ; �Y ;X�h�+14g ��X;Y �h ; �Y ;X�h��g�r[X;Y ℄hY ;X�� g�r[X;Y ℄pY ;X�59



= K �X;Y �+ 12g ��X;Y �h ; Y �+ 12g ��X;Y �h ;rXY �rYX�+ 14g ��X;Y �h ; �Y ;X�h�+12g ��X;Y �h ; �X;Y �h�= K �X;Y �+ 0 + 12 k �X;Y �h k2 �14 k �X;Y �h k2 +12 k �X;Y �h k2 : QEDKorollar 13 : Wenn wir eine bi-invariante Metrik auf G haben, gilt f�ur die induzierteMetrik auf G=H: K (X;Y ) = 14 k [X;Y ℄p k2 + k [X;Y ℄h k2. Insbesondere hat G=Hni
htnegative S
hnittkr�ummung.Beweis:K (X;Y ) = K �X;Y �+ 34 k [X;Y ℄h k2= 14 k [X;Y ℄ k2 + 34 k [X;Y ℄h k2. QEDBeispiel 38 : Wir betra
hten SO (3) =SO (2) mit der dur
h �B induzierten Riemanns
henMetrik. Dann ist K � 1.Beweis: Eine Basis von so (3) ist f1 = 0� 0 1 0�1 0 00 0 0 1A ; f2 = 0� 0 0 10 0 0�1 0 0 1A ; f3 =0� 0 0 00 0 10 �1 0 1A : Man bere
hnet [f1; f2℄ = f3; [f1; f3℄ = �f2; [f2; f3℄ = f1.Weil so (3) isomorph zu su (2) ist (mit einem Spur-erhaltenden Isomorphismus), istB (X;Y ) = 4Tr (XY ). Man bere
hnet Tr (fifj) = 0 f�ur i 6= j und Tr �f2i � = �8. Alsoist n 1p8fi : i = 1; 2; 3o eine ON-Basis. Weil so (2) � so (3) von f1 aufgespannt wird, wirddas orthogonale Komplement p von f2 und f3 aufgespannt. F�ur die S
hnittkr�ummungerhalten wir K (f2; f3) = 18 k [f2; f3℄ k2= 1. QED6 Einstein-Mannigfaltigkeiten6.1 BeispieleDe�nition 49 : Eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit M hei�t Einstein-Mannigfaltigkeit,wenn es eine Konstante 
 2 R mit Ri
 (X;Y ) = 
g (X;Y ) f�ur alle X;Y gibt. (Man sagtau
h, M hat 'konstante Ri

i-Kr�ummung'.)Proposition 17 : Sei M eine n-dimensionale Einstein-Mannigfaltigkeit mit Ri
 = 
gf�ur ein 
 2 R. Dann hat M konstante Skalarkr�ummung S
al = n
.
60



Beweis: Sei e1; : : : ; en eine ON-Basis von TxM . Dann ist S
al =Pni=1Ri
 (ei; ei) =Pni=1 
g (ei; ei) = n
. QEDDie Feld-Glei
hung der relativistis
hen Gravitationstheorie ist Ri
� 1nS
alg = T f�urden Energie-Impuls-Tensor T . Im Vakuum ist T = 0 und man erh�alt die obige Einstein-Bedingung.Beispiel 39 : Wenn die S
hnittkr�ummung von M konstant K ist, dann ist M eineEinstein-Mannigfaltigkeit mit 
 = (n� 1)K.Insbesondere sind Sn; En ; H n Einstein-Mannigfaltigkeiten.Beispiel 40 : Seien M1;M2 Einstein-Mannigfaltigkeiten mit der selben Konstante 
.Dann ist das Produkt M1 �M2 eine Einstein-Mannigfaltigkeit.Beweis: Sei K1 die S
hnittkr�ummung von M1, K2 die S
hnitttkr�ummung von M2.Dann ist K (X;Y ) = Ki (X;Y ) falls X;Y 2 TpMi; i = 1; 2 und K (X;Y ) = 0 fallsX 2 TpM1; Y 2 TpM2. Daraus folgt, f�ur X 2 TpM1 Ri
 (X;X) = Pn1+n2j=1 K (X; ej) =Pn1j=1K1 (X; ej) = Ri
1 (X;X), analog f�ur X 2 TpM2. QEDDamit ist also S2 � S2 eine Einstein-Mannigfaltigkeit, obwohl die S
hnittkr�ummungni
ht konstant ist. Zum Beispiel hat die geod�atis
he Mannigfaltigkeit S2 � � S
hnit-tkr�ummung 1, w�ahrend die geod�atis
he Untermannigfaltigkeit S1�S1 S
hnittkr�ummung0 hat.De�nition 50 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Eine Gruppe � � Isom (M)hei�t eine eigentli
h diskontinuierli
he Gruppe von Isometrien wenn gilt: f�ur alle x 2Mgibt es eine o�ene Umgebung U �M mit gU \ U = ; f�ur alle g 2 �� feg.Lemma 32 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit und � � Isom (M) eine eigentli
hdiskontinuierli
he Gruppe von Isometrien. Dann ist M=� eine Mannigfaltigkeit und� :M !M=� ein lokaler Di�eomorphismus.Beweis: � jU ist eine Bijektion auf sein Bild, na
h Voraussetzung. Wir k�onnen also,f�ur Karten �x um Ux, ��� (Ux) ; �x� j�1Ux�	 als Atlas von M=� verwenden. QEDWir benutzen diese lokalen Di�eomorphismen, um aufM=� eine Riemanns
he Metrikzu de�nieren. Weil die Eins
hr�ankung � jU dann eine Isometrie ist, hat die Riemanns
heMetrik von M=� in � (x) dieselbe Kr�ummung wie M in x.Korollar 14 : a) Wenn � eine eigentli
h diskontinuierli
he Untergruppe von Isom (Sn)ist, dann hat Sn=� eine Metrik mit S
hnittkr�ummung konstant 1.b) Wenn � eine eigentli
h diskontinuierli
he Untergruppe von Isom (Rn ) ist, dann hatRn=� eine Metrik mit S
hnittkr�ummung konstant 0.
) Wenn � eine eigentli
h diskontinuierli
he Untergruppe von Isom (H n ) ist, dann hatH n=� eine Metrik mit S
hnittkr�ummung konstant �1.61



Insbesondere erh�alt man weitere Beispiele von Einsteinmannigfaltigkeiten. Na
h einemSatz von Cartan liefern die Beispiele aus Korollar 14 (bis auf Reskalierung) alle Mannig-faltigkeiten mit konstanter S
hnittkr�ummung. (Reskalierung bedeutet: f�ur eine Man-nigfaltigkeit mit S
hnittkr�ummung � �
 kann man die Metrik mit 
 multiplizieren underh�alt eine Metrik mit S
hnittkr�ummung �1.)De�nition 51 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Eine Gruppe � � Isom (M)wirkt ohne Fixpunkte auf M , wenn gx 6= x f�ur alle x 2M; g 2 � gilt.Wirkungen endli
her Gruppen.Lemma 33 : SeiM eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit und � � Isom (M) eine endli
heGruppe, die ohne Fixpunkte auf M wirkt. Dann wirkt � eigentli
h diskontinuierli
h.Beweis: Sei x 2M . Na
h Voraussetzung ist d (x; gx) > 0 f�ur alle g 2 �. Weil � endli
hist, folgt daraus � := inf fd (x; gx) : g 2 �g > 0. W�ahle U := B �2 (x). QEDBeispiel 41 : Bekanntli
h ist Z=pZ isomorph zu f� 2 C : �p = 1g. Diese Gruppe wirkteigentli
h diskontinuierli
h auf S3 dur
h � (z; w) = (�z; �w). Der Quotient hei�t Linsen-raum L (p; 1) und tr�agt also eine Metrik mit S
hnittkr�ummung � 1. L (2; 1) = RP 3 hei�treell-projektiver Raum.Beispiel 42 Sei A5 � SO (3) die Isometriegruppe des Ikosaeders (isomorph zur Gruppeder geraden Permutationen von 5 Elementen). Na
h Proposition 3 haben wir eine sur-jektive 2:1-Abbildung Ad : SU (2) ! SO (3). � := Ad�1 (A5) ist eine Untergruppe vonSU (2) mit 120 Elementen. Weil S3 eine Lie-Gruppe ist, ist SU (2) = S3 � Isom �S3�.Also wirkt � � SU (2) eigentli
h diskontinuierli
h auf S3. Der Quotient hei�t Poin
are-Homologiesph�are und tr�agt also eine Metrik mit S
hnittkr�ummung � 1.Wirkungen torsionsfreier Gruppen.De�nition 52 : Sei G eine Lie-Gruppe. Eine Untergruppe � � G ist diskret, wenn sieeine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.Mit anderen Worten: � ist diskret, wenn es zu jedem 
 2 � eine o�ene UmgebungU � G mit U \ � = f
g gibt.Beispiel 43 :1. Endli
he Untergruppen sind diskret.2. Wenn G kompakt ist, sind alle diskreten Untergruppen endli
h.3. Zn � Rn ist diskret.4. Sei ! = 12 + p32 i. Dann ist Z [!℄ = fz = a+ b! 2 C ; a; b 2 Zg� C diskret.5. SL (2;Z)� SL (2;R) ist diskret.6. SL (2;Z [!℄) � SL (2; C ) ist diskret.De�nition 53 : Eine Gruppe � heisst torsionsfrei, wenn 
n 6= e f�ur alle 
 6= e; n � 1gilt.Proposition 18 : Sei M eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Jede diskrete, torsions-freie Gruppe � � Isom (M) wirkt ohne Fixpunkte auf M .62



Beweis: Sei x 2 M und Gx = fg 2 G : gx = xg. Gx bildet TxM auf si
h ab underh�alt das Skalarprodukt gx. Also ist Gx ' O (n), insbesondere ist Gx kompakt. Diediskrete Gruppe � \ Gx muss also endli
h sein. Weil � torsionsfrei ist, folgt daraus� \Gx = feg, � wirkt also ohne Fixpunkte. QEDLemma 34 : Sei M eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Jede diskrete, torsionsfreieGruppe � � Isom (M) wirkt eigentli
h diskontinuierli
h auf M .Beweis: Sei x 2 M . Weil � ohne Fixpunkte wirkt, gilt d (x; gx) > 0 f�ur alleg 2 �� feg.Wenn es ein � > 0 mit d (x; gx) > � f�ur alle g 2 � gibt, k�onnen wir U = B �2 (x)w�ahlen und erhalten U \ gU = ; f�ur alle g 2 � � feg, also dass die Wirkung eigentli
hdiskontinuierli
h ist.Wir nehmen nun an, dass es ein sol
hes � ni
ht gibt. Insbesondere gibt es alsogi 2 ��feg mit d (x; gix) < 1i . Nun ist aber fg 2 Isom (M) : d (x; gx) � �g hom�oomorphzu Gx � B� (x), insbesondere kompakt. Wir haben also eine konvergente Teilfolge gi !g1 2 �. Wegen d (x; gix) < 1i ist d (x; g1x) = 0. Damit hat g1 einen Fixpunkt. Dieswiderspri
ht Proposition 18. QEDBeispiel 44 : Zn � Rn � Isom (Rn ) ist eine diskrete, torsionsfreie Untergruppe. Alsohat der Torus Tn = Rn=Zn eine Metrik mit S
hnittkr�ummung � 0.Na
h Thurston's Geometrisierungs-Vermutung l�asst si
h jede 'hinrei
hend komplizierte'orientierbare 3-Mannigfaltigkeit als Quotient H 3=� f�ur eine diskrete, torsionsfreie Gruppe� � Isom+ �H 3� = PSL (2; C ) darstellen. Die dabei auftretenden � sind zwangsl�au�gsehr komplex, deshalb ist es ni
ht einfa
h, explizite Beispiele anzugeben. Die viellei
hteinfa
hste hyperbolis
he 3-Mannigfaltigkeit ist das Komplement des A
hterknotens.Beispiel 45 : A
hterknoten-Komplement. Sei � die Gruppe mit zwei Erzeugern a; bund der einzigen Relation ab�1a�1ba = bab�1a�1b. � ist torsionsfrei. Dann ist dur
h� (a) = � 1 10 1 � und � (b) = � 1 0�! 1 � ein injektiver Homomorphismus � : � !PSL (2; C ) = Isom+ �H 3� de�niert. Das Bild ist diskret, weil es in PSL (2;Z [!℄) liegt.Der Quotient H 3=� tr�agt also eine Metrik mit S
hnittkr�ummung � �1. Man kann zeigen,dass er hom�oomorph zum Komplement des A
hterknotens in S3 ist. (Daf�ur gen�ugt es,mit dem Wirtinger-Kalk�ul auszure
hnen, dass die Fundamentalgruppe isomorph zu � ist.)6.2 Symmetris
he R�aumeHomogene R�aume m�ussen im allgemeinen keine Einstein-Mannigfaltigkeiten sein. Indiesem Abs
hnitt betra
hten wir eine sehr allgemeine Klasse von homogenen R�aumen,die Einstein-Metriken tragen.De�nition 54 : Ein symmetris
her Raum ist ein zusammenh�angender homogener RaumM = G=K (mit einer links-invarianten Riemanns
hen Metrik), so dass es zu jedem p 2Meine Isometrie Jp 2 G mit Jp (p) = p und DJp = �Id gibt.63



Bemerkung: man kann zeigen, dass die Homogenit�at (und die Tatsa
he, dass dieIsometrie J zu G geh�ort) aus den anderen Bedingungen folgt, also eigentli
h �uber
�ussigist. Dies ergibt si
h aus der Tatsa
he, dass die Isometriegruppe eine Lie-Gruppe ist.Weil wir diesen ziemli
h te
hnis
hen Satz hier ni
ht beweisen wollen, betra
hten wir vonvornherein nur homogene symmetris
he R�aume.Proposition 19 : Wenn M ein symmetris
her Raum, p 2M und Jp die Symmetrie zup ist, dann gilt Jp (
 (t)) = 
 (�t) f�ur jede Geod�ate 
 : R !M mit 
 (0) = p.Beweis: Dies folgt aus DJp = �Id und Eindeutigkeit der Geod�aten, sowie der Tat-sa
he, dass na
h Lemma 27 Jp Æ 
 eine Geod�ate sein muss. QEDBemerkung: Aus Proposition 19 folgt insbesondere, dass Jp eindeutig bestimmt ist,wenn es existiert. Man kann also au
h Jp dur
h Proposition 19 de�nieren und sagen,dass M genau dann ein symmetris
her Raum ist, wenn alle Jp wohlde�nierte Isometriensind. (Wohlde�niertheit hei�t hier: wenn es zwei Geod�aten 
1; 
2 mit 
1 (0) = 
2 (0) und
1 (t) = 
2 (t) gibt, dann muss au
h 
1 (�t) = 
2 (�t) sein.)Beispiel 46 : 1. Sn = O (n+ 1) =O (n) ist ein symmetris
her Raum.2. Rn = Isom (Rn ) =O (n) ist ein symmetris
her Raum.3. H n = O (n; 1) =O (n) ist ein symmetris
her Raum.Beweis: In allen drei F�allen ist die dur
h Proposition 19 de�nierte Abbildung Jpwohlde�niert und eine Isometrie. QEDSei M = G=K ein symmetris
her Raum und J = J[e℄ 2 G die Symmetrie in [e℄. Dannde�nieren wir eine Abbildung � : G! G dur
h� (g) = JgJ:Aus Lemma 28 folgt, dass J2 = id ist. Wegen J2 = id ist �2 = id. F�ur die lineareAbbildung D�e : g! g gilt damit ebenfalls (D�e)2 = I. Insbesondere sind die Eigenwertevon D�e 1 und �1. Wir de�nierenk := fX 2 g : D�e (X) = Xgp := fX 2 g : D�e (X) = �Xg :Lemma 35 : Es gilt: g = k� p;[k; k℄ � k; [k; p℄ � p; [p; p℄ � k:Beweis: Jedes Element X 2 g l�asst si
h als X = 12 (X +De�X) + 12 (X �De�X) mit12 (X +De�X) 2 k und 12 (X �De�X) 2 p zerlegen. Wegen k \ p = f0g folgt daraus dieerste Behauptung.Die zweite Behauptung folgt aus De� [k1; k2℄ = [De�k1; De�k2℄ = [k1; k2℄ ; De� [k1; p2℄ =[De�k1; De�p2℄ = [k1;�p2℄ = � [k1; p2℄ undDe� [p1; p2℄ = [De�p1; De�p2℄ = [�p1;�p2℄ =[p1; p2℄ QED64



Beispiel 47 : Sei M = GL (n;R) =O (n) = SL (n;R) =O (n). Dann ist D�e (A) = �AT .Lemma 36 : Sei M = G=K ein symmetris
her Raum. Dann ist k die Lie-Algebra zu Kund p ' T[e℄M .Beweis: Das ist ein Spezialfall von Korollar 9. QEDF�ur jedes g 2 G haben wir die Linksmultiplikation lg : M ! M . Insbesondere istlk ([e℄) = [e℄ f�ur alle k 2 K.De�nition 55 : Sei M = G=K ein symmetris
her Raum (mit einer links-invariantenRiemanns
hen Metrik). Seine Isotropie-Darstellung� : K ! Aut (p)ist gegeben dur
h � (k) := D[e℄lk:M hei�t isotropie-irreduzibel wenn � irreduzibel ist.Beispiel 48 : SO (n+ 1) =SO (n) und SO (n; 1) =SO (n) sind isotropie-irreduzibel.Beweis: In beiden F�allen ist � die Standard-Darstellung von SO (n) auf Rn , wel
heirreduzibel ist. QEDSatz 11 : Isotropie-irreduzible symmetris
he R�aume sind Einstein-Mannigfaltigkeiten.Beweis: Weil die Metrik invariant unter lk ist, ist au
h die Ri

i-Kr�ummung invariantunter lk, f�ur alle k 2 K. Insbesondere ist jeder Eigenraum von Ri
[e℄ invariant unter �(wenn wir die Bilinearform Ri
[e℄ mittels des Skalarprodukts g[e℄ als lineare Abbildungau�assen). Weil Ri
[e℄ symmetris
h ist, ist es diagonalisierbar. Wegen Irreduzibilit�at von� folgt daraus aber, dass es nur einen Eigenraum gibt. Also Ri
[e℄ = �g[e℄. Weil g undRi
 invariant unter lg sind, folgt dann Ri
[g℄ = �g[g℄ f�ur alle g 2 G. QED6.3 Typen symmetris
her R�aume (�Uberbli
k)De�nition 56 : Sei g eine Lie-Algebra, k � g eine Unter-Lie-Algebra. Die Zerlegungg = k� p hei�t eine Cartan-Zerlegung von g, wenn gilt: [k; k℄ � k; [k; p℄ � p; [p; p℄ � k, undwenn B� positiv de�nit ist.Hierbei ist B� de�niert dur
h B� (X;Y ) := B (X; �Y ) f�ur die Killingform B und diedur
h � jk= id; � jp= �id de�nierte Abbildung � : g! g.Beispiel 49 : sl (n; C ) = su (n) � p mit p = nA 2 sl (n; C ) : A = ATo ist eine Cartan-Zerlegung.F�ur jeden symmetris
hen Raum G=K haben wir die Involution s = D�e und dieZerlegung g = k� p aus Abs
hnitt 6.2. Wir benutzen dies f�ur die folgende De�nition.65



De�nition 57 : Ein symmetris
her Raum ist von kompaktem Typ, wenn g negativ de�-nite Killing-Form hat.Ein symmetris
her Raum ist von euklidis
hem Typ, wenn p abels
h ist, d.h. [X;Y ℄ = 0f�ur alle X;Y 2 p.Ein symmetris
her Raum ist von ni
htkompaktem Typ, wenn die Killingform von g ni
htentartet, aber ni
ht negativ de�nit, ist, und g = k� p eine Cartan-Zerlegung ist.Bemerkung: man kann zeigen, dass si
h jeder symmetris
he Raum als Produkt sym-metris
her R�aume zerlegen l�a�t, die von einem dieser drei Typen sind.F�ur kompakte symmetris
he R�aume de�niert die Killingform eine linksinvariante Rie-manns
he Metrik. F�ur euklidis
he symmetris
he R�aume haben wir die Standardmetrik.Das folgende Lemma de�niert eine linksinvariante Riemanns
he Metrik au
h auf sym-metris
hen R�aumen von ni
htkompaktem Typ.Lemma 37 : Sei K eine maximale kompakte Untergruppe einer Lie-Gruppe G und M =G=K ein symmetris
her Raum von ni
htkompaktem Typ. Sei B die Killingform von g.Dann ist B jk negativ de�nit und B jp positiv de�nit. Insbesondere de�niert B eineG-invariante Riemanns
he Metrik auf M .Insbesondere kann man auf der Lie-Algebra einer halbeinfa
hen Lie-Gruppe ein Ad-invariantes Skalarprodukt < :; : > de�nieren dur
h < k; k >= �B (k; k) ; < k; p >= 0; <p; p >= B (p; p) f�ur k 2 k; p 2 p.Beispiel 50 : G=K = SL (n;R) =SO (n). Die Killingform ist B (X;Y ) = 2nTr (XY ).Wenn X Eigenwerte �i hat, ist also B (X;X) =P�2i . X 2 k ist s
hiefsymmetris
h, hatalso rein-imagin�are Eigenwerte, woraus B (X;X) < 0 folgt. X 2 p ist symmetris
h, hatalso reelle Eigenwerte, woraus B (X;X) > 0 folgt.Lemma 38 : Symmetris
he R�aume von kompaktem Typ haben S
hnittkr�ummung � 0,symmetris
he R�aume von euklidis
hem Typ haben S
hnittkr�ummung 0, symmetris
heR�aume von ni
htkompaktem Typ haben S
hnittkr�ummung � 0.Beispiel 51 : M = SL (n;R) =SO (n) ist ein symmetris
her Raum von ni
htkompaktemTyp. Es ist isometris
h zu Pos (n;R) � SL (n;R), dem Unterraum der positiv de�nitensymmetris
hen Matrizen. Man kann zeigen, dass die S
hnittkr�ummung der Ebene dur
hX und Y K (X;Y ) = � k [X;Y ℄ k2� 0ist. Insbesondere ist ein 2-dimensionaler Unterraum 
a
h (K=0) genau dann, wenn seinTangentialraum eine abels
he Lie-Algebra ist.M enth�alt Fla
hs vom Rang n � 1, d.h. n � 1-dimensionale Unterr�aume der S
hnit-tkr�ummung 0, z.B. den Unterraum aller Diagonalmatrizen. Der Fall n = 1;M = H 2 istalso in diesem Beispiel der einzige Fall mit e
ht negativer S
hnittkr�ummung.Lemma 39 : Der symmetris
he Raum G1=K mit g1 = k � p ist von kompaktem Typgenau dann, wenn der symmetris
he Raum G2=K mit g2 = k � ip von ni
htkompaktemTyp ist. 66



Beweis: Wenn B auf g1 negativ de�nit ist, dann ist B jk negativ de�nit und B jippositiv de�nit. Daraus kann man herleiten, dass g = k � ip eine Cartan-Zerlegung ist.QEDUnter dieser Dualit�at geht zum Beispiel Sn in H n �uber. Dies, und die Identit�atensin (t) = sinh (it) ; 
os (t) = 
osh (it), sind der tiefere Grund f�ur viele analoge Formeln insph�aris
her und hyperbolis
her Geometrie.6.4 Geometrie von R�aumen ni
htpositiver Kr�ummung (�Uberbli
k)F�ur eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit (M; g) haben wir eine Metrik de�niert als d (x; y) =inf nR 10 k 
0 (t) k dto, wobei das In�mum �uber alle Kurven mit 
 (0) = x; 
 (1) = ygenommen wird.Man kann dies insbesondere auf die Mannigfaltigkeit TpM mit dem (konstanten) Skalarpro-dukt gp anwenden.De�nition 58 : Wir sagen, dass eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit ni
htpositive Kr�ummunghat, wenn f�ur alle Tangentialvektoren v; w 2 TpM und alle � 2 R gilt:d (expv; expw) � d (v; w)und d (expv; exp (�v)) = d (v; �v) :Wir sagen, dass M lokal ni
htpositive Kr�ummung hat, wenn es zu jedem p 2M ein � > 0gibt, so dass die obigen Bedingungen f�ur alle v; w mit k v k; k w k< � gelten.Bemerkung: Na
h einem Satz von Rau
h gilt, dass Riemanns
he Mannigfaltigkeiten Mmit S
hnittkr�ummung K � 0 im Sinne dieser De�nition lokal ni
htpositive Kr�ummunghaben. WennM einfa
h zusammenh�angend ist undK � 0, hat es ni
htpositive Kr�ummung.Aus �Uberlagerungstheorie folgt also, dass man jede Riemanns
he Mannigfaltigkeit mitS
hnittkr�ummung K � 0 als Quotienten fM=� f�ur eine im Sinne obiger De�nition ni
ht-positiv gekr�ummteMannigfaltigkeit fM und eine diskrete Gruppe � � Isom�fM� darstellenkann.Lemma 40 : Wenn M lokal ni
htpositive Kr�ummung hat, dann gibt es eine Mannig-faltigkeit fM ni
htpositiver Kr�ummung und eine diskrete Gruppe � � Isom�fM� mitM = fM=�.De�nition 59 : Eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit heisst CAT(0)-Raum, wenn f�ur jedeGeod�ate 
 : R ! M mit 
 (�t) = x1; 
 (0) = z; 
 (t) = x2 f�ur ein t 2 R und f�ur jedenPunkt x 2M gilt: d (x1; x2)2 + 4d (x; z)2 � 2d (x; x1)2 + 2d (x; x2)2 :Im euklidis
hen R2 gilt Glei
hheit in dieser Unglei
hung. Man kann also sagen, dasseine Mannigfaltigkeit ein CAT(0)-Raum ist, wenn alle geod�atis
hen Dreie
ke (mit gegebe-nen Seitenl�angen) d�unner sind als die entspre
henden Dreie
ke im R2 (d.h. kleinerenInkreisradius haben). 67



Lemma 41 : Wenn eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit ni
htpositive Kr�ummung hat,dann ist sie ein CAT(0)-Raum.Beweis: In TzM gilt Glei
hheit in der zu beweisenden Unglei
hung. exp (mit exp (0) =z) erh�alt d (x1; x2) ; d (x; 0) und vergr�o�ert d (x; x1) ; d (x; x2). QEDKorollar 15 : Wenn eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit ni
htpositive Kr�ummung hat,dann gibt es dur
h je zwei Punkte eine eindeutige Geod�ate.Beweis: Seien 
1; 
2 Geod�aten mit x1 = 
1 (0) = 
2 (0) und x2 = 
1 (1) = 
2 (1).Wende die CAT(0)-Eigens
haft mit z = 
1 � 12� und x = 
2 � 12� an. Man erh�alt d (x; z) = 0,also x = z. Dies kann man iterieren und erh�alt 
1 � 12k � = 
2 � 12k � f�ur alle k. Damit mu�aber au
h 
01 (0) = 
02 (0) sein, woraus 
1 = 
2 folgt. QEDDe�nition 60 : Zwei Geod�aten heissen parallel, wenn sie bes
hr�ankten Abstand haben.Der ideale Rand �1M ist die Menge der �Aquivalenzklassen von Geod�aten.Lemma 42 : Sei fM eine Mannigfaltigkeit ni
htpositiver Kr�ummung undM = fM[�1fMmit der Kegel-Topologie. Dann ist M ' Bn ; �1fM ' Sn�1;fM ' Rn .Lemma 43 : Sei fM eine Mannigfaltigkeit ni
htpositiver Kr�ummung. Jede Isometrief : fM ! fM induziert eine stetige Abbildung f :M !M .Beispiel 52 : Jede Isometrie des H n geh�ort zu einem von drei Typen: elliptis
h (Fix-punkt in H n), parabolis
h (ein Fixpunkt in �1H n) oder hyperbolis
h (zwei Fixpunkte in�1H n).Insbesondere erh�alt man zu jeder Mannigfaltigkeit lokal ni
htpositiver Kr�ummungM = fM=� eine Wirkung von � auf �1fM , die i.a. ni
ht eigentli
h diskontinuierli
h,sondern sehr 
haotis
h ist.
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