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Prolog: Das Jordan-MaB.

In diesem Kapitel O definieren wir einen anschaulichen
Volumenbegriff fiir " Elementarmengen” und sogenannte

" Jordan-meBbare Mengen".

Fur die Zwecke der hoheren Mathematik (Funktionalanalysis,
Wahrscheinlichkeitstheorie, Geometrie " pathologischer” Mengen)
ist dieser Begriff nicht ausreichend allgemein.

In der Vorlesung wird deshalb im Weiteren ein weniger
anschaulicher MaBbegriff eingefiihrt, das Lebesgue-MaB.

Das Jordan-MaB wird nicht weiter verwendet, stimmt aber
jedenfalls fiir Elementarmengen und Jordan-meBbare Mengen mit
dem spater einzufiihrenden Lebesgue-MaB liberein und ist somit
hilfreich zur Entwicklung einer Anschauung.
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Ein Intervall / ist eine Teilmenge der Form [a, b],[a, b), (a, b] oder
(a, b) im R, Wir definieren in jedem Fall die Linge des Intervalls
als m(1) = |b— al.

Ein d-dimensionaler Quader im RY ist eine Teilmenge der Form
B=1I x...xlyCRY wobei h,...,ly jeweils Intervalle im R?
sind. Sein Volumen ist definiert als m(B) = m(h) - ... m(ly).
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Elementarmengen

Definition

Eine Elementarmenge ist eine disjunkte endliche Vereinigung von
Quadern.

Bemerkung: Jede endliche Vereinigung von Quadern kann (nach
Zerlegung der Quader in kleinere Quader) als disjunkte endliche
Vereinigung geschrieben werden. Deshalb findet man in der
Literatur auch die Definition, dass Elementarmengen endliche
Vereinigungen von Quadern sind.
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Definition

Fiir eine als Vereinigung endlich vieler disjunkter Quader
Bi, ..., Bk zerlegte Elementarmenge E definieren wir ihr Volumen
als m(E) = m(B1) + ... + m(By).

Lemma

Das so definierte Volumen hangt nicht von der Zerlegung der
Elementarmenge in Quader ab.

Beweisidee: Fiir Elementarmengen E C RY beweisen wir die
Formel m(E) = limp_o n—ldti(E N 179), aus der die Unabhangigkeit
von der Zerlegung unmittelbar folgt.
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Jordan-MaB

Fiir eine beschrinkte Menge A C RY definieren wir das innere MaB
durch

m,(A) =sup{m(E): E C A, E Elementarmenge}
und das auBere MaB durch
m*(A) = inf {m(E): A C E, E Elementarmenge}.

Die Menge heiBt Jordan-meBbar, wenn m*(A) = m.(A).
In diesem Fall definieren wir

m(A) = m.(A) = m*(A).
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Beispiel (Cantor-Menge)

Man unterteile das Intervall [0,1] in drei Intervalle gleicher Lange
und entferne das mittlere. Das selbe tue man mit den beiden
Libriggebliebeben Intervallen und wiederhole diese Prozedur
unendlich oft. Das Jordan-MaB der Cantor-Menge ist 0.
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Die Menge der rationalen Zahlen in [0, 1] ist nicht Jordan-meBbar.
Das innere Jordan-MaB ist 0, das duBere Jordan-MaB ist 1.

| A\

Beispiel

Die Menge der irrationalen Zahlen in [0, 1] ist nicht Jordan-meBbar.
Das innere Jordan-MaB ist 0, das auBere Jordan-MaB ist 1.

<
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Eigenschaften

o m(0)=0

@ Aus A C B fiir Jordan-meBbare Mengen A, B folgt
m(A) < m(B).

@ Translationsinvarianz: fir alle Jordan-meBbaren Mengen A
und alle x € RY gilt m(x + A) = m(A).

@ Fiir Jordan-meBbare Mengen A, B ist AU B Jordan-meBbar
und es gilt m(AU B) < m(A) + m(B).

o Additivitat: Fiir disjunkte Jordan-meBbare Mengen A, B gilt
m(AU B) = m(A) + m(B).
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Beweisideee: Wahrend die ersten drei Punkte direkt aus den
Definitionen folgen, brauchen wir fiir die Punkte 4 und 5
(Subadditivitat und Additivitat) das folgende Lemma.

Fiir eine Jordan-meBbare Menge A ist
m(A) = limp—o 274(E N +Z%).

Beweisidee: Wir beweisen die Ungleichungskette m,(A) <
liminf, 0o HH(AN EZ7) < limsup, ., HH(AN 1Z7) < m*(A),
aus der wegen der Jordan-MeBbarkeit (d.h. m,(A) = m*(A))
unmittelbar die Behauptung folgt.

Anmerkung

Der Grenzwert lim,_.o 274(A N £Z9) muss fiir eine beliebige
Menge A nicht immer existieren. Wenn er existiert, muss er nicht
translationsinvariant sein.

Beispiele in den Ubungen
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Die folgenden Eigenschaften gelten NICHT fiir beliebige
Jordan-messbare Mengen.

@ Aus Jordan-MeBbarkeit abzahlbar vieler Mengen A; mit
AiNAj =0 fir i # j folgt nicht immer die Jordan-MeBbarkeit
ihrer Vereinigung und also im Allgemeinen auch nicht
,U(Al UAU ) = ,u(Al) —l—,u(Ag) + ...

® Aus A1, Az, Asz,... € Aund A; C Aj41 fiir alle i folgt nicht
immer (U2, A;) = limj_o 1(A;)

@ Aus A1, Az, A3, ... € Aund Aj11 C A fiir alle / folgt nicht
immer (N2, A;) = limj_o 1(A;)

Die abzahlbare Vereinigung und der abzahlbare Durchschnitt
Jordan-meBbarer Mengen miissen nicht Jordan-meBbar sein.
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Wir werden in der Vorlesung eine allgemeinere MaB-Funktion
definieren, die flir Jordan-meBbare Mengen mit dem Jordan-MaB
ubereinstimmt.

Die zu definierende MaB-Funktion wird additiv fiir abzahlbare
Vereinigungen (" o-additiv") sein.

Weil die rationalen Zahlen abzahlbar sind, haben sie dann MaB 0.
Die irrationalen Zahlen in [0, 1] haben dann das MaB 1.
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Das Lebesgue-Integral und Lebesgue-MaB wurden 1901 von
Lebesgue in einer Notiz in den Comptes Rendus de I'Academie des
Sciences eingefiihrt. Viele zeitgenossische Mathematiker hielten die
Beschaftigung mit pathologischen (nicht-Riemannschen)
Funktionen fiir uberfliissig. Poincaré beklagte, dass man mit dem
Erfinden von Funktionen heute keine sinnvollen Ziele mehr verfolge,
sondern nur die Argumente der Vater in Zweifel ziehen wolle.

Das Lebesgue-MaB ist wichtig fiir den funktionalanalytischen
Zugang zur Losung partieller Differentialgleichungen, beginnend
mit dem Satz von Riesz-Fischer (1907) und dem Rieszschen
Darstellungssatz (1909).

Viele " pathologische” Mengen sind nicht Jordan-meBbar, aber
Lebesgue-meBbar. Aber selbst viele offene Mengen oder kompakte
Mengen sind nicht Jordan-meBbar. Hingegen sind offene oder
kompakte Mengen stets Lebesgue-meBbar.
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Philosophisches

Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass es keine fiir alle Teilmengen des
R definierte Funktion gibt, die nichtnegative Werte annimmt,
translationsinvariant und o-additiv ist und auf Elementarmengen
mit dem Jordan-MaB libereinstimmt.
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MeBbare Mengen

Abstrakte MaBtheorie
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Mengenalgebren

Eine o-Algebra ist eine Familie A von Teilmengen einer Menge X,
die folgende Axiome erfiillt:

e XeA
oAc A= X\Ac A
0AiEAfﬁri:1,2,3...:>U?21A,'€.A

.
Lemma

Fiir eine o-Algebra A gilt
ofe A
@ Seine NundAy,...,Ay € A, dann ist U!_A; € A

@ Endliche oder abzahlbare Durchschnitte von Elementen in A
gehéren zu A

° Aus A,B € A folgt A\ B € A.

-

Thilo Kuessner Integrationstheorie



Zu einer Familie £ von Teilmengen einer Menge X gibt es eine
eindeutige kleinste o-Algebra o(&), die £ enthalt.

Aus A C B folgt o(A) C o(B).

Korollar (Prinzip der guten Mengen)

Sei A = o(&) fiir eine Menge £. Um zu beweisen, dass alle
Elemente der o-Algebra A die Eigenschaft P besitzen, genligt es
zu beweisen, dass es eine o-Algebra G gibt (die o-Algebra der
"guten Mengen"), fiir deren Mengen die Eigenschaft P gilt, und
fir die € C G gilt.
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Offene Mengen

Definition

Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Familie offener
Mengen, so dass ) und X offene Mengen sind, endliche
Durchschnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder

offen sind.

Beispiel
Fiir X = R" nennt man eine Menge A C R" offen, wenn es zu
Jedem x € A eine e-Kugel B(x,¢e) C A gibt.
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Lemma

Jede offene Menge A C R ist Vereinigung abzahlbar vieler,
disjunkter, offener Intervalle.

Lemma

Jede offene Menge A C R" ist Vereinigung abzahlbar vieler
fast-disjunkter (offener, halboffener oder abgeschlossener) Quader.

"fast disjunkt” heiBt, dass es hochstens gemeinsame Punkte in
Randflachen gibt (falls Quader abgeschlossen oder halboffen sind)
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Borel-Mengen

Sei X ein topologischer Raum, U die Familie seiner offenen
Mengen. Die kleinste U enthaltende o-Algebra B heif3t
Borel-o-Algebra, ihre Elemente heiBen Borel-meBbare Mengen oder
einfach Borel-Mengen.

.
Lemma

@ Jede abgeschlossene Menge ist eine Borel-Menge.

@ Eine abzahlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen ist eine
Borel-Menge.

@ Ein abzahlbarer Durchschnitt offener Mengen ist eine
Borel-Menge.
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Borel-Mengen im R”

Lemma

Die von offenen Intervallen erzeugte o-Algebra ist die o-Algebra
aller Borel-Mengen in R.

v
Lemma

Die von n-dimensionalen Quadern erzeugte o-Algebra ist die
o-Algebra aller Borel-Mengen im R".
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MeBbare Abbildungen |

Ein MaBraum besteht aus einer Menge X und einer o-Algebra A
von Teilmengen von X. Die Elemente der o-Algebra heiBen

meb’bare Mengen.

Eine Abbildung zwischen zwei MaBraumen heiBt meBbar, wenn die
Urbllder meBbarer Mengen meBbar sind.

Die charakteristische Funktion einer Teilmenge A C X ist definiert

durch
) = 1 xeA
XAVI=10 x¢A [

Sie ist genau dann eine meBbare Funktion, wenn A eine melBbare
Menge ist.
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Eigenschaften von Urbildern

Fur beliebige Mengen gilt
FTHA\B) = fH(A)\f}(B)
F~1 (UieiAr) = Uiei fH(AY)
F (NieiAr) = NierfH(AY)

Korollar

Fiir eine beliebige Abbildung f: X — Y und eine o-Algebra A auf
X ist

fA={BCY:f(B)e A}
eine o-Algebra auf Y.

Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann messbar, wenn fiir die
o-Algebren A, B der messbaren Mengen auf X bzw. Y gilt

. A= B.
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MeBbare Abbildungen Il

Lemma

a) Wenn Y ein topologischer Raum mit der Borel-o-Algebra ist,
dann sind Abbildungen f: X — Y genau dann meBbar, wenn
Urbilder offener Mengen meBbar sind.

b) Eine Funktion f: X — R ist genau dann meBbar, wenn eine der
folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

i) fiir alle a € R ist f~1((a, 00)) eine meBbare Menge.

i) fiir alle a € R ist f1([a,00)) eine meBbare Menge.

iii) fiir alle b € R ist f "1((—oc, b)) eine meBbare Menge.

iv) fiir alle b € R ist f~1((—o0, b]) eine meBbare Menge.

¢) Eine Abbildung f = (fi,...,f,): X — R" ist genau dann
meBbar, wenn fiir alle i = 1,...,n die Abbildung f;: X — R
meBbar ist.
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Stetige Abbildungen

Definition

Eine Abbildung f: X — Y ist stetig, wenn Urbilder offener
Mengen offen sind.

Wenn X und Y topologische Raume mit der von den offenen
Mengen erzeugten o-Algebren meBbarer Mengen sind, dann sind
stetige Abbildungen meBbar.

Anmerkung

Fiir metrische Raume (z.B. R") stimmt die obige Definition mit
der € — d-Definition der Stetigkeit iiberein.
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MeBbare Abbildungen Ill

Lemma

a) Wenn f,g: X — R meBbare Funktionen sind, dann sind auch
f + g, f- g, max(f,g), min(fag)u ‘f‘

meBbare Abbildungen.
b) Wenn f,: X — R eine Folge meBbarer Funktionen ist, dann sind
auch

inf f,, sup f,, limsup f,, liminf £,
n n n—o0 W=€9

meBbare Funktionen.
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\WELE

Ein MaB auf einer Menge X mit o-Algebra A ist eine Funktion

w: A—[0,00],

die den folgenden Axiomen gentigt
o u(@ =0
@ i ist o-additiv: fiir disjunkte meBbare Mengen
Ai i =1,2,3... gilt p(U2,A) =32, 1(Ai)
@ es gibt eine meBbare Menge A mit u(A) < oo

Ein MaBraum (X, A, 1) besteht aus einer Menge X, einer
o-Algebra A und einem MaB p.

Fir das Rechnen mit co gelten die liblichen Konventionen:
00+ a = 00,00 + 00 = 0.
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Eigenschaften von MaBen

Lemma

Sei (X, A, 1) ein MaBraum. Dann gilt

@ Ausne N und Aq,..., A, € Amit AiNA; =0 fiir i # j folgt
(A1 U .. UA,) = u(A1) + ...+ p(An).

@ Aus A,B € A und A C B folgt u(A) < u(B)

® Aus A1, A2, As,... € A und A; C Aj41 fiir alle i folgt
(U721 A) = limj— oo p1(A7)

@ Aus A1, A, As,... € A und Aiy1 C A fiir alle i, sowie
/L(Al) < 00, folgt ,u(ﬂj?ilA,-) = limj_ ,LL(A,')
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WahrscheinlichkeitsmaBe

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein MaBraum (X, .4, ) mit

u(X) = 1. Die Menge X ist der Ergebnisraum, die o-Algebra A die
Menge der Ereignisse und das MaB p das WahrscheinlichkeitsmaB.
Beispiele sind X = {Kopf, Zahl} fiir das Werfen einer Miinze,

X =1{1,2,3,4,5,6} fiir das Werfen eines Wiirfels oder

X =12,...,10,B,D, K, A} x {Karo, Herz, Pik, Kreuz} fiir das
Ziehen einer Karte. Andere Beispiele waren eine Kreisscheibe fiir
das Werfen eines Dartpfeils oder X = N U {oo} fiir das zufllige
Werfen einer Miinze bis das erste Mal Zahl erscheint.
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Lebesgue-MaB

Das Lebesgue-MaB
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Ein duBeres MaB v ordnet jeder Teilmenge von X eine
nichtnegative Zahl zu, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind

o v(0)=0
@ Aus A C B folgt v(A) < v(B).
o Fiir beliebige Mengen A; gilt v(U2,A;) < Y72, v(A)).

Lemma

Das auBere Lebesgue-MaB

n
v(A) = inf {Z m(W;): W; Quader ,A C U?ilW,-}

i=1

definiert fiir beliebige Mengen A C R" ist ein auBeres MaB.

Anders als beim duBeren Jordan-MaB werden hier abzahlbare statt
nur endlicher Vereinigungen zugelassen.
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Lemma

Das auBere Lebesgue-MaB von Quadern und allgemeiner von
fast-disjunkten Vereinigungen abzahlbar vieler Quader stimmt mit
dem Jordan-MaB iiberein.

| A\

Lemma
(Regularitat) Fiir das duBere Lebesgue-MabB gilt

v(E) =inf{v(U): E C U, U offen}

fiir jede Menge E C RY.
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Definition des Lebesgue-MaBes

Fur ein auBeres MaB v auf R" bezeichnen wir eine Menge A C R”
als v-meBbar, wenn es zu jedem € > 0 eine offene Menge U mit
AC Uund v(U\ A) < e gibt.

Sei v ein duBeres MaB auf einer Menge R". Dann ist die Familie
der v-meBbaren Mengen eine o-Algebra und v definiert auf dieser
Familie ein MaB.

Insbesondere kann man fiir v das auBere Lebesgue-MaB verwenden
und definiert so das Lebesgue-MaB.
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In der Literatur findet man haufig auch die
Caratheodory-Konstruktion: Fiir ein duBeres MaB v bezeichnen wir
eine Menge A als v-meBbar, wenn v(D) = v(D N A)+ v(D \ A) fir
alle Mengen D C X gilt. (Diese Konstruktion funktioniert fiir
beliebige X, nicht nur fir R".)

Diese Definition ist aquivalent zu unserer Definition. Der Beweis
dafur ist aber nicht trivial. Wir werden diese aquivalente Definition
nicht benotigen.
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Beispiele Lebesgue-meBbarer Mengen

Offene Mengen sind Lebesgue-meBbar.

Definition

Eine Menge N C R ist eine Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0
eine abzahlbare Vereinigung von Quadern Q; mit N C U;Q; und
Z,-m(Q,-) < € gibt.

Jede Nullmenge ist Lebesgue-meBbar.
Kompakte Mengen sind Lebesgue-meBbar.
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Die Lebesgue-meBbaren Mengen bilden eine o-Algebra.

Borel-Mengen im R? sind Lebesgue-meBbar.

Vereinigungen von Borel-Mengen und Nullmengen sind
Lebesgue-meBbar.
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Wir bezeichnen mit £ die Familie der Lebesgue-meBbaren Mengen
und mit p das auBere Lebesgue-MaB nur fiir Mengen in L.

(RY, L, 1) ist ein MaBraum.
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Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral
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Treppenfunktionen

Definition

Eine Funktion s: X — R heiBt Treppenfunktion, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt.

Lemma

Zu einer meBbaren Funktion f: X — [0, 00] gibt es meBbare
Treppenfunktionen s,: X — [0, 00] mit
0 <si(x) <s(x) <...<f(x)

fur alle x und

f_L'ir alle x.
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Lebesgue-Integral fur nichtnegative Funktionen

Sei (X, A, 1) ein MaBraum und E € A eine meBbare Menge.
Fiir eine meBbare Treppenfunktion s = Y7 ; aixa, mit
aj € [0,00) und A; € A fiir alle i definieren wir

/ sdp = Za;,u(Eﬂ Aj).
E i=1

Fiir eine beliebige meBbare Funktion f: X — [0, 00) definieren wir

/fd,u:sup/sdu,
E s<fJE

wobei das Supremum iiber alle Treppenfunktionen mit s(x) < f(x)
fur alle x genommen wird.

Beispiel (ZahimaB)

Fiir den MaBraum (N, P(N), 1) mit =322 0, gilt
Iy fdp = >"021 f(n) fiir jede Funktion f: N — [0, 00).
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Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Lemma

Fiir meBbare Funktionen f,g: X — [0,00) und eine meBbare
Menge E C X gilt

o Wenn f(x) < g(x) fiir alle x € E, dann [ fdu < [, gdp.
o [fdu= [ fxedu

Wenn f(x) = 0 fiir alle x € E, dann [ fdy = 0.

Wenn ((E) =0, dann [ fdp = 0.

Wenn E C A und A meBbar, dann [ fdp < [, fdp.

Fiir ¢ € [0,00) ist [ cfdp = c [ fdp.
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Additivitat des Lebesgue-Integrals |

Lemma

a) Fiir meBbare Treppenfunktionen s, t und eine meBbare Menge E

gilt
/(s+t)du:/sdu+/tdu.
E E E

b) Fiir eine meBbare Treppenfunktion s und disjunkte meBbare
Mengen E;, E>, Es, ... mit E =J2, E; gilt

sdy = /sdu.
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Additivitat des Lebesgue-Integrals Il

Satz (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz)

Sei fp: X — [0,00) eine Folge meBbarer Funktionen mit
fo(x) < foya(x) fiir alle x und alle n.

Definiere f: X — [0, 00] durch f(x) = limp—co fn(x).
Dann ist f meBbar und

/fd,u: lim / fndp.
X n—oo Jx

Insbesondere braucht man zur Berechnung von fX fdu nicht das
Supremum iiber alle s < f zu nehmen. Es genligt, eine monoton
wachsende Folge mit f, — f zu betrachten.
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Additivitat des Lebesgue-Integrals Il

Satz (o-Additivitat des Lebesgue-Integrals)

a) Fiir f,g: X — [0,00) meBbar und eine meBbare Menge E gilt

/(f+g)du:/fdu+/gdu.
E E E

b) Fiir eine Folge meBbarer Funktionen f,: X — [0,00) mit
f(x) = >.724 fi(x) fir alle x und eine meBbare Menge E gilt

fdu = /f;d,u.

c) Fiir eine meBbare Funktion f: X — [0,00) und disjunkte
meBbare Mengen Ei, E>, E3, ... mit E =72, E; gilt

fdy = /fd,u.
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Lebesgue-Integral fir reellwertige Funktionen

Fur eine Funktion f: X — R sind
fT(x) = max(f(x),0), f~(x) = max(0, —f(x))
Funktionen mit nichtnegativen Werten und es gilt
f(x) = fH(x) —f (x).

Wenn f meBbar ist, dann sind auch ¥, f~ meBbar. Wenn
[x [fldp < oo ist, dann sind auch [ f*dpu endlich. Wir definieren

dann
/fd,u:/f+d,u—/ f~du.
X X X
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Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Lemma

Seien f, g Lebesgue-integrierbare Funktionen und E eine meBbare
Menge.

o [(f+g)du= [cfdu+ [pgdp und [¢cfdp = c [ fdpu fiir
ceR.

° Aus f < g auf E folgt [ fdu < [, gdpu.

o | fi i < [ |Fldp

o Wenn E1, Ep, E3, ... disjunkte meBbare Mengen mit
E = U2, E; sind, dann ist [ fdp =372, fE; fdy.

o [fdu= [ fxedu

o Aus pi(E) =0 oder f |g=0 folgt [ fdyu = 0.
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Konvergenzsatze

Konvergenzsatze
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Monotone Konvergenz

Satz (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz)

Sei f: X — [0,00) eine Folge meBbarer Funktionen mit
fn(x) < fog1(x) fiir alle x und alle n.

Definiere f: X — [0, 00] durch f(x) = lim,_o fn(x).
Dann ist f meBbar und

/fd,u: lim / fd .
X n—eo Jx
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Lemma von Fatou

Satz (Lemma von Fatou)

Fiir eine Folge meBbarer Funktionen f,: X — [0, 00) gilt

/Iiminff,,dpg Iiminf/ frd .
X n—oo n—oo X
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Majorisierte Konvergenz

Satz (Satz von Lebesgue tiber majorisierte Konvergenz)

Sei g eine Lebesgue-integrierbare Funktion und f,, eine Folge
Lebesgue-integrierbarer Funktionen mit

|fa(x)] < &(x)

fiir alle x, die punktweise konvergiert: f(x) = lim,_o fo(x). Dann
ist f Lebesgue-integrierbar und fiir jede meBbare Menge E gilt

/fd,u: lim /f,,d,u.
E n—oo JE
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o-Additivitat des Lebesgue-Integrals

Satz

Seien f; integrierbare Funktionen, | Y "_, fi| < g fiir alle n und eine
integrierbare Funktion g. Sei f =% 7" f,. Dann ist
Jx |fldp < oo und

[e.e]
/fd,u:Z/fnd,u.
X =1 /X
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Lebesgue vs. Riemann

Riemann-integrierbare Funktionen sind Lebesgue-integrierbar und
Jgo fdp stimmt mit dem Riemann-Integral [ f(x)dx diberein.
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ProduktmaBe und der Satz von Fubini
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Produkt-o-Algebra

Seien (X, A, p) und (Y, B,v) zwei MaBraume.

Das kartesische Produkt X x Y ist die Menge aller Paare (x,y)
mitxe X,y eyY.

Die Produkt-o-Algebra A ® B ist die kleinste o-Algebra auf X x Y,
die alle Mengen der Form A x B mit A € A, B € B enthilt.

Thilo Kuessner Integrationstheorie



Lemma

Sei E eine A ® B-meBbare Menge und f eine A ® B-meBbare
Funktion. Dann ist fiir jedes x € X die durch f(y) = f(x,y) auf
Y definierte Funktion B-meBbar und E, = {y € Y: (x,y) € E} ist
B-meBbar. Entsprechend ist fiir jedes y € Y die durch

f,(x) = f(x,y) auf X definierte Funktion A-meBbar und

E, ={x e X: (x,y) € E} ist A-meBbar.
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ProduktmaRB

Ein MaBraum heisst o-endlich, wenn er die abzahlbare Vereinigung
von endlichen MaBrdumen (d.h. mit u(X) < o0) ist. Zum Beispiel
ist dies der Fall fiir den R", der abzahlbare Vereinugung der Kugeln
vom Radius n um den Nullpunkt ist.

Lemma

Seien (X, A, ) und (Y, B,v) o-endliche MaBrdume. Dann ist Die
Funktion x — v(E) eine A-meBbare Funktion auf X, die Funktion
y — p(Ey) ist eine B-meBbare Funktion auf Y, und es gilt

/X V(E)du(x) = /Y u(E,)duy)

fiir alle E € A® B.
Das ProduktmaB p ® v wird fiir E € A® B definiert durch

peoul€) = [ Edut) = [ ul)dn(y)



Satz von Fubini

Satz

Sei f eine A @ B-meBbare Funktion auf X x Y. Dann ist
x — [y f(x,y)dv(y) eine A-meBbare Funktion,
y — [y f(x,y)du(x) eine B-meBbare Funktion, und es gilt

/wad(l@y):/x(/y f(Xﬁy)dV(y))du(X)z/Y(/X F(x, y)du(x))dv(
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Prinzip von Cavalieri

W(E) = /Y u(E,)du(y)

Korollar

Fiir eine meBbare Funktion f: R" — [0, 00) ist
M ={(x,t) e R™: 0 < t < f(x)} meBbar und

Mn-i—l(Mf):/ fdjip.
Rn
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Anwendung: Berechnung des Volumens der n-dimensionalen
Einheitskugel.
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Transformation von Integralen
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Integration in Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten x = rcos ¢,y = rsin ¢ gilt

//f(x,y)dxdy://f(r,qb)rdrdgb.
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Integration in Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten x = rcos ¢,y = rsin ¢,z = z gilt

///f(x’y’z)dXdydzz///f("a¢,z)rdrd¢dz.
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Integration in Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten x = rcos ¢sinf,y = rsin¢sinf,z = rcosf
gilt

///f(x’y’z)dXdydzz///f(fa¢,0)r25in0drd¢d0.
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Erinnerung: in Analysis || wurde

b »(b)
| (Feamie @l = [ feodx
a #(a)
fur auf Intervallen definierte stetige f und stetig differenzierbare,
monotone ¢ bewiesen. Weil die Intervalle die o-Algebra der
Borel-Mengen erzeugen und fiir Nullmengen beide Seiten Null sind,
kann man daraus

/ F(6(2))) 6 (1) dt = / F(x) e
E ¢(E)

fur alle Lebesgue-meBbaren Mengen E C R herleiten. In diesem
Kapitel geht es um den Beweis der analogen
Transformationeformel im mehrdimensionalen Fall.
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Transformationsformel

Satz

Sei ¢: U — V eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen
offenen Teilmengen des R".

Wenn f: V — [0,00] Lebesgue-meBbar ist, dann ist

fog: U—[0,00] Lebesgue-meBbar und

| o 0)idex(eo)em = [ fam.
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Beweis - Schritt 1

Es geniigt zu beweisen:

m(é(A)) = /A det(de)|dm

fiir jede meBbare Teilmenge A C U.
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Beweis - Schritt 2

Es gentigt zu zeigen: jedes p € U hat eine offene Umgebung
W, C U mit

m(é(A)) = /A det(de)|dm

fur jede meBbare Teilmenge A C W,,.
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Beweis - Schritt 3

Beweis dieser Behauptung durch Induktion nach n. Sei 0.B.d.A.
g—)‘i(p) # 0. Sei P(x) = (41(x), x2, ..., Xp). Dann ist ¢ = po1h mit
p1(y) = y1. Wenn die Behauptung fiir p und ¢ gilt, dann auch fiir
po. Fur p und 9 zeigen wir die Behauptung nun mittels des
Prinzips von Cavalieri.
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