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Aufgabe 2.1

1.
Fall 1: 0 < z:
Es ist sin (0) = 0 und sin’ (&) = cos (§) < 1 fiir alle £&. Nach dem Mittelw-

ertsatz ist n () n(z) — 0
sin (z sin (z) — .
= = = <1
- po sin' (§) = cos (§) <
fiir ein £ € (0,2), fir > 0 folgt sin (v) < «.
Fir 0 <z ist |z |=z,]| sin(z) |= sin (z), deshalb folgt | sin (z) |<| z |.

Fall 2: z < 0.
Dann ist 0 < —z, also sin (—x) < —z nach Fall 1. Es folgt

| sin () |= —sin (v) = sin(—z) < —x =| x| .
2. f :]0,1] — Rist stetig und deshalb nach dem Satz von Weierstrafl beschrénkt.

Es gibt also ein C' > 0 mit | f(z) |< C fiir alle z € [0,1]. Insbesondere ist
| £ (%) I C fiir alle k > 0.

Weiterhin ist | sin (35) |< 3¢ nach Teil 1. Damit erhalten wir

1 1 1 1 * 2 1
k ; % k _ %
| 2 f<E>sm<3k)|k§(2 Cgk) _§Ck'

Wegen C' > 0 ist limy_ o C* = 1, also

1 1 1 2
~ k : 1
jim 1257 (3 ) sin (5 ) 1=

Aus dem Wurzelkriterium folgt die Konvergenz der Reihe
> 1 1
k .
k=1

Aufgabe 2.2



1. Fiir alle x € R ist exp (—x2) # 0, deshalb
fo(z) =0<= 2" Texp (—2°) =0 <= 2" =0z =0.
Die Ableitung berechnet man mit Produkt- und Kettenregel:

fi(z) = (2n+ 1) 2*exp (—2®)+2*" T (—22) exp (—2%) = (2n + 1 — 22%) 2*"exp (—2?) .

2. Wegen exp (—xQ) # 0 ist

fh(@) =0« (2n+1-22%) 2*"eap (—2°) = 0 <=

n

/2 1
m+1—222=0o0derz=0<= 2=+ n2—|— oder z = 0.

Analog erhélt man

fl(x) <0<=2n+1-22> <O0und = # 0 <] z |>

2 1
n2—|— und z # 0

Die Funktion f,, ist also streng monoton fallend auf den Intervallen ( 2 )

und (1 / %, oo), streng monoton wachsend auf dem Intervall ( e + )

Weiterhin ist
hm fn(®)=0,f,(0)=0

r—+o0

2n+1 2n+1
fn<_ B ><O,fn< 5 >>0.

Das Maximum von f,, ist also

2n+1
f 2n+1 _ 2n+1 2n+1
n 2 |~ 2 erp 2

und das Minimum von f, ist

2n+1
f 2n + 1 _ 2n + 1 2n + 1
n 2 |- 2 erp 2 )

3. Aus (—2)*"t = —z2 ! und (—2)® = 22 folgt

und




Einsetzen in die in 2. berechnete Ableitung gibt f; (0) = 0.
Fiir die Skizze von f; siehe den Sage-Ausdruck im Anhang.

4. Mit partieller Integration bekommt man

1 1 1
/0 fi(z)dx = /0 wPexp (—2?) dx = /0 —%xQ (—2zexp (—2?)) d

1 1
= / —%xQ (exp (—xz))/ dr = —%xQexp (=2?) [ +/ zexp (—2*) dx
0 0

L o 2y |1 oy L1
= —5a eap (—2%) Ig —5eap (—2?) |o= 27 o
Aufgabe 2.3
a) Wegen
1
Jim | (-1~ [r=1
hat die Reihe Y7 | (=1)" L (z —1)" um den Entwicklungspunkt zo = 1 den

Konvergenzradius R = 1.
Fiir # = 2 bekommt man die konvergente Reihe Y >° , (=1)" L, fir z = 0
die divergente Reihe > 7, % Die Potenzreihe konvergiert also auf (0, 2].

b)

/12 n@) 4 /12 In (2) In (2) dx = /12% ((n (2))%) dx = %ln (z)? 2= %m (2)2.

T

Ysin(x) (" cos (x)ldx _ [ —In (cos (x)) dx = —In (cos (u))
0 0 0

cos (x) cos ()

d) folgt aus

d —cos(z) _ —sin? (x) — cos® () 1

dx sin(z) sin? (z) -~ sin?(z)’

Aufgabe 2.4



Weil F stetig ist, gibt es eine Stammfunktion G' mit

G(v)—G(u):/vF(x)dx

fir alle a < w < v <b. Aus der Voraussetzung folgt G (v) — G (u) = 0 fiir alle
a <u<wv<b, also ist G konstant und nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung F' = G’ = 0.



