Aufgabe 4
a) Sei v = (v1,v2) € R

Fw) = fO) () (he) o of

h—0 h h—0 p, ((hv1)2 + (hvg)Q) h—0 v} +v? v +od

Insbesondere ist 5% g—qf; = 0.

b) Angenommen, f wire total differenzierbar. Dann wére D g ¢ f die Matrix, in
deren Spalten die partiellen Ableitungen stehen, also D g o) f = 0. Dann miiflten
aber alle Richtungsableitungen Null sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass f in
(0,0) nicht total differenzierbar ist.

¢) f(ur,u2) = ug und f (u1,u2) = ug sind total differenzierbar. Weil die total
differenzierbaren Funktionen einen Ring und einen Vektorraum bilden, ist dann
auch Z? =1 a;juiug total differenzierbar. Es gibt also kein Polynom, das im
Nullpunkt nicht differenzierbar ist.



Aufgabe 5

f ist nach unten beschrénkt durch 0 und es gilt lim, o f () = co. Es muf}
also mindestens ein Minimum von f geben. (Begriindung: Wegen lim,,_.o. f (u) =
oo gibt es ein Ry > 0 mit f (z) > f(0) fir alle z > Ry. Auf der kompakten
Menge K := {z € R?:|| 2 |[< Ro} nimmt die stetige Funktion f ein Minimum
M an, fiir alle € K ist f (z) > f(0) > M. Also ist M auch ein Minimum von
f auf ganz R?.)

f ist nicht differenzierbar in a, b, c.

Wenn f ein Minimum in « & {a,b, ¢} hat, dann ist g—JI (u) = 88_52 (u) =0.

Die partiellen Ableitungen von

F () = /(= 1) + (w3 — az)*+4/ (w1 — b)? + (w2 — b)Y+ (w1 — ) + (2 — 2)?

sind

Of  w—a  w—b  u—a
our  Ju—all " Ju=>bl " [Ju—c]|’
ﬁ_ Uy — A9 Uy — by Uy — Co
Ouz  Ju—all " fu=>bl " [Ju—c]|’
Sei u ¢ {a,b,c}.
Setze

&= (u1 —ai,u1 —b,ur —c1),n = (ug — az, ug — by, u2 — c2) ,

1 1 1
p::( , , )ERB.
fu—al lu—all uv—al

Wenn u ein kritischer Punkt von f ist, dann ist

0
<§5p>:_f:05<77)p>:_:0)
Oz

d.h. p steht senkrecht auf £ und 7, also ist
p=c{xn

fiir ein ¢ € R. (Wir konnen annehmen, dass £ und 7 linear unabhéngig sind,
sonst liegen a, b, ¢ auf einer Geraden und jeder Punkt zwischen a und ¢ minimiert

f)

Die erste Koordinate des Kreuzprodukts ist

det(m_bl up — 1 ):Flache(u—b,u—c):HU—b””u_cn sino,
'LLQ—bQ Ug — Co

analog fiir die beiden anderen Eintrdge. (a1, s, as sind die Winkel zwischen
den Verbindungsstrecken von u zu den Punkten a, b, c.)



Es folgt
1

———=c|lu—=>b]] u—c]| sin;
[u—al ’

also
l=cllu—alllu=>||u-—c] sinas,

analog
l=cllu—allllu=bllllu—clsinal=cllu—alllu="0|]u-cl| sinas,

also sinay = sinas = sinag, wegen aq + as + az = 27 also

1] = Qg = (3 = 3 .

(Den Punkt u kann man wie folgt konstruieren: man trage iiber der Seite ab
und ber der Seite bc jeweils ein gleichseitiges Dreieck (nach auBen) auf, die Eck-
punkte seien ¢/,a’. Der Schnittpunkt der Strecken aa’ und cc’ ist der gesuchte
Punkt u. Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Fermat-Punkt .)

Das Minimum von f muf} also entweder in einem der Punkte a, b, ¢ oder im
oben konstruierten Punkt u vorliegen. Durch expliziten Vergleich von f (a), f (b), f (¢), f (u)
erhélt man:

Wenn im Dreieck mit Ecken a, b, ¢ alle Innenwinkel kleiner als 2?” sind, dann
ist der oben konstruierte Punkt v das Minimum von f.

Wenn im Dreieck mit Ecken a, b, ¢ ein Innenwinkel, 0.B.d.A. der Innenwinkel

2

bei a, mindestens =t ist, dann ist a das Minimum von f.



