Aufgabe 4

b
Lap = / \/(—e”sin (t) + rerteos (1)) + (emtcos (t) + rertsin (t))*dt

b b
= / Vet (sin? (t) + cos? (t)) + r2e2rt (sin2 (t) + cos? (t))dt = / Vr2 4 le"tdt

a

241
e+ (erb _ era) .
r
Insbesondere ist fiir r > 0

241 241
lim Lgo = vri+l lim (1—e®) = vre+l

a— —00 r a— —0o0 r

bzw. fiir r <0
2+1
lim L,o= vl lim (1—e"™) = o0.
a——0o0 ’ T a——00
Fall 1: 7 > 0: || ¢ () ||= € ist streng monoton wachsend, es ist

lim e =0
t——o0
und
lim e" = oo,
t—oo
also wird jede positive Zahl fiir genau ein ¢ als Wert von || ¢ (¢) || angenommen.
Fall 2: r < 0: || ¢(t) ||= €™ ist streng monoton fallend, es ist

lim e = oo
t——00
und
lim e =0,

t—o0

also wird jede positive Zahl fiir genau ein ¢ als Wert von || ¢ (¢) || angenommen.



Aufgabe 5

Wir beweisen zunéchst L (¢) > Iz (¢) fir jede Zerlegung Z.
Sei Z gegeben durch

a=aqyp< a1 <...<ap=hb.

Dann ist

k
> llete) el |
k a; a;
(01 (aj) = e1 (aj1) s (a5) = en (ag-2)) = Y | (/ 4., [ c;,<t>dt> H
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nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Mit Aufgabe 7.2 bekommen wir

k

2| </ dwi... [ dt) ”—Z 17 @

k aj b
Z/ I ¢ (1) | dt = /nc'(t)ndt:L(cx

also die gewlinschte Ungleichung Iz (¢) < L (¢).

Wir beweisen jetzt, dass es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z mit

L(c) <lz(c)+ e gibt.

Sei i € {1,...,n}. Weil ¢, stetig ist, gibt es eine Folge von Unterteilungen
Ziy ={a = aio < ai1 < a2 < ...<b},sodass die Folge (d;;); der mittels dieser
Unterteilung definierten Stufenfunktionen

dy (z) =} (auk) fir apgp—1 <z < agp

gleichméfBig gegen ¢, konvergiert. Insbesondere gibt es ein L; mit

, €
| dit = ¢ lloo< T b—a)
fur alle I > L;.

Zu jedem [ wéhlen wir eine Unterteilung Z; = {a = ajo < apn < a2 < ... < ai, = b},
die Z11,..., Zn; enthéilt und in der nur Intervalle der Lange < % vorkommen, d.h.
| ai; — agi+1 |< | fiir alle 4. (Dies kann man erreichen, indem man die Vereini-
gung aller a; und zusétzlich die Menge aller a + % mit j =1,...,[20(b— a)]
nimmt.)



Setze
dl = (dlla .. .,dnl) : [a,b] — R".

Dann ist

i = /() + .+ ()
eine Stufenfunktion zu der Unterteilung Z; und wir haben

€
e =1l di o<

2(b—a)’

woraus b b
€
L= [ Iend< [ ads

folgt.
Fiir das Integral der Stufenfunktion || d; || haben wir

b ki
/ ldi(t) | dt =" Il ¢ (aiy) || (aj — arj—1)-
a j:1

Seii € {1,...,n}. Weil ¢} stetig ist, gibt es ein §; > 0, so dass aus
|z —y|<d;

immer
€

/ /
) =) < s 7
folgt. Setze L = sup { {%} ey {%} }—i— 1. Fiir [ > L haben dann alle Intervalle
in Z; eine Lange kleiner als % < ;. Insbesondere: wenn x und y zum selben
Intervall der Zerlegung Z; gehoren, dann ist | ¢} (z) — ¢ (y) |< m fiir
1=1,...,n.

Seile N,je{l,...,k}und i€ {1,...,n}. Nach dem Mittelwertsatz gibt
es ein & € [ag;—1, ar;) mit

c; (&) (@ — aj—1) = ¢i (ay) — ¢ (ar-1) -

Wegen | ¢ (ar) <] ¢ (&) | + 55577 folet
€

| ¢ (ai) | (arj —arj—1) <| ¢ (ary) — ¢ (ar-1) | S IOEING (ai; — arj-1)

also
€

e (ai;) | (aj — arj—1) <|l e(a;) — c(ar;-1) | Y —a (a1 —arj-1)-
Durch Aufsummieren erhalt man
ki

ky
JZ::I | ¢ (ai;) || (a; — arj—1) <lz (c)+ T a) > ay —aj-1) =1z, (o) + %

Jj=1



