Aufgabe 3

Wir beweisen || A* ||<|| A ||* durch vollstindige Induktion nach k € N:
-Fir k=1ist || A ||=] 4 ||*.
- Induktionsschritt von k auf k + 1: Sei || A* || <|| A ||*, dann ist

| AP =]l ARA < AR A< AN A=A

Wir beweisen jetzt die Konvergenz von Y, A* fiir || A ||< 1.
Sei || A ||< 1. Dann konvergiert die geometrische Reihe

dolAgk.
k=0

Insbesondere gibt es zu jedem € > 0 ein N € N mit

n

Yo llAF<e

k=m-+1

fiir alle m,n > N.
Wegen || A* ||<|| A ||* und der Dreiecksungleichung folgt daraus

n

) AF<e

k=m+1

fiir alle m,n > N. Die Partialsummenfolge s, = Y__, AF ist also eine Cauchy-

Folge.

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass jeder endlich-dimensionale normierte
Vektorraum vollstandig ist. Insbesondere gilt dies fiir den Vektorraum der
nxn-Matrizen mit einer Operatornorm. Deshalb konvergiert die Cauchy-Folge

Sn =Y p_o A"
Da die Reihe )" ;2 A* konvergiert, konnen wir sie mit I-A multiplizieren und
erhalten
(ZA’“) (T=A) =3 A =3 A =143 A =3 A =
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

also S50 AF = (I — A)~".



Aufgabe 4

a) Wegen

o1 (f)+o(9)=fM)+g()=(f+9) (1) =¢1(f+9)
fiir f,g € C*([0,2],R)und

o1 (Af) = Af (1) = A1 (f)
fiir f € C1([0,2],R), A € R ist ¢; linear.
Wegen

G2 (/) +¢2(9)=Ff )+ (1) =(f+9) (1) =¢2(f +9)

fir f,g € C'([0,2],R) und
b2 (Af) = (Af) (1) = Af' (1) = A (f)

fiir f € C'([0,2],R), A € R ist ¢ linear.
b) Stetigkeit von ¢1 bzgl. || . [lec:

Zu zeigen ist: fiir alle € > 0 existiert 6 > 0, so dass aus || f — ¢ ||coc< 0 stets

folgt: | ¢1 (f) —¢1(9) [<e
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir setzen ¢ := €. Aus || f — ¢ ||oo< § = € folgt

| o1 ()= (9) [=] f (1) =g (1) |< sup{] f(z) —g(2) [: 2 € [0,2]} =|| f=g [[c< e

Unstetigkeit von ¢ bzgl. || . | co:
@2 ist nicht stetig bzgl. der || . ||co-Norm. Betrachte zum Beispiel

gn () = Esm (2mnx) .

Dann ist
1
| gn lloc= n
denn es ist | g, (z) |[< L fir alle 2 und g, (£) = 2. Der Grenzwert in
C* (]0,2],R)ist also
nlirrolo gn = 0.

Andererseits ist

g, (z) = 2mcos (2mnx) ,
insbesondere

¢2 (9n) = gn (1) = 27,
also

Jim_ o (gn) #0=9¢2(0).
¢ ist nicht stetig in 0 €C* ([0,2],R).



Stetigkeit von ¢1 bzgl. || . ||c1:
Zu zeigen ist: fiir alle € > 0 existiert 6 > 0, so dass aus || f — g ||c1< ¢ stets

folgt: | ¢1 (f) —¢1(9) [<e
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir setzen ¢ :=e€. Aus || f — g |[c1< § = € folgt

| &1 (f)=01(9) =] f (1)=g (1) [< sup{] f () =g () [: 2 € [0,2]} =[| f=g [loo<[| f=g [lcr <€

Stetigkeit von ¢ bzgl. || . ||c1:
Zu zeigen ist: fiir alle € > 0 existiert 6 > 0, so dass aus || f — g ||c1< ¢ stets

folgt: | ¢2 (f) — ¢2(g) [<e.
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir setzen 6 :=e€. Aus || f — g |[c1< § = € folgt

| 62 (F)=62(9) = £ (1)—g' (1) IS sup{| f' () — ¢ (2) [: x € [0,2]} =[| (f = 9)' loo<]l f=g [en < e.

Anmerkung: weil in a) bereits die Linearitdt von ¢; und ¢ bewiesen
wurde, hatte es geniigt, jeweils Stetigkeit in 0 zu iiberpriifen.

¢) Stetigkeit der Multiplikation:

Weil die Multiplikation bilinear ist, gentigt es nach Blatt 3 Stetigkeit in (0, 0)
zu lberpriifen.

Wir zeigen: fiir alle € > 0 existiert § > 0, so dass fiir beliebige f,g €
C1([0,2], R)aus || (f,9) |< 6 stets || fg < e folgt.

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir setzen ¢ := y/e. Aus

maz {|| f lloo; | 9 oo} =Il (f,9) <0 =e

folgt || f |leo< 0 und || g [leo< ¢. Fiir alle z € [0, 2] gilt also

| f(z)|<é|g(x)[<0
und damit
| f(z)g(x) <8 =e

Es folgt
I £9 lloo= sup{| f (x) g (2) | z € [0,2]} <e.



