Aufgabe 4

Wegen
d(y,A) =inf{d(y,a):a € A}

gibt es zu jedem € > 0 ein a € A mit
d(y,a) <d(y,A) +e.

Nach Dreiecksungleichung ist

d(z,a) —d(y,a) <d(z,y),
woraus

d(z,A) —d(y, A) <d(z,a) = (d(y,a) —€) < d(z,y) + €

folgt. Weil dies fiir jedes € > 0 gilt, muss

d(z, A) —d(y, A) < d(z,y)

sein.
Analog zeigt man

d(y, A) —d(z, A) < d(z,y).

Insgesamt also
| d(va) _d(yaA) |S d(xvy)a

d.h.
x—d(x,A)

ist 1-Lipschitzstetig.
Aufgabe 5

a) Die Behauptung ist falsch. Z.B. ist

x
fla) = 2 +1
stetig mit
f(R)=10,1)
oder

ist stetig mit



b) Die Behauptung ist richtig. Sei

Ty — X
und
Ty € f -t (B)
fiir alle n, dann ist
f(zn) €B
und (weil f stetig ist)
f@n) = f ().
Weil B abgeschlossen ist, folgt
f(z) € B,
also
ze fT(B)
Aufgabe 6

1 = 2: wenn b in jedem Punkt stetig ist, ist es insbesondere in (0,0) stetig.
2 = 3: weil b stetig in (0,0) ist, gibt es nach Aufgabe 2 ein § > 0 mit

| (z,y) [[<d=]b(z,y) [<1.
Setze C' = . Fiir beliebige (v,w) € V x W ist
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I (Lv 0 w) ||—§<5
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woraus (nach Definition von ¢)
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folgt, wegen der Bilinearitdt von b also

4
[b(v,w) [< 55 o lllwll



3 = 1: Wir wollen fiir beliebiges (v,w) € V x W beweisen, dass b stetig in

(v, w) ist.

Sei

(Vns wn) = (v,w),
d.h.
| (Un, wn) = (v,w) [|= 0.
Wegen
| (vn, wn) = (v, w) [|= maz{[[ vn — v [, [| wn —w [}

ist

0 <[fon — v [[<]| (vn, wn) = (v, w) [|,0 <[l wp = w [ <]| (vn, wn) = (v,w) ],

es folgt also
[ vn =0 =0, ]| wn —w [|= 0.

Wegen der Bilinearitdt von b haben wir
b (U, wp)—b (v, W) = b (Vn, Wy )—b (v, wy)+b (v, Wy )—b (v,w) = b (v, — v, wyp)+b (v, w, —w) .
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus
| b (v, wn) —b(v,w) |<|b(vy, —v,wy) | + | b(v,w, —w)|.
Mit 3. erhalten wir
b 0y wn) — b (0,0) < C | v — v [ w | +C || v ]| wn —w |

Wegen w,, — w gibt es zu e = 1 ein N € N mit || w, —w ||< 1 fiir alle n > N.
Daraus folgt mit Dreiecksungleichung || wy, ||<|| wn —w || + || w ||< 14+ || w ||
fiir n > N, also

0 <[b(vn,wn) = b(v,w) [SC([w] +1) [[vn =0 | +C [ v ||| wp —w |

fir n > N. Wegen || v, — v ||— 0, w, — w ||— 0 konvergiert die rechte Seite
der Ungleichung gegen 0, daraus folgt

| b(vn,wyn) —b(v,w) |— 0.



