Aufgabe 3

a) Aus

[zl<lz=yl+yll
folgt

[zl =1yl<llz=yl,
aus

lyl<lly—=zl+Iz]
folgt

Tyl =lzl<lly—zl=l -1z -y l=llz—-yl
insgesamt
[z —yll=maz{ll x| =yl lyl=1=l}=llzl-1Myll

b) Wenn ||« | >] y [, dann
la+yl+lla—ylzlz+y+e—yl=2lal=la]+]yl.
Wenn || y [|>] ||, dann

laty || + | e=y [I=l z+y [| + | y=z (|2 e+y+y—z (=2 [y (= 2 [ + [y ] -

¢) Fir £ = 1 sind die Ungleichungen trivial. Fiir k& = 2 folgt die rechte Un-
gleichung aus der Dreiecksungleichung und die linke Ungleichung aus a) mit
T =11,y = —T2.
Wir beweisen die Behauptung durch vollstandige Induktion.
Induktionsschritt von k auf k£ + 1: die rechte Ungleichung folgt aus

[t trptapp [|<[l et Ao |+ T ope [<Tec ]+t e |+ T eee |

wobei die erste Ungleichung aus der Dreiecksungleichung und die zweite aus der
Induktionsvoraussetzung folgt. Die linke Ungleichung ergibt sich aus

Faoll = 1le2 | = zpn [SH @t Ao | =l zpe [[<S] 2 Aapteg |,

wobei die erste Ungleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt und die
zweite aus a) mit x =1 + ...+, und y = —xp41.



Aufgabe 4

a) fy ist eine Cauchy-Folge, d.h. fiir alle € > 0 gibt es ein N € N mit

” fn_fm ||<6

fir n,m > N.
Sei x € [a,b]. Wegen

| fr (2) = fn (@) [S|| fro = S ||

ist f,, (z) ebenfalls eine Cauchy-Folge: fiir n,m > N ist

| fn (:E) - fm ({E) |< €.

Weil R vollstandig ist, konvergiert f,, (x) gegen eine Zahl f (x). Die so definierte
Funktion f ist der punktweise Limes von f,.

Wir zeigen jetzt, dass || fr, — f |0 gegen 0 konvergiert. Sei e > 0und N € N
wie oben. Fiir n,m > N ist also

| fo (@) = frm (2) |[< €

tir alle = € [a,b]. Wegen

f(x) = lim fo (z)

folgt daraus
| fo (@) = f(2) <€

fir alle n > N und alle z € [a,b]. Also

H fn—fllo<e

fir n > N, woraus
| fn—f lloc— 0

folgt.

Weil f,, gleichmassig gegen f konvergiert, ist f stetig. Die (beliebig gewéhlte)
Cauchy-Folge f,, konvergiert also in C ([a,b]), womit die Vollstdndigkeit von
C ([a,b]) bewiesen ist.



b) Aus | f () |> 0 folgt || f [2> 0.
Aus || f |l2= 0, d.h. f; | f(z) |?= 0 folgt dann auch [ | f(z) [*= 0 fiir
allea <u <v<bund f =0. (Erinnerung: in Aufgabe 2.4. der Klausur vom

26.3. wurde bewiesen: aus g stetig, g > 0 und f g (z)dz = 0 folgt g = 0. Dies
wendet man hier an mit g (z) =| f (z) |*.)

Fur A € R ist
I AF o= (/Mf(x) |2dx)2:u| </|f(w)|d:v>2 N
Setze

b
<f,g>:/ f(z)g(z)de

dann ist < f, f >=| f ||3. < .,. > ist offensichtlich bilinear und symmetrisch
und, wie oben bewiesen, positiv definit. Man bekommt

|A+fl=<fi+fo.i+tfo>=|Al3+2<fi,f2>+]|Ff 3

<I F U542 0 fullall fo llz + 0 f2 3= (1 fyllz + 1 Sz ll2)?

(wobei wir beim Beweis von 2 < f1, fo >< 2 || f1 ||l2]| f2 ||2 die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung benutzt haben), woraus die Dreiecksungleichung

I o+ fo o= NE+ 1 215

folgt.



¢) fn ist eine Cauchy-Folge, denn

1 1 2
= - <
2n—|—1+2m—|—1 n+m-+1 ¢

1
||fn—fm||§:/ 2" — ™ |2 de
0

fir n,m > N = %

Angenommen, f,, konvergiere in der L?-Norm gegen eine stetige Funktion f.

Wir bemerken zunéichst allgemein: wenn f stetig ist, dann folgt aus f (x) > ¢
immer: es gibt ein 6 > 0 mit f (y) > ¢ fiir alle y € [x — §, z + §]. Begriindung:
angenommen, es gibe kein solches § > 0. Insbesondere fiir § = % miisste es dann
ein y, € [x — %,x + %) mit f (yn) < ¢ geben. Wegen y, — = und Stetigkeit
von f ergibt sich der Widerspruch f (z) < c.

Analog: aus f (z) < ¢ folgt immer: es gibt ein § > 0 mit f (y) < ¢ fir alle
y €[z —0,z+ 0]

Angenommen also f wére stetig. Fiir £ > 1 muss dann f(z) = 1 sein.
(Angenommen zo > 1 und f(zg) # 1. Falls f (z) > 1, setze ¢ := %(TO) <
f(xo). Well f stetig ist, gibt es ein Intervall [zg — 0, z¢ 4+ 6] mit f (z) > ¢ fir
alle z € [xg — 0,z + ¢]. Daraus folgt aber

xo +(5

an—f||§=/0 @ -1@ P | = @) P2y

To—

fir allen > N, im Widerspruch zu || f,—f |l2— 0. Analog, falls f (x¢) < 1, setze
¢ = %(TO) > f(x0), dann gibt es ein Intervall [xg — 0, zo + ] mit f(z) < ¢
fir alle @ € [zg — 0,29 + 0] und man bekommt die selbe Ungleichung wie im
ersten Fall.)

Andererseits muss fir z < 1 f(z) < 3 sein. (Angenommen zo < 1 und
f(zo0) > 3. Wegen f, (z9) = zfj — 0 gibt es ein N € N mit f, (z9) < § fiir
n > N. Dann gibt es ein Intervall [zg — 6, zg 4 6] mit | f,, (z) [< § und f (z) > 1
fiir alle & € [zg — &,z + 8], woraus sich der Widerspruch || f, — f [3> 26 fiir
alle n > N ergibt.)

Wegen f(z) =1 fir > 1 und f(z) < 1 fiir < 1 kann f in z = 1 nicht
stetig sein. Die Cauchy-Folge (f,) konvergiert also bzgl. der L?-norm gegen
keine stetige Funktion.



