
Aufgabe 4

a) Wir definieren g : Rn → R durch

g (x) = xtAx =

n
∑

i,j=1

aijxixj ,

wobei aij , 1 ≤ i, j ≤ n die Einträge der Matrix A sind, und h : R \ {0} → R durch

h (y) =
1

y
.

Dann ist f = h ◦ g |Rn\N .
Weil g stetig ist, ist

Rn \ N = g−1 ((−∞, 0) ∪ (0,∞))

offen.
g ist eine bilineare Abbildung, also nach Aufgabe 9.5 differenzierbar mit

Dg (x) =





n
∑

j=1

(a1j + aj1)xj , . . . ,

n
∑

j=1

(anj + ajn)xj



 .

h ist differenzierbar mit

Dh (y) = −
1

y2
.

Anwendung der Kettenregel ergibt Differenzierbarkeit von f und

Df (x) = −
1

(xtAx)
2





n
∑

j=1

(a1j + aj1) xj , . . . ,

n
∑

j=1

(anj + ajn)xj



 .
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b)

∂

∂x

∫ g2(x)

g1(x)

f (x, y) dy = lim
h→0

1

h

(

∫ g2(x+h)

g1(x+h)

f (x + h, y) dy −

∫ g2(x)

g1(x)

f (x, y) dy

)

= lim
h→0

∫ g2(x)

g1(x)

f (x + h, y) − f (x, y)

h
− lim

h→0

1

h

∫ g1(x+h)

g1(x)

f (x + h, y) dy+lim
h→0

1

h

∫ g2(x+h)

g2(x)

f (x + h, y) dy.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ξh ∈ (g1 (x) , g1 (x + h)) mit

∫ g1(x+h)

g1(x)

f (x + h, y)dy = f (x + h, ξh) (g1 (x + h) − g1 (x))

und ηh ∈ (g2 (x) , g2 (x + h)) mit

∫ g2(x+h)

g2(x)

f (x + h, y)dy = f (x + h, ηh) (g2 (x + h) − g2 (x)) ,

wegen limh→0 f (x + h, ξh) = f (x, g1 (x)) und limh→0 f (x + h, ηh) = f (x, g2 (x)) also

∂

∂x

∫ g2(x)

g1(x)

f (x, y) dy =

lim
h→0

∫ g2(x)

g1(x)

f (x + h, y) − f (x, y)

h
dy− lim

h→0

g1 (x + h) − g1 (x)

h
f (x + h, ξh)+ lim

h→0

g2 (x + h) − g2 (x)

h
f (x + h, ηh)

=

∫ g2(x)

g1(x)

∂f (x, y)

∂x
dy − g′1 (x) f (x, g1 (x)) + g′2 (x) f (x, g2 (x)) .

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass f(x+h,y)−f(x,y)
h

für h → 0 gleichmässig gegen
∂f(x,y)

∂x
konvergiert, woraus limh→0

∫ g2(x)

g1(x)
f(x+h,y)−f(x,y)

h
dy =

∫ g2(x)

g1(x)
∂f(x,y)

∂x
dy folgt. Diese gle-

ichmässige Konvergenz beweist man wie folgt:

Nach Definition ist | ∂f(x,y)
∂x

− f(x+h,y)−f(x,y)
h

|=| λ(x,y) (h) |, wobei λ(x,y) (h) stetig in h = 0

und λ(x,y) (0) = 0. Weil ∂f(x,y)
∂x

nach Voraussetzung stetig ist, hängt λ(x,y) (h) auch stetig von
(x, y) ab. Sei K eine kompakte Umgebung von {x} × [g1 (x) , g2 (x + h)]. Nach Aufgabe 5.4.b)
ist sup(x,y)∈Kλ(x,y) (h) stetig in h, insbesondere limh→0 sup(x,y)∈Kλ(x,y) (h) = 0. Daraus folgt

‖ ∂f(x,y)
∂x

− f(x+h,y)−f(x,y)
h

‖∞→ 0 auf K, also gleichmässige Konvergenz.
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Aufgabe 5

Die Gradienten
grad f1 (x, y) =

(

2x, 4y3
)

grad f2 (x, y) = (2x, 0)

grad f3 (x, y) =
(

2x, 3y2
)

sind in (x, y) = (0, 0) alle gleich (0, 0). Die Hesse-Matrizen

Hess f1 (x, y) =

(

2 0
0 12y2

)

Hess f2 (x, y) =

(

2 0
0 0

)

Hess f3 (x, y) =

(

2 0
0 6y

)

sind in (x, y) = (0, 0) alle gleich

(

2 0
0 0

)

. Diese Matrix ist positiv semidefinit, denn für alle

v = (v1, v2) ∈ R2 ist
vtAv = 2v2

1 ≥ 0.

(0, 0) ist ein isoliertes globales Minimum von f1, denn f1 (0, 0) = 0 und f1 (x, y) > 0 für alle
(x, y) 6= (0, 0).

(0, 0) ist ein globales Minimum von f2, denn f2 (0, 0) = 0 und f2 (x, y) ≥ 0 für alle (x, y).
Es ist kein isoliertes Minimum, denn in jeder Umgebung gibt es Punkte der Form (0, y) mit
f2 (0, y) = 0.

(0, 0) ist kein lokales Extremum von f3, denn f3 (0, 0) = 0, aber in jeder Umgebung gibt es
sowohl Punkte der Form (0, y) mit y > 0 als Punkte der Form (0, y) mit y < 0, für diese Punkte
ist dann f3 (y) > 0 bzw. f3 (0, y) < 0.
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