Aufgabe 3a
o dy, (z,y) > min{l,0} > 0und dp, (z,y) =0 <= d(z,y) =02z =y
o dp (z,y) =min{l,d(z,y)} =min{l,d(y,z)} = dn, (y, )

e Falls d(z,y) > 1 oder d(y,z) > 1ist d,, (x,y) = 1 oder d,, (y,2) =1, also
A (2,2) <1 <dp (z,y) + dm (¥, 2).
Falls d(z,y) < 1 und d(y,2) < 1 ist dp, (z,2) < d(x,2) < d(z,y) +
d(y;2) = dm (2,9) + dm (9, 2)

Aufgabe 3b

o Weil p monoton wéchst, ist d, (z,y) > p(0) = 0. Nach der ersten Bedin-
gung ist d, (z,y) =0 <= d(z,y) =0<=x =y

o dp(z,y) =p(d(z,y)) =p(d(y,2)) =d, (y,7)
e Weil p monoton wichst, ist p (d (z,2)) < p(d(z,y) +d(y, 2)).
Weil p’ monoton fallt und p (0) = 0, ist p (d (z,y) +d (y,2)) < p(d(z,y))+
p(d(y,2)).
Im letzten Schritt haben wir benutzt: aus 0 < a < b folgt p(a+b) <
p(a)+p(b).
Beweis dieser Behauptung: Nach dem Mittelwertsatz gibt es & € [0,a], & €
[b,a 4 b] mit p’ (&) = 2@ und pf (&) = M. Weil p' monoton fallt, ist

a

p' (&) > p’ (&2). Daraus ergibt sich p(a) > p(a +b) — p(b).

Aufgabe 3c
Wegen 0 < d,, (z,y) < d(x,y) folgt aus d (x,,z) — 0 auch dy, (z,z) — 0.
Umgekehrt, sei d,, (zn,2) — 0, dann gibt es ein Ny mit d,, (zn,z) < 1
fir n > Ny. Insbesondere ist d,, (xn,x) = d(zn,2) flr n > Ny. Also auch
d(xn,x) — 0.

Weil p stetig ist, folgt aus d (zn,2) — 0 auch d, (z,,2) — 0.

Umgekehrt, sei d, (¢5,2) — 0. Angenommen, d(z,,x) wiirde nicht gegen
0 konvergieren, dann gibe es ein € > 0 mit d (xz,,x) > € fiir unendlich viele n.
Weil p monoton wéchst, folgt p (d (zn,x)) > p(€) fiir unendliche viele n. Wegen
p (¢) > 0 widerspricht das der Voraussetzung d, (x,,x) — 0.

Aufgabe 4
Direkt aus der Definition ergibt sich d (z,y) > 0 und d(z,y) = 0 < =z =y
sowie d (z,y) = d (y,x).

Offensichtlich gilt die Dreiecksungleichung fiir = y oder y = z.

Seix #y # z,alsod(z,y) =27" und d (y,z) = 2™, 0.B.d.A. n < m. Dann
sind x — y und y — z durch 2™ teilbar, also ist auch z — z = (z — y) + (y — 2)
durch 2™ teilbar, also d (z,2) < 27" < d(z,y) + d(y, 2).



