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Aufgabe 2.1

a) Definiere stetige Abbildungen fi, f2, f3 : R?> — R durch

fl (a:,y) =Y,
fa (x,y) :| T |7
fs(z,y) =lyl.

Weil {0} € R und [0, 1] C R abgeschlossen sind, sind f;* ({0}), f5* ([0, 1]) und
f31([0,1]) abgeschlossen. Also ist

Y = frtoh)n gt (0, 10) 0 f ([0, 1)

abgeschlossen und
U=R*’-Y

offen.
b) Wir miissen zeigen: fir je zwei Punkte

(x1,91), (x2,y2) €U

gilt
f(ziyn) = f(z2,92).
1.Schritt: Wenn die Verbindungsstrecke in U liegt, d.h. wenn

(tz1+ (1 —t)xo,tyn + (1 —1t)y2) €U

fiir alle 0 <t <1 gilt, dann gilt f (z1,y1) = f (22, y2).
Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gilt

1
(@2, y2)—f (z1,01) = /0 df (tx1 + (1 —t) z2,ty1 + (1 — ) y2) (x2 — 21,92 — 1) dt = 0,



wobel wir benutzt haben, dass wegen (tx; + (1 —t)za,ty1 + (1 —t)y2) € U
nach Voraussetzung

df (tx1 + (1 —t)za,tyr + (L —t)y2) =0

gilt.
Aus Schritt 1 folgt insbesondere

f(270) = f(0a2)a
denn fir alle ¢t € [0,1] ist (2¢,2(1 —¢)) € U. Analog

f (27 0) = f (Oa _2)
weil (2t,—2 (1 —t)) € U fiir alle t € [0, 1]. Also auch

f(072) = f(07_2)

2.Schritt: Wir zeigen nun f (x,y) = f(0,2) fir y > 0O und f (z,y) = f(0,-2)
fiir y < 0. Wegen f(0,2) = f(0,—2) folgt daraus dann f (x1,y1) = f (x2,y2)
fiir beliebige Punkte (deren Verbindungsstrecke nicht notwendig in U liegt).

Fall 1: (z,y) € U und y > 0.
Dann ist (tz,2 (1 —t)) € U fiir t € [0, 1]. Also kénnen wir Schritt 1 anwenden
und erhalten

fla,y) = £(0,2).

Fall 2: (z,y) € U und y < 0. Dann ist (tz,—2(1—1t)) € U fir t € [0,1].
Also knnen wir Schritt 1 anwenden und erhalten

f (Z‘,y) = f(oa _2) .
Aufgabe 2.2

a)

tu, tug) — 1 8tuith] 5
Dof (0,0) = tig 00 12) = FO0) _yp 1 Btont s Suwws
=0 t t=0 t thof + ttvi i+ 0]

b) Stetigkeit in (0,0): Sei limy,— o0 (Zn,yn) = (0,0). Dann ist

8z, yt

0 <[ f (@n,yn) |=] 2 |<| 82 | -
<[ f (@n,yn) | |a:;5+y;§| | 8z, |

Wegen lim,,_, o, 8z, = 0 folgt daraus lim, . f (zn,yn) = 0.
f ist nicht differenzierbar in (0, 0) weil D, f nicht linear von v abhéngt. Zum
Beispiel ist D10y f = 0 und Do,1)f = 0, aber Dy 1)f = 4.



Aufgabe 2.3
a) Wegen
df (u1,uz) = (4uf — 4 (uy — uz) , 4uj — 4 (ug — uy))
kann es lokale Extrema nur in (0,0), (\/_, —\/i) und (—\/i, \/5) geben. Die

Hesse-Matrix ist
12u% —4 4
4 12u2 -4 )

In (0,0) hat man die Hesse-Matrix

(3 4)

mit Spur —8 und Determinante 0, also eine negativ semidefinite Matrix. Mit
der Hesse-Matrix bekommen wir keine Aussage. Fiir alle e mit 0 < € < V2 ist
aber

flee)=2e">0

und
f(e,0)=¢€"—26 =€ (¢ —2) <0,

also ist f (0,0) = 0 weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum.
In (\/5, —\/5) hat man die Hesse-Matrix

20 4
4 20
mit Spur 20 und Determinante 384 > 0, also eine positiv definite Matrix.

f(V2,—v2) = —8 ist also ein lokales Minimum.
In (—\/5, \/5) hat man die Hesse-Matrix

20 4

4 20
mit Spur 20 und Determinante 384, also eine positiv definite Matrix. f (—\/5, \/5) =
—8 ist also ein lokales Minimum.

b) Wegen

2 2
— 1 -2
dg (u1, us) = ( uy + uy + UL U2 )

(W +ud+1)° (2 +uld+1)°

kann es lokale Extrema nur in (1,0) und (—1,0) geben.



Die Hesse-Matrix ist

2u1q (u%73u§73) 2uz(3uf7ugfl)

(u%—i—u%—i—l):3 (u%+u§+1)3
2usg (3uf7u§71) —2u1 (u%+5u§+1)
(u%—i—u%—i—l)?’ (u%—i—u%-{—l)?’
-1 9
Die Hesse-Matrix in (1,0) ist ( 2 )
1 :
Die Hesse-Matrix in (—1,0) ist ( (2) 1 )
2

In (1,0) ist die Hesse-Matrix negativ definit, ¢ (1,0) = % ist also ein lokales
Maximum.

In (—1,0) ist die Hesse-Matrix positiv definit, g (—1,0) = —1 ist also ein
lokales Minimum.

Aufgabe 2.4

Wir beweisen zunédchst durch vollstandige Induktion nach m € N:
Fir alle n,m € N st Ky C K.

Induktionsanfang fiir m = 1: nach Voraussetzung ist K, 11 C K.

Induktionsschritt: sei K4, C K, dann ist K,+m+1 C Kpem C Ky,

Fiir jedes n € N gibt es wegen K,, # () ein z,, € K,,. Wie oben bewiesen,
folgt dann z,, € K fir alle [ < n.
Insbesondere ist z,, € Ky fiir alle n € N.
Weil K, kompakt ist, gibt es eine Teilfolge x,, € Ki mit limg_,oo Nk = 00
und
r:= lim z,, € K.

Sei jetzt | € N beliebig. Dann ist z,, € K; fiir fast alle kK € N, némlich fiir
alle k mit ng > [.

Weil K; kompakt ist, muss x,, eine Teilfolge haben, die in K; konvergiert.
Wegen x = limg_,o0 Zpn, muss der Grenzwert dieser Teilfolge gleich x sein, also
ist x € K;. Weil dies fiir jedes [ € N gilt, ist

T € Npeniy,

insbesondere ist N,eNnK, # 0.



