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Aufgabe 1:

Auf X = (0,∞) betrachten wir die Funktion f(x) = 1

x
. Zeigen Sie (ohne Ver-

wendung der Stammfunktion und des Riemann-Integrals), dass das Lebesgue-
Integral

∫

∞

0

1

x
dx = ∞

ist.

Aufgabe 2:

Sei A ⊂ R
d eine messbare Menge und f : A → [0,∞) eine Lebesgue-integrierbare

Funktion. Beweisen Sie, dass für das Lebesgue-Integral die Ungleichung

µ({x ∈ A : f(x) > c}) ≤
1

c

∫

A

fdµ

gilt.

Aufgabe 3:

Zeigen Sie, dass jede stetige Treppenfunktion F : R → R konstant ist.

Aufgabe 4:

Betrachte die Funktionen

f1(x) =







0 x = 0
|x| 0 < |x| < 1
0 |x| ≥ 1







, f2(x) =

{

(x + 1)2 |x| 6= 1
20 |x| = 1

}

, f3(x) ≡ 1

a) Beweisen Sie, dass die Funktionen fk, k = 1, 2, 3 meßbar sind.
b) Berechnen Sie ihr Lebesgue-Integral

∫

R
fkdµ bzgl. des Lebesgue-Maßes µ.

c) Berechnen Sie ihr Lebesgue-Integral
∫

R
fkdm bzgl. des Maßes

m(A) =
∑

n∈A∩Z

1

(n + 1)2

Hinweis:
∑

∞

n=1

1

n
= ∞,

∑

∞

n=1

1

n2 = π
2

6
. Für b) dürfen Sie den (in der Vor-

lesung noch zu beweisenden) Satz verwenden, dass für Riemann-integrierbare
Funktionen das Lebesgue-Integral mit dem Riemann-Integral übereinstimmt.
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