Differentialtopologie

Thilo Kuessner

Definition 1. Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Familie von Teilmengen
7={U; C X :i €I}, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind:
-Xerber
-Uy,.. . Upher=nN_ U e
-Ujer firalejeJ Ccl= Ujc U; €.

Mengen aus T heiflen offene Mengen.

Sei X ein topologischer Raum, T seine Familie offener Mengen. Fir eine Teilmenge Y C X
ist y :={U;NY CY :U; € 7} die Unterraumtopologie auf Y .

Beispiel 1. Die Topologie auf R™ ist gegeben durch {U C R" :Vx € U ex. R >0, so dass B (z,R) C U}.

Definition 2. Eine topologischer Raum X ist zusammenhdngend, wenn es keine nichtleeren
offenen Mengen U,V mit UUV =X und UNV =0 gibt.

Ein topologischer Raum X ist kompakt, wenn es fir jede Uberdeckung X = UjesU; durch
offene Mengen eine endliche Teilberdeckung gibt: X = U;_ U;, mit ji,...,jn € J.

Sei Y C R™.

Wenn sich alle Paare von Punkten in Y durch einen stetigen Weg verbinden lassen, dann ist
Y zusammenhéngend. (Die Umkehrung gilt fiir offene Mengen Y C R", aber nicht fiie beliebige
Teilmengen Y C R™.)

Y C R" ist kompakt genau dann, wenn es abgeschlossen und beschrankt (d.h. es gibt ein C
mit d (z,y) < C fir alle z,y € Y) ist.

Definition 3. Seien X,Y topologische Rdume. FEine Abbildung f : X — Y ist stetig, wenn fir
jede offene Menge U C'Y ihr Urbild f=1 (U) C X offen ist.

Eine stetige Abbildung f : X — Y st ein Homdéomorphismus, wenn sie eine Bijektion ist
und die Umkehrabbildung f=1 :Y — X stetig ist. (Mit anderen Worten: wenn es eine stetige
Abbildung g1 Y — X mit gf =idx und fg =idy g¢ibt.)

Topologische Riume X,Y heissen homdéomorph, wenn es einen Homéomorphismus [ : X —
Y gibt.

Beispiel 2. (—1,1) ist homdomorph zu R*.
Ein Hom6omorphismus ist gegeben durch f (z) = arctan (%:v)

Definition 4. FEin topologischer Raum X ist lokal euklidisch, wenn es zu jedem x € X eine
offene Umgebung g¢ibt, die homéomorph zu einer offenen Teilmenge des R™ ist. (Fir U C X
und einen Homdomorphismus ¢ : U — ¢ (U) C R™ heifst (U, ¢) eine Karte von X.)

Beispiel 3. Die Sphire S™ = {(21,...,@np1) € R" a4 a2 =1} ist lokal euk-
lidisch.

Homé&omorphismen ¢_ : S™\ {(0,...,0,1)} - R™ und ¢4 : S™\ {(0,...,0,—1)} — R"™ sind
gegeben durch stereographische Projektion

¢i($€1,...,xn+1):( x1 ' T )7
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die Umkehrabbildungen sind

o< (1 y)_( 251 2Yn il+|yl2>
S [y P77+ [y P71+ ]y 2

Definition 5. Ein topologischer Raum X ist eine topologische Mannigfaltigkeit, wenn er fol-
gende Bedingungen erfillt:
- X ist lokal euklidisch
- X ist hausdorffsch (zu je zwei Punkten gibt es disjunkte offene Umgebungen)
- X hat eine abzdhlbare Basis (es gibt eine abzahlbare Menge 19 C T, so dass jede Menge in T
Vereinigung von Mengen in 1o ist).

Die Menge aller Karten von X heisst Atlas.

Falls alle Karten nach R™ abbilden, heifit X n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Definition 6. Seien U,V offene Teilmengen des R™. Ein Homoomorphismus f : U — V st
ein Diffeomorphsmus, wenn f und f~1 differenzierbar sind.

Zum Beispiel ist f (z) = 2 kein Diffeomorphismus von R nach R: die Umkehrabbildung ist
nicht differenzierbar.

Wiederholung (Analysis II):

Satz iiber die Umkehrabbildung: Seien U,V C R" offen, z € U, f : U — V eine differen-
zierbare Abbildung, rank (D, f) = n. Dann gibt es offene Umgebungen U; von z und V; von
f(x), so dass f:U; — V; ein Diffeomorphismus ist.

Definition 7. FEine topologische Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, wenn fir alle Karten ¢ : U — R™ ¢ : V — R®™ mit UNV = 0 die Abbildung
o=t (UNV) — ¢ (UNV) ein Diffeomeorphismus ist.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist orientiert, wenn det (D¢Dz/1_1) > 0 fir alle Karten
o, ist.

Beispiel 4. S™ ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Der Kartenwechsel ¢y ¢~' : R™ \ (0,...,0) — R"™\ (0,...,0) ist die Inversion an der Sphire,
in Formeln: ¢, ¢~ (y) = ﬁ
Konvention: ”Mannigfaltigkeit” bedeutet in dieser Vorlesung immer: ”differenzierbare Mannig-
faltigkeit”.

Definition 8. Seien M, N Mannigfaltigkeiten, x € M. Fine Abbildung f : M — N ist dif-
ferenzierbar in x, wenn fir alle Karten (U1, ¢1), (Us, ¢2) mit x € Uy, f (z) € Us die Abbildung
gbgf(bfl differenzierbar ist.

Es geniigt, diese Bedingung fiir jeweils eine Karte nachzupriifen: sei 1,9y ein zweites Paar
von Karten, dann ist z/Jgfwl_l = (¢2¢2_1) (¢2f¢1_1) (¢1w1_1) differenzierbar, weil die Karten-
wechsel 1205 ! und o1y ! differenzierbar sind.

Ein Diffeomorphismus zwischen Mannigfaltigkeiten ist, per Definition, ein Hom6éomorphismus
f,sodass f und f~! differenzierbar sind.

Beispiel 5. Untermannigfaltigkeiten des R™: Sei M C R™ und fiir jedes x € M gebe es eine
Umgebung U C R™ und einen Diffeomeorphismus ¢ : U — V. C R™ mit p(UNM) =V N
(Rk X O"’k). Dann ist M eine Mannigfaltigkeit.

Die Einschrankung von ¢ auf U N M ist eine Karte. Kartenwechsel sind als Kompositionen
von Diffeomorphismen ebenfalls Diffeomeorhismen.



Definition 9. Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. N C M ist eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem x € N eine offene Umgebung U C M und eine Karte
o:U—=>R"mitp(UNN)=0¢(U)N (Rk X O"‘k) gibt.

Wenn f : My — Ms ein Diffeomorphismus und Ny C M; eine Untermannigfaltigkeit ist,
dann ist f (N1) C My eine Untermannigfaltigkeit und f | Ny : Ny — f (N;7) ein Diffeomorphis-
mus.

Tangentialraum
Sei U C R" eine offene Menge, z € U. Wir definieren

T,U = {7: (~¢,e) — U diffbar ,7(0) = z,¢ > 0} / ~
mit der Aquivalenzrelation
7 ~ Y2 <= Doy = Do72-
Die durch
[v] = Doy =+ (0)

definierte Abbildung ist eine Bijektion: sie ist injektiv nach Definition der Aquivalenzrelation
und surjektiv, weil es zu jedem Vektor v € R™ die Kurve v (t) = x + tv gibt. Wir definieren den
Tangentialraum an U als TU = |J,c;; T U und haben dann also eine Bijektion TU = U x R™.

Wenn U C R™,V C R" offene Mengen und z € U sind, dann definieren wir fiir eine
differenzierbare Abbildung f: U — V

Tof - ToU — Tp)V

durch
Tof v = [fon].

Das ist wohldefiniert, denn fiir v : (—€,€) — U ist nach der Kettenregel & |,—g (fo7) =
D, f (7' (0)). Unter der obigen Identifikation T,U = R™, TyyV = R™ ist also T, f = D, f. Im
folgenden bezeichnen wir T, f mit D, f.

Definition 10. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, x € M,¢ : U — R™ eine Karte
mit x € U. Der Tangentialraum Ty M in x ist

TuM = {v:(—€¢) = U diffbar ,v(0) = z,e >0}/ ~
mit der Aquivalenzrelation

Y1~ 2 <= Do (¢pom) =Do(po72).
Mittels einer Karte ¢ : U — R™ hat man eine Bijektion Dy¢ : T M — Ty R™ = R".

Definition 11. : Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, f : M — N eine differen-
zierbare Abbildung, x € M. Dann ist Dy f : T M — Ty)N definiert durch D, f [y] = [f o]

Wegen der Kettenregel ist D, f wohldefiniert. Falls ¢ : U — R™, ¢ : V — R" Karten um
x € M bzw. f(x) € N sind, dann ist D, f = Dﬂ/ﬁlD(b(m) (7,/}f¢’1) D, ¢.

Satz 1. Sei U C R" eine offene Menge, f : U — R" ™% cine differenzierbare Abbildung mit
rank (D, f) = n —k fir alle x € f~1(0). Dann ist M = f=1(0) eine k-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit

T.M ={veT,R": D,f (v) =0}

fiir alle x € M.



Beweis: Fiir k = 0 folgt aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung, dass f~* (0) aus isolierten
Punkten besteht.
Wir fithren den allgemeinen Fall auf den Fall k = 0 zuriick: O.B.d.A. (evtl. nach Umordnen

der Variablen) ist det (g—i) - #0. Setze F (x1,...,2) = (21, .., 2k, f (T1,...,25)). Dann
7/ j2k+

ist rank (D,f) = n, also ist F ein lokaler Diffeomeorphismus. Insbesondere ist f~1(0) =
F~1(R* x 0"7F) eine Untermannigfaltigkeit des R™.

Fiir v : (—e,e) = M ist foy =0, also T,M C {veT,R":D,f(v) =0}. Weil beides
k-dimensionale Vektorraume sind, muss Gleicheit gelten. QED

Beispiel 6. f:R"™ — R definiert durch f (x1,...,Zp41) =25 +...+ 22, — 1.

Wegen D, f (v) =2 < x,v > ist rkD, f = 1 fiir  # 0. Das beweist noch einmal, dass S™ eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Der Tangentialraum ist 7,,5™ = {v eR"™ i<z v >= O} .

Fir p41 # 0ist (z1,...,Tp41) — (wl, e T, T :v?lﬂ — 1) ein lokaler Diffeomor-
phismus.

1 Differenzierbare Abbildungen

Ziel: Klassifikation der Homotopieklassen differenzierbarer Abbildungen zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten M, N, z.B. [S™,S"| = Z (klassifiziert durch den Abbildungsgrad,
[53,52] = Z (Klassifiziert durch die Hopf-Invariante) oder [T, T™] = Hom (Z",Z™) (klas-
sifiziert durch Homomorphismen der Fundamentalgruppe).

1.1 Kritische Werte

Definition 12. Sei f : M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung. Dann ist © € M ein
requldrer Punkt von f, falls rank (D, f) = n, ein kritischer Punkt von f sonst. y € N ist ein
regulirer Wert, wenn alle v € f=1 (y) requlire Punkte sind, ein kritischer Wert sonst.

Beispiel 7. Falls m < n, dann ist y € N ein requliarer Wert genau dann, wenn y & f (M).

Korollar 1. Sei f : M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung. Wenn y € N ein reguldrer
Wert von f ist, dann ist f=1 (y) eine Untermannigfaltigkeit.

Beweis:  Sei ¢ : U — R"™ eine Karte mit y € U, dann ist ¢ (y) ein regularer Wert von ¢ f
und f71 (y) = (¢f)_1 (¢ (y)). Die Behauptung folgt aus Satz 1. QED
Wiederholung (Analysis III):
Satz von Sard: Die Menge der kritischen Werte in N hat Maf 0.
Fiir jeden reguliren Wert y € N ist f~!(y) eine m-n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
M. Wenn M eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, dann ist f~! (y) eine Mannigfaltigkeit mit
(evtl. leerem) Rand.

Beispiel 8. Fiir m < n gibt es keine surjektiven differenzierbaren Abbildungen f: M™ — N™.
Diese Aussage ist falsch fiir stetige Abbildungen, z.B. gibt es surjektive stetige Abbildungen
f:S!— 82

Mannigfaltigkeiten mit Rand
Um den Begriff "Homotopie” zu definieren, brauchen wir zunchst ”Mannigfaltigkeiten mit
Rand”.

Definition 13. Sei
H"={xeR":z, >0}

OH" ={x € H" : z,, = 0}.



X ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls es hausdorffsch ist und eine abzihlbare
Basis besitzt, es zu jedem x € X eine offene Umgebung U und einen Homdomorphismus
®:U — ®(U) C H™ (eine "Karte”) gibt, und zu je zwei Karten ® : U — ®(U) C H", ¥ :
V — (V) C H™ der "Kartenwechsel” ®¥~1 : W (UNV) - ®(UNV) auf ¥ (UNV) —IH"
differenzierbar und auf W(UNV)NOH™ einseitig differenzierbar ist.

N C M ist eine Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn die Karten fir x € N — OM bzw.
fir x € NN OM so gewihlt werden kénnen, dass ® (UNN) C RF x {0}" %1 x {1} bzw.

®(UNN) CR1 x {01"7% x [0,00) mit ® (z) € RF=1 x {0} x {0} liegen.

Der Rand von M ist definiert als OM = {x € M : ® (x) € OH™ fiir jede Karte ®}. (OM
ist eine n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.) M ist eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, falls
OM = (. (Zum Beispiel ist int (M) = M — dM eine Mannigfaltigkeit ohne Rand.) Soweit nicht
explizit anders erwdahnt ist im folgenden eine ”Mannigfaltigkeit” immer eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Tangentialraum, Differenzierbarkeit und Differential werden genauso definiert wie fr Man-
nigfaltigkeiten ohne Rand. (Fiir € OM ist T,,M also ein Halbraum in einem n-dimensionalen
Vektorraum.)

Korollar 2. Sei f: M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten mit
Rand. Wenn y € int (N) ein requlirer Wert von f ist, dann ist f~* (y) C M eine Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand.

Beweis:  Fiir x € f~! (y) — M bekommen wir eine Kartenumgebung, indem wir Korollar
1 auf int (M) anwenden.

Fir x € f~!(y) N @M knnen wir nach Anwenden einer Karte 0.B.d.A z € 9H™ C H™
und f : H™ — R™ annehmen. Dann lisst sich der Beweis von Satz 1 iibernehmen, womit die
Behauptung darauf zurckgefiihrt wird, dass fiir eine Abbildung F': H" — R™ mit rankD,F =n
das Urbild von R* x 0"~* eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Das folgt aber aus dem
Beweis des Satzes iiber die Umkehrabbildung.

QED

Homotopie

Definition 14. Seien M, N Mannigfaltigkeiten. Zwei differenzierbare Abbildungen f,g: M —
N heissen homotop, wenn es eine differenzierbare Abbildung H : M x [0,1] — N mit H (z,0) =
f(z),H(z,1) = g (z) fir alle x € M gibt.

Beispiel 9. Fiirm < n ist jede differenzierbare Abbildung f : S™ — S™ homotop zur konstanten
Abbildung.

Beweis:  Die Abbildung ist nicht surjektiv, hat also ihr Bild in S™ \ {p} fiir einen Punkt
p € S™. Es gibt eine Homotopie H : (S™ \ {p}) x [0,1] — S™ \ {p} zwischen der Identitdt und
einer konstanten Abbildung. Verkniipfen mit f liefert eine Homotopie zwischen f und einer
konstanten Abbildung. QED

Wir werden im folgenden Transversalitdtstheorie benutzen, um zu beweisen, dass Homotopieklassen
differenzierbarer Abbildungen f : M™ — S™ durch Bordismenklassen gerahmter Untermannig-
faltigkeiten beschrieben werden. Im Spezialfall m = n fiihrt das auf die Definition des Ab-
bildungsgrades: sei y € N™ ein regulirer Wert, dann besteht f~!(y) aus isolierten Punkten
und man definiert deg (f) = erf,l(y) sign (D, f). Der Abildungsgrad héngt nur von der Ho-
motopieklasse von f ab und fiir N™ = S™ kann man beweisen, dass Abbildungen genau dann
homotop sind, wenn ihre Abbildungsgrade iibereinstimmen. Also [M™,S"] = Z.

Beim Beweis der Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades werden wir die Klassifikation
der 1-Mannigfaltigkeiten benotigen.



Beispiel 10. Es gibt nicht-Hausdorff-1-Mannigfaltigkeiten, d.h. Riume, die alle Aziome einer
differenzierbaren 1-Mannigfaltigkeit mit Ausnahme des Hausdorff-Axioms erfillen. Wenn man
zum Beispiel R x {0} und R x {1} entlang des offenen Intervalls (a,b) verklebt, d.h. (x,0) =
(x,1) fir alle x € (a,b) setzt, dann ist der entstehende Raum nicht Hausdorffsch, weil fir
xn — a die Folge (zy,0) sowohl gegen (a,0) als gegen (a,1) konvergiert.

Proposition 1. Jede kompakte 1-Mannigfaltigkeit mit Rand ist hoGomorph zu [0, 1] oder S*.

Beweis:  Jede offene, zusammenhiingende Teilmenge des R! ist homéomorph zu (a,b),
und alle offenen Intervalle sind zueinander homéomorph. Deshalb ist jede Karte von der Form
® : U — (a,b) (resp. mit Bild in [a,b) bzw. (a,b] fiir Randpunkte). Sei ¥ : V — R! eine
zweite Karte (mit V ¢ U), dann muss ® (UNV) = (a,x) U (y,b) (evtl. a = x oder b = y) sein
(resp. (halb-)abgeschlossene Intervalle fiir Randpunkte). Begriindung: wenn es in ® (U NV)
ein Intervall der Form (x,y) mit a < < y < b gibe, dann wéare wegen V' ¢ U mindestens einer
der Punkte z oder y im Inneren von ¥ (U NV), 0.B.d.A. . Dann hétten wir aber einen Punkt
in V (ndmlich den Grenzwert der Folge ®~! (z1) C V in V, wobei . eine in ® (U N'V) gegen
x konvergierende Folge ist), fiir den keine Umgebung zu einer Umgebung von ®~! (z) disjunkt
ist, was der Hausdorff-Bedingung widerspricht.

Falls ®(UNV) = (a,z) oder ® (UNV) = (b,y), sieht man, dass es einen Diffeomorphismus
UUV — R! gibt, man kann die beiden Karten also zu einer zusammenfassen.

Falls @ (UNV) = (a,z) U (b,y), sicht man, dass es einen Diffeomoerphismus U UV — S?
gibt. Jede weitere Karte muss dann in U U V enthalten sein, weil man sonst wie im vorigen
Absatz einen Widerspruch zur Hausdorff-Bedingung bekame.

Weil M kompakt ist, gibt es einen endlichen Atlas. Durch fortgesetztes Anwenden der obigen
Reduktion erhalten wir entweder M = S* oder dass es nur eine Karte gibt. Im zweiten Fall ist
M diffeomorph zu [0, 1]. QED

1.2 Transversalitat

Definition 15. Sei f: M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung und L C N eine Unterman-
nigfaltigkeit. f ist transversal zu L, wenn fiir alle x € f=* (L) gilt:

Ty L+ Do f (ToM) = Tp(z)N.

Transversalitat ist eine offene Bedingung: wenn f transversal zu L ist, dann sind hinreichend
kleine Storungen von f (in der C'-Norm) ebenfalls transversal zu L.

Beispiel 11. Wenn L = {y} dann ist f transversal zu {y} genau dann, wenn y ein reguldrer
Wert von f ist.

Satz 2. Sei f : M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung, L¥ C N™ eine Untermannig-
faltigkeit und f transversal zu L. Dann ist f= (L) eine (evtl. leere) m — n + k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M .

Wenn M™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, dann ist f=1 (L) eine Mannigfaltigkeit mit
(evtl. leerem) Rand.

Beweis:  Sei x € L. Wihle eine Karte ¢ : U — R” mit ¢ (LNU) C RF x 0" (bzw.
d(LNU)=RF1x0"F x [0,00) falls 2 € ON ist). Sei 7 : R" — 0% x R*~* die Projektion.
Weil f transversal zu L ist, ist 7¢ (z) = 0 ein reguliirer Wert von 7o f. Alsoist f~1(LNU) =
(¢ f) " (0) eine Untermannigfaltigkeit.
QED

Definition 16. Zwei Untermannigfaltigkeiten L1, Lo C M heissen transversal, wenn die Inklusuion
Ly — M transversal zu Lo ist.

Korollar 3. Wenn Ly, Ly transversale Untermannigfaltigkeiten von N sind, dann ist L1 N Lo
eine Untermannigfaltigkeit von Ly und Lo.



Bemerkung 1. Es gilt PD (L1 N Ly) = PD (Ly) N PD(Ly), wobei PD(L;) € H" *(N) das
Poincare-Dual von j. [L;] € Hy (N) und N das Cup-Produkt ist.

Wenn f : M — N eine differenzierbare Abbildung und L C N eine Untermannigfaltigkeit
ist, dann gibt es immer eine Mannigfaltigkeit S, einen Punkt 0 € S und eine Abbildung F :
M x S — N, so dass F (z,0) = f(x) fir alle x € M und F transversal zu L ist. Zum Beispiel
kann man eine Einbettung N® — R? und eine Projektion 7 : U, (N) — N mit Dr |rn= id
wihlen, S = B.(0) C R? setzen und F (x,s) = 7 (f (z) + s) definieren. (F ist sogar eine
Submersion.)

Satz 3. (Transversalititssatz): Sei F : M x S — N transversal zu einer Untermannigfaltigkeit
L CN. Dann ist f¢ = F(.,8): M — N transversal zu L fir fast alle s.
(Insbesondere, wenn S = B, (0) C R?, dann gibt es solche s mit | s | beliebig klein.)

Beweis:  Setze W = F~1(L). Sei 7y |w die Einschrinkung der Projektion mg : M x S — S
auf W. Nach dem Satz von Sard sind fast alle s € S regulédre Werte von 7o |y (und die reguléren
Werte liegen dicht in S).

Wir zeigen: wenn s € S ein reguldrer Wert von 7y |y ist, dann ist f, transversal zu L.

Sei x € W. Dann ist D, o F (T(4,5)M % S) + Ty, (2)L = Ty, () N. Angenommen, f, ist nicht
transversal, dann gibt es ein (v,e) € T(, )M x S mit D, o F (v,e) & Dy fs (ToM) + T, (o) L.

Weil s ein reguldrer Wert fiir ma |y ist, gibt es ein w € T, M mit (w,e) € T(, W, also
D) F (w,e) € Ty (z)L. Daraus ergibt sich D, F (v —w,0) & Dy fs (T, M), was natiirlich im
Widerspruch zu D, o F (v —w,0) = Dy fs (v — w) steht.. QED

Genauso zeigt man: wenn M eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist, F' : M x S — N und
F |omxs beide transversal zu L C N sind, dann gilt fiir fast alle s € S, dass fs : M — N und
fs |aar beide transversal zu L sind. (Der Durchschnitt zweier Parametermengen mit vollem Maf}
hat wieder volles Ma8.)

Wenn f |sar bereits transversal zu L ist, dann kann man F und fs so wahlen, dass fs |ap=
[ loar ist. Namlich: wéhle eine Umgebung Vs (OM) C M so klein, dass f |y;(aar) transversal zu
L ist, und wéhle eine differenzierbare Funktion h : M — R mit h |pp= 0 und b |ap\ v o) = 1
und definiere F (z,s) = 7 (f () + sh (z)).

Insbesondere: wenn f,g: M — N transversal zu L C N sind und H : M x [0,1] — N eine
Homotopie zwischen f und g, dann gibt es eine andere Homotopie H' zwischen f und g, die
transversal zu L ist. (H')™' (L) ist dann eine Untermannigfaltigkeit mit Rand £~ (L)Ug~* (L).
Die Bordisumusklasse von f~! (L) ist also durch die Homotopieklasse von f eindeutig bestimmt.

Beispiel 12. (Abbildungsgrad mod 2): Sei f : M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung
zwischen kompakten, zusammenhdangenden Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. Dann ist
tf= (y) mod 2 (fiir requlire Werte y) wohldefiniert und hingt nur von der Homotopicklasse
von [ ab.

Beweis:  Vorbemerkung: fif ~! (y) ist lokal konstant, denn nach dem Satz iiber die Umkehrab-
bildung gibt es zu jedem regulien Punkt (insbesondere zu jedem Punkt aus #f~* (y)) eine Umge-
bung, in der f ein Diffeomeorphismus ist.

Wohldefiniertheit bzgl. Homotopien: Sei f ~ g und H eine Homotopie. Sei y ein regulérer
Wert von f und g, dann gibt es eine Umgebung von y, auf der ! (y) und #g~—! (y) konstant
sind, und in dieser Umgebung gibt es einen Punkt z, der regularer Wert von H ist. Dann ist
H~1(2) eine 1-Mannigfaltigkeit, besteht also aus Kreisen und Intervallen, wobei die Intervalle
entweder f~1 (z) mit g~! (2) verbinden oder beide Endpunkte in einer der beiden Mengen haben.
Es folgt £~ (y) = £~ () = g~ (=) = fg™" (y) mod 2.

Unabhéngigkeit vom reguldren Wert: zu y1,y2 € N gibt es einen Diffeomorphismus ¢ : N —
N mit ¢ (y1) = y2, der homotop zu Identitét ist. yo ist regularer Wert von ¢f gdw. y;1 regulérer
Wert von f ist und die Anzahl der Urbilder ist die selbe. Weiter ist ¢ f homotop zu f, woraus
mit dem 1. Teil des Beweises folgt, dass die Anzahl von (¢f) ™" (y2) und von f~* (y2) modulo 2
iibereinstimmen. QED



Korollar 4. Sei M™ eine kompakte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Identitdt nicht homotop zur
konstanten Abbildung.

Korollar 5. Sei S' = {2 € C:| z |=1}. Dann ist f (z) = 22 nicht homotop zu g (z) = 2.

1.3 Schnittheorie
Schnittzahl mod 2

Definition 17. Sei f : M™ — N" eine differenzierbare Abbildung, L' C N™ eine Untermannig-
faltigkeit, m +1 =n, M kompakt, und f transversal zu L. Dann definieren wir die Schnittzahl
modulo 2 durch I (f,L) =4f~' (L) mod 2.

Lemma 1. Falls (unter obigen Voraussetzungen) f : M™ — N™ und g : M™ — N™ homotop
und beide transversal zu L' C N™ sind, dann ist I (f) = Iz (g).

Beweis:  Wir konnen annehmen, dafl die Homotopie H : M x I — N transversal zu L
ist. Dann ist H~! (L) eine kompakte 1-Mannigfaltigkeit mit Rand, also #f~* (L) + g~ ! (L) =
OH~! (L) eine gerade Zahl. QED

Korollar 6. Die folgende Definition ist unabhdngig von der Wahl der homotopen Abbildung g.

Definition 18. Sei f : M™ — N™ eine differenzierbare Abbildung, L' C N™ eine Unter-
mannigfaltigkeit, m + 1 = n, M kompakt. Dann gibt es nach dem Transversalitatssatz eine
differenzierbare Abbildung g : M — N mit f ~ g, die transversal zu L ist und wir definieren

12 (fa L) = IQ (ng)

Definition 19. Fulls K* ¢ N™, L' ¢ N Untermannigfaltigkeiten mit k41 = n sind, definieren
wir Iy (K, L) = Iz (i, L) fir die Inklusion i : K — L.
Insbesondere heifit Iy (K, K) die Selbstschnittzahl mod 2.

Beispiel 13. Der Kern-Kreis K im Mobiusband (bzw. in der projektiven Ebene) erfillt I (K, K) =
1.

Beispiel 14. Wenn I (K, L) # 0, dann gibt es keine Homotopie H : K x I — N, so dass Hy
die Inklusion und Bild (Hy) disjunkt von L ist.

Fir L = {y} ist die Schnittzahl der Abbildungsgrad.

Beispiel 15. Der reell-projektive Raum ist
RP"=R""! -0/ ~

mitx ~y =y = Az mit A\ € R. Ein Atlas fiir RP" ist gegeben durch U; = {x ¢ R"™* —0: z; # 0}

und ¢; ([xo ... 1 ay)) = (i—‘j,,—xmjl,xm—tl,,—z;jl) firi=1,...,n+1.
Die Umkehrabbildung ist ¢; * (y1,...,yn) = [y1:...:1:...:y,]. Die Kartenwechsel sind
gegeben durch ¢;¢; " (y1,...,yn) = YL L L),

Das Bild der kanonischen Einbettung RP* — RP? hat Selbstschnittzahl 1. Eine (wohldefinierte)
Homotopie H : RP' x I — RP? ist gegeben durch H ([z; : @3] ,t) = [x1 : 2 : t (x2 — 1)]. Fiir
t = 1 bekommt man als Bild die Menge {[z1 : z2 : 22 — 1] : 1,22 € R}, die transversal zum
RP! ist und ihn in genau einem Punkt, namlich [1 : 1] schneidet.

Eine Umgebung des RP' in RP? ist gegeben durch Us = RP'U {lz:y:1]:2>%y> %}
Das Komplement RP? — Us wird durch ¢, auf den %—Ball im R? abgebildet. Us ist homdomorph
zum Mobiusband.



Orientierbarkeit

Sei V ein reeller Vektorraum. Zu je zwei Basen {ei,...,e,} und {f1,..., fn} gibt es a;; € R
mit f; = Zj a;jej. Sei A die Matrix mit Eintrégen a;;, d.h. man erhdlt {fi,..., fo} aus
{e1,...,en} durch Anwendung der Matrix A. Wir sagen, dass beide Basen gleichorientiert
sind, wenn det (A) > 0, und dass sie unterschiedlich orientiert sind, wenn det (A) < 0. Dies
definiert eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquivalenzklassen auf der Menge aller Basen
eines gegebenen Vektorraumes.

Fiir V = R™ bezeichnen wir die Basen in der Aquivalenzklasse der Standardbasis als positiv
orientiert, die anderen Basen als negativ orientiert.

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dass ein Atlas {(U;, ¢;)} orientierbar ist, wenn fr
alle 7, j das Differential des Kartenwechsels D, (qﬁmj_l) in allen y € U; positive Determinante
hat:

det (Dy (¢i¢; ")) > 0.
Eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit heisst orientierbar, wenn sie einen orientierbaren Atlas
hat.

Wenn M orientierbar ist und z € M, dann bezeichnen wir eine Basis {vy, ..., v, } von T, M als
positiv resp. negativ orientiert, wenn fiir eine Karte U; mit « € U; gilt, dass {D,¢; (v1), ..., Dad (vn)}
eine positiv resp. negativ orientierte Basis von Ty, R™ = R"™ ist.

Diese Definition héngt fiir einen orientierbaren Atlas nicht von der Wahl der Karte ab.
Falls x € U; UUj, dann erhalt man {Dz¢; (v1),...,Dy@j (vn)} aus {Dyep; (v1), ..., Dy (vn)}
durch Anwendung der Matrix Dy, (4) (¢i¢j_1). Die Determinante dieser Matrix ist nach An-
nahme positiv, also gehéren {D,¢; (v1),...,Dz¢; (vn)} und {Dy¢; (v1),..., Dy (vn)} zur
selben Aquivalenzklasse.

Definition 20. Seien M, N orientierbare Mannigfaltigkeiten derselben Dimension, f : M — N
eine differenzierbare Abbildung, x ein regularer Punkt von f. Dann ist sign (D.f) > 0 resp.
< 0 falls Dy f positiv orientierte Basen von Ty M in positiv resp. negativ orientierte Basen von

Tf(w)N abbildet.

Aquivalent: bzgl. orientierter Atlanten (Uy, ¢;) von M und (V;, ;) von N ist det (vifoit) >
0 resp. < O fiir alle 4, 5.

Beispiel 16. f : R — R gegeben durch f (x) = z2. Dann ist sign (D, f) > 0 fir x > 0 und
sign (D) < 0 fir x < 0. x =0 ist kein reguldrer Punkt.

Falls f : M — N eine stetig differenzierbare Abbildung ist, ist sign (D, f) lokal konstant
auf der Menge der regularen Punkte. Falls f : M — M ein Diffeomorphismus einer zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit ist, dann sind alle Punkte regulére Punkte und sign (D, f) ist
konstant.

Sei H : M — I — M eine stetig differenzierbare Abbildung mit H (.,0) = id und H (., )
ein Diffeomorphismus fiir jedes ¢. (Zum Beispiel der Fluss eines Vektorfelds.) Dann gilt fiir
O :=H(.,1): sign(D,®P) > 0 fiir alle z € M.

Wenn man auf zwei Vektorrdumen V und W eine Klasse von Basen als positiv orientiert aus-
gezeichnet hat, dann erhélt man eine Orientierung auf V@ W, indem man sagt (e1,0), ..., (€m,0),(0, f1),..., (0, fr)
ist eine positiv orientierte Basis, wobei e1,...,e,, eine positiv orientierte Basis von V und
fi,- .., fn eine positiv orientierte Basis von W ist. Das hangt nicht von der Wahl der Reprsentanten
ab, denn eine Blockmatrix, deren Blcke positive Determinante haben, hat positive Determinante.
Insbesondere, wenn M und N orientierte Mannigfaltigkeiten sind, dann erhalten wir eine
Orientierung auf M x N.



Falls M eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM ist, dann definieren wir eine Ori-
entierung auf OM dadurch, dass eq,...,e,_1 eine positiv orientierte Basis von T,,0M ist gdw.
€1,...,en—1,h eine positiv orientierte Basis von T, M ist, wobei h ein nach innen zeigender
Normalenvektor von OM ist.

Falls M eine orientierte Mannigfaltigkeit ist, dann bezeichnen wir dieselbe Mannigfaltigkeit
mit entgegengesetzter Orientierung als —M.

Observation 1. 9 (M x [0,1]) = M x {0} U (—=M) x {1}.
Abbildungsgrad

Definition 21. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen kompakten, orien-
tierten Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. Dann definieren wir

deg(f)= Y sign(D.f)

z€f~1(y)

fiir einen reguldren Wert y. Hierbei ist sign (D, f) = 1, falls D, f positiv orientierte Basen in
positiv orientierte Basen abbildet und sign (D, f) = —1 sonst.

Bemerkung: deg (f) hiangt von der gewédhlten Orientierung ab. Wenn wir die Orientierung
einer der beiden Mannigfaltigkeiten &ndern, multipliziert sich der Wert von deg (f) mit —1.

Bevor wir Wohldefiniertheit und Homotopieinvarianz beweisen, zeigen wir ein allgemeineres
Lemma.

Lemma 2. Sei Z eine kompakte Mf mit Rand, F : Z"t1 — N™ eine differenzierbare Abbildunyg,
y € N ein regularer Wert von F. Dann ist deg (F |oz) = 0.

Beweis:  F~1(y) ist eine kompakte 1-Mf, besteht also aus Kreisen und Intervallen. Sei
[a,b] ein Intervall in F~! (y) mit a,b € 0Z.

Fiir z € [a, b] sei h (x) ein (stetig von z abhiingender) Tangentialvektor an F~! (y). Erginze
zu einer (stetig von x abhéngenden) Basis vy, ..., v,, h von T,,.Z. Wegen der stetigen Abhéngigkeit
sind alle diese Basen gleich orientiert, 0.B.d.A. positiv.

F ist eine Submersion, d.h. D, F ist surjektiv. Wegen D, F' (h) = 0muss D, F (v1),..., D F (vy)
dann eine Basis von T,V sein. Wegen stetiger Abhéngigkeit von 2 miissen alle diese Basen von
TyN gleich orientiert sein. Insbesondere gilt dies fiir x = a und = = b.

Nun zeigt aber h entweder in a nach innen und in b nach aussen oder umgekehrt. De-
mentsprechend ist entweder v1 (a), ..., v, (a) eine positive Basis von T,,0Z und vy (b), ..., v, (b)
eine negative Basis von T,0M oder umgekehrt. Beide Basen werden aber auf gleichorientierte
Basen von T, N abgebildet. Damit ist in jedem Fall sign (Do F |az) = —sign (DoF |az).

Weil dies fiir jedes Intervall in '~ (y) gilt, folgt die Behauptung.

QED

Korollar 7. a) deg (f) ist unabhdngig von der Wahl des reguldren Wertes y.
b) Falls f ~ g homotope Abbildungen sind, dann ist deg (f) = deg (g).

Beweis:  Zu y1,y2 € N gibt es einen durch den Fluss eines Vektorfeldes definierten Dif-
feomorphismus ¢ : N — N mit ¢(y1) = ya, der insbesondere orientierungserhaltend und
homotop zur Identitat ist. yo ist reguldrer Wert von ¢f gdw. y; reguldrer Wert von f ist
und die Anzahl der Urbilder ist die selbe: wir haben f(z) = y1 < of (x) = y2. Weiter ist
sign (D, f) = sign (D, (¢f)). Also ist der Abbildungsgrad von f bzgl. yo gleich dem Abbil-
dungsgrad von ¢ f bzgl. y;. Weil ¢f homotop zu f ist, geniigt es also b) zu zeigen.

Sei f ~gund H: M x I — N eine Homotopie. Aus dem vorhergehenden Lemma folgt
deg (H |a(mxr) =0, wegen 0 (M x [0,1]) = M x {0} U (—M) x {1} also deg (f) — deg (g) = 0.
QED

Offensichtlich gilt degs (f) = deg (f) mod2, denn es ist sign (D, f) = £1 = lmod2 fir jedes



Beispiel 17. Jeder Diffeomorphismus hat Abbildungsgrad £1.
Beispiel 18. Seim € Z. f,, : S' — S gegeben durch f (z) = 2™ hat Abbildungsgrad m.
Beispiel 19. Sei m,n € N. Dann hat 3, f,, : S™ — S™ Abbildungsgrad m.

Bemerkung: Wenn zwei Abbildungen f,g : S™ — S™ denselben Abbildungsgrad haben, dann
sind sie homotop. Das ist ein Satz von Hopf.

Anwendung: Fundamentalsatz der Algebra:

Sei p ein Polynom vom Grad m. Wir definieren eine Abbildung f : S? — S2? durch f (z) =
p(z) fir z € C und f(o0) = co. Wir behaupten, dass f homotop zu f,, (2) = 2™, also
deg (f) = m. Dafiir missen wir nachpriifen, dass die Homotopie H; = tf + (1 —t) f, auch in
oo diffbar ist.

Wir kénnen R so gross wahlen, dass H; keine Nullstellen in | z |[> R hat. Das ist moglich,
weil Fy = z™ (1+...) und der Ausdruck in der Klammer konvergiert gegen 1 fiir z — oo, ist
insbesondere positiv fiir hinreichend grosse z. Wahle dann | z |> R als Umgebung von co. Als

Karte hatten wir ¢» (2) = 1. In dieser Karte ist ¢poHy; ' (2) = — El) = L-:r(l) mit r ein
t(Z Zz z

Polynom von Grad m — 1. Dieser Ausdruck ist in 0 differenzierbar, wie man durch explizites

Nachrechnen tiberpriift: limy_.q % ist 0 fir m > 1 und 1 fiir m = 1.
I

Urbild-Orientierung

Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen kompakten, orientierten Mannig-
faltigkeiten, ON = ), L C N eine orientierte Untermannigfaltigkeit, f (und 0f) transversal zu
L,S=f"1(L).

Sei x € M, H, das Komplement zu 7,5, also

T.M=1T,5®H,.

Sei y = f (z). Dann ist
T,N=T,L® D,f (H,),

denn aus Transversalitdt und D, f (1,S) = T, L folgt TyN = T,L + D, f (H) und aus T, S =
D, f~'(T,L) folgt, dass D, f auf H, injektiv ist, die Richtigkeit der Dimensionen zeigt also,
dass es sich um eine direkte Summe handelt.

Die Orientierungen von T, N und T,L geben also eine Orientierung von D, f (H,). Weil
H, — D, f (H,) ein Isomorphismus ist, gibt das eine Orientierung von H,. Die Orientierungen
von T, M und H, geben eine Orientierung von 7,.5.

Insbesondere fiir dim.S = 0:
die Orientierung von z € f~! (L) ist positiv gdw. T, L & D, f (T, M) dieselbe Orientierung
hat wie T),N.

Lemma 3. 0f ' (L) = (-1)""" (0f) " (L).

Beweis:  Sei z € S, hy ein nach innen zeigender Normalenvektor. Aus Tj (9f) " (L) &
H, =T,0M folgt

T, M = T,0M & Rh,, = T, (3f) " (L) & H, ® Rh,, = (—1)" ' T, (8f) " (L) ® Rh, @ H,
wegen 1, S & H, =T, M also
TS = (—1)""' T, (3f)"" (L) ® Rh,.
Wegen T,.S = T,,0S ® Rh,, folgt
1,05 = (—1)"' T, (0f) " (L).

QED
Schnittzahl



Definition 22. Sei f : M — N eine diffbare Abbildung zwischen kompakten, orientierten
Mannigfaltigkeiten, transversal zu L C N mit dim (L) = dim (N) — dim (M). Dann ist S =
f~1(L) eine 0-dimensionale Mannigfaltigkeit und wir definieren

I(f,.L)= ) or(x)

f(z)=y

fir y € L, wobei or (x) = 1 falls die Urbild-Orientierung von = positiv ist (d.h. falls TyL &
D, f (Hy) dieselbe Orientierung hat wie T,N ), und or (x) = —1 sonst.

Lemma 4. Sei Z eine kompakte Mf mit Rand, F : Z™t! — N™ eine differenzierbare Abbildung
transversal zu L' C N, l =n —m. Dann ist I (F |pz,L) = 0.

Beweis:  Seiy € L. S = F~1(y) ist eine kompakte 1-Mf, besteht also aus Kreisen und
Intervallen. Sei [a,b] ein Intervall in F~! (y) mit a,b € dZ. Fiir z € [a, b] sei h (z) ein (stetig von
x abhiéingender) Tangentialvektor an F'~! (y). Ergiinze zu einer (stetig von z abhéingenden) Basis
V1,...,Um,h von T, Z. Wegen der stetigen Abhéngigkeit sind alle diese Basen gleich orientiert,
0.B.d.A. positiv. F ist transversal zu L, d.h. D,F (v1),...,D.F (vy,),w1,...,w; definieren
eine positiv orientierte Basis von TN, wenn wq, ..., w; eine positiv orientierte Basis von T}, L
ist.

Weil dies fiir jedes Intervall in F~1 (y) gilt, folgt die Behauptung.

QED

Insbesondere, wenn f und g homotope, zu L transversale Abbildungen sind, dann kénnen
wir auch die Homotopie transversal wahlen und erhalten I (f, L) = I (g, L). Insbesondere ist die
Schnittzahl auch fiir nicht-transversale Abbildungen wohldefiniert, wenn wir zu einer homotopen
transversalen Abbildung tibergehen.

Weiterhin héngt I (f, L) nicht vom Punkt y € L ab, denn zu zwei Punkten y,y> gibt es
einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus @ : N — N mit @ (y1) = y2 und P ~ id.

Die Schnittzahl von Untermannigfaltigekeiten L1, Lo C N ist definiert als I (i1, Lo) fiir die
Inklusion 41 : L1 — N.
Lemma 5. I (K,L) = ()" I (L, K) mit k = dimK,l = dimL.

Sei M eine orientierte Mannigaltigkeit, vy, ..., v, eine positive Basis von T, M. Wir orien-
tieren die Diagonale A C M x M durch die Konvention, dass (v1,v1), ..., (vn,v,) eine positive
Basis von T(; . M x M ist.

Definition 23. Euler-Charakteristik x (M) = I (A, A), wobei A die Diagonale in M x M ist.
Beispiel 20. x (Sl) =0
Korollar 8. Fualls M eine kompakte orientierbare Mf ohne Rand, und m = dimM ungerade,
dann ist x (M) = 0.

Beweis: (A, A) = (—1)™ I(A,A). QED

Lefschetz-Zahl

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit, f : M — M ein Diffeomeorphismus, vy, ..., v, eine
positive Basis von T, M. Wir orientieren den Graphen graph (f) C M x M durch die Konvention,
dass (v, Dfvi),...,(vn, Dfv,) eine positive Basis von T, r.)graph (f) ist.

Definition 24. Sei f : M — M eine diffbare Abbildung einer kompakten, orientierbaren M.
Dann definieren wir

L(f)=1(A, graph(f))
als Schnittzahl in M x M.



Lemma 6. Wenn L (f) #0, dann hat [ einen Fizpunkt.
Lemma 7. L(f) ist homotopie-invariant.

Korollar 9. Wenn f homotop zur Identitit ist, dann ist L (f) = x (M).

Bemerkung: Mit Homologietheorie kann man die Lefschetzzahl berechnen als L (f) = Y"1 (=)' Tr (fu |a,) -

Korollar 10. Wenn ®, der Fluf eines Vektorfeldes auf einer kompakten, orientierbaren Man-
nigfaltigkeit M ist, dann ist L (®,) = x (M).

Korollar 11. Wenn es auf einer kompakten, orientierbaren Mannigfaltigkeit M ein Vektorfeld
ohne Nullstellen gibt, dann ist x (M) = 0.

Beweis:  Sei ®; der Fluf des Vektorfeldes v, also 4 ®, (z) |i—o= v (z) fiir alle x € M.

e(x) =inf{t>0:P,(x) ==z} ist positiv (denn sonst wire v (z) = 0 im Widerspruch zur
Nullstellenfreiheit von v) und oberhalbstetig in = (denn aus z, — x,t, = € (x,) ,t, — ¢, Py, T, =
xy, folgt &z = x, also t > € (x)). Weil M kompakt ist, gibt es ein € > 0 mit &, (z) # z fiir alle
0 <t <e. (Begriindung: Die Mengen U, = {x : € (z) > €} sind offen weil € (z) oberhalbstetig
ist, und sie iiberdecken M, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung.)

®, liefert eine Homotopie zwischen ®¢ = id und ®.. Weil ®. keine Fixpunkte hat, ist

0= L(®.) = L () = L (id) = x (M)
QED

Definition 25. Sei M orientiert, f : M — M ein Diffeomeorphismus, x ein Fixpunkt. Wir
definieren die lokale Lefschetzzahl durch

Ly (f) = sign (det (D, f —id)) .
Lemma 8. Sei f: M — M ein Diffeomeorphismus einer kompakten, orientierten Mf M. Dann
18t
L= 3 L.
flz)==

Beweis:  Schnittpunkte von A und graph (f) sind die Fixpunkte von f, die Orientierung in
einem Fixpunkt ist die Orientierung von (v1,v1), ..., (Un,vn), (v1, Dfv1),..., (vn, Dfv,), also

det(i le):det<(1) Dfl_l):det(Df—l).
QED

Beispiel 21. Sei A : R® — R" eine lineare Abbildung mit Eigenwerten Ay > ... > A, > 0.
Dann ist 0 ein Fizpunkt und LoA = (—1)""" wobei i die eindeutig bestimmte Zahl mit \; > 1 >
/\i+1 1st.

Vektorfelder Sei ® der Fluss eines Vektorfeldes mit Nullstelle in x. Dann ist z ein Fixpunkt
von &, fiir alle t. Sei f = ®;. Aus Lemma 8 folgt L, (f) = sign (det (Dy®1 — id)).

Beispiel 22. Fiir das Vektorfeld v (z,y) = (—y,z) auf R* hat man Lo f = 1.

Beispiel 23. Ein Vektorfeld auf R? sei gegeben durch v (z,y) = (+x,4y). Der Fluf dieses
Vektorfeldes ist ®; (z,y) = (e*tx, etty).

D 0,0)®1 st die Diagonalmatriz mit Eigenwerten et und e*!.

Lo,0) = 1 fiir v(z,y) = (z,y) oder v(z,y) = (=x,—y). L, = —1 firv(z,y) = (z,~y)
oder v (x,y) = (—x,y).



Wenn @ der Fluss eines Vektorfeldes auf einer Flache mit Nullstelle in x ist und f = &, fir
ein kleines ¢ > 0, dann ist L, f = 1, falls « eine Senke oder Quelle und L, f = —1, falls « ein
Sattel ist.

Wenn alle Nullstellen Senken, Sattel oder Quellen sind (es also z.B. keine Nullstellen wie in
Beispiel 22 gibt), dann folgt (wegen f ~ id) :

X (M) =Q — Sa+ Se,
wobeil @, Sa, Se die Anzahl der Quellen, Sattel, Senken bezeichnet.

Zum Beispiel gibt es auf der Sphére ein Vektorfeld, dessen Flufl vom Nordpol zum Siidpol
fliet. Dieses Vektorfeld, hat eine Senke, eine Quelle, keinen Sattel. Also ist x (Sz) =2.

Auf der Fldache mit g Henkeln gibt es einen Flufl mit einer Senke, einer Quelle, g Satteln,
also ist x =2 — 2g.
Ein solches Vektorfeld (dessen Nullstellen Senken, Sattel oder Quellen sind) bekommt man durch
den Gradientenfluss einer Hohenfunktion. Sei h die Héhenfunktion einer Flche, V' = —gradh.
Dann ist y =2 — 2g.

Gradientenfluss.

Beispiel 24. Sei f: R" — R gegeben durch f (zy,...,xn) =ai+.. .42l —xf—...—a2. Sei
V =—grad f = (—2x1,...,—2x;,2211,...,2x,). Sei D der Fluﬂ von V', also ®y (z1,...,x,) =
(e™?zy,...,e 2wy, ey, .. e*xy,). Dann ist Lo®, = (—1)".

Sei f : M — R eine Morse-Funktion, d.h. eine differenzierbare Funktion, so dass alle
kritischen Punkte nicht-entartet sind (d.h. die Hesse-Matrix in kritischen Punkten ist nicht-
entartet.) Sei V = —grad f. Dieses Vektorfeld hat seine Nullstellen in den kritischen Punkten
von f. Weil f entlang der Flufilinien von V streng monoton fallend ist

d
Ef (D¢ () =< grad f,V >=— | grad f ||2< 0

ist Oy () # a fiir V (x) # 0 und ¢ # 0, d.h. ®; hat keine weiteren Fixpunkte aufler den kritischen
Punkten von f. Fir kritische Punkte z ist L,®. = (—1)mdmf. Hier ist ind, f die Anzahl der
positiven Eigenwerte von D2 f, der sogenannte Morse-Index des kritischen Punktes. Insbeson-

dere ist x (M) = ercm(f) (_1)7:77,dzf'
Windungszahl und Morseindex

Definition 26. Sei f : M — R"™ eine diffbare Abbildung, z ¢ Bild (f). Fir x € M setze

Definiere W (f,z) = deg (u).
Beispiel 25. Sei f: S"1 — R" die Inklusion. Dann ist W (f,0) = 1.
Falls f ~ g mit einer Homotopie H und z ¢ Bild (H), dann W (f, z) = W (g, 2).

Beispiel 26. Sei f : S! — R? — {0} gegeben durch f (e*) = r(t)e'®®. Dann ist ¢ (2m) =
¢ (0) + 2km mit k € Z und wir haben W (f,0) = k.

Man kann Inneres und AuBeres einer Kurve ohne Selbstschnitte im R? unterscheiden: W (f, z) =
1 fiir innere Punkte und W (f, z) = 0 fiir 4&ulere Punkte.



Sei v ein Vektorfeld im R™. (Z.B. das Gradientenfeld einer Morsefunktion.) Sei z die
einzige Nullstelle von v in U C R™. Sei v : S"~! — U eine Einbettung, dann definieren wir

¥+ 8" — §771 durch
o )~ 20

ey @) I

Wenn v die Windungszahl 1 hat, dann ist deg (¢y) der Morseindex von v in der Nullstelle x.

Brouwerscher Fixpunktsatz.

Satz 4. Sei D" = {x ¢ R" | z ||< 1}. Sei f : D™ — D™ eine differenzierbare Abbildung. Dann
hat f einen Fizpunkt.

Beweis:  Wir geben zwei Beweise, einen iiber den Abbildungsgrad und einen iiber die
Euler-Charakteristik.

Beweis mit Abbildungsgrad. Wenn f keinen Fixpunkt hat, dann kann man eine Ab-
bildung r : D™ — S™~! mit ri = id konstruieren wie folgt: 7 () ist derjenige Schnittpunkt
von S"~! mit der Gerade durch z und f (x), der niher an x liegt. Explizite Berechnung zeigt
Differenzierbarkeit von 7.

Wir erhalten eine wohldefinierte differenzierbare Abbildung R : S"~* x [0,1] — S™~! durch
R (z,t) =r (tx). R ist eine Homotopie zwischen R (.,1) = idgn-1 und der konstanten Abbildung
¢:= R(.,0). Wegen deg (id) =1 und deg (c) = 0 ist das ein Widerspruch.

Beweis mit Euler-Charakteristik. Jede stetige Abbildung f : D™ — D" ist homotop
zur Identitdt. Die Homotopie ist gegeben durch H (z,t) = tf (z) + (1 — t) z, wegen

[H @<t f@)[[+A=-t)[z|<t+(1-1)=1

ist dies tatsédchlich eine Abbildung H : D™ x I — D".

Also muss fiir jede stetige Abbildung L (f) = x (D™) sein. Zum Beispiel fir die konstante
Abbildung ¢ = 0 hat man offensichtlich L (¢) = 1, also ist x (D") = 1 und es muss L (f) =1
fiir jede stetige Abbildung gelten. Insbesondere hat jede stetige Abbildung einen Fixpunkt. QED

Bemerkung: Der Brouwersche Fixpunktsatz fiir stetige (nicht notwendig differenzierbare) Ab-
bildungen folgt, weil sich jede stetige Funktion beliebig gut durch eine differenzierbare approx-
imieren lasst. Angenommen, eine stetige Funktion f hétte keinen Fixpunkt, dann gibe es (wegen
Kompaktheit von D™) ein € = min {d (z, f (z)) : « € D™} > 0. Wahle dann eine differenzierbare
Funktion g mit || f — g [|< 3¢, dann hiitte auch g keine Fixpunkte im Widerspruch zum Satz.

1.4 Pontrjagin-Thom-Mannigfaltigkeiten

Beim Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes hatten wir benutzt, dass alle differenzierbaren
Abbldungen D™ — D™ homotop zueinander sind. (Das liegt i.W. daran, dass D™ topologisch
trivial ist.) Im allgemeinen gibt es auf komplizierteren Mannigfaltigkeiten aber unterschiedliche
Homotopieklassen.

Ziel ist, Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten bis auf Homotopie zu klassifizieren. Dafiir
definieren wir eine Invariante solcher Abbildungen, die gerahmte Kobordismenklasse der Pontrjagin-
Thom-Mannigfaltigkeit.

Definition 27. Normalenbiindel: Sei M eine Mannigfaltigkeit, P C M eine Untermannig-
faltigkeit. Ein Vektorraumbiindel TP+ — P ist ein Normalenbiindel, wenn es eine (faserweise)
exakte Sequenz 0 — TP — TM |p— TP+ — 0 gibt.

Bemerkung: Das Normalenbiindel ist bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wenn
man auf M eine Riemannsche Metrik hat (z.B. wenn M eine Untermannigfaltigkeit des R™
ist), dann kann man TP1 (punktweise) als orthogonales Komplement zu TP definieren. Das
Normalenbiindel ist bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt.



Definition 28. Rahmung: FEine gerahmte Untermannigfaltigkeit PP einer Mannigfaltigkeit

M™ ist eine Untermannigfaltigkeit P C M mit differenzierbaren Funktionen vi,...,Um—p :
P — TPt c TM fir ein Normalenbiindel TP+ C TM zu TP, so dass fiir jedes x € P die
Vektoren vy (), ..., vm—p (z) eine Basis von T, P+ bilden.

Bemerkung: Nicht jede Untermannigfaltigkeit hat eine Rahmung. Insbesondere gibt es eine
Rahmung dann und nur dann wenn das Normalenbiindel trivial ist.

Beispiel: Fiir M = R™ und p = m—1 ist das Normalenbiindel immer trivial. Die Einbettung
RP™~! C RP™ hat nichttriviales Normalenbiindel.

Erinnerung: fiir einen reguliren Wert y € N einer Abbldung f : M — N ist P := f~1(y)
eine Untermannigfaltigkeit von M. Falls TP+ ein Normalenbiindel zu P C M isti, dann muss
D,f : T.PL — TN ein Isomorphismus sein, weil D, f surjektiv ist und T, P auf 0 ab-
bildet. Insbesondere haben wir einen Isomorphismus D, f = : TiyN — T, P+ fiir das gewihlte
Normalenbiindel und bekommen damit wie folgt eine Rahmung von P.

Definition 29. Pontrjagin-Thom-Mannigfaltigkeit: Sei f : M — N eine differenzierbare
Abbildung zwischen kompakten, orientierten Mannigfaltigkeiten. Seiy € N ein reqularer Wert
von f und B = {v1,...,v,} eine positiv orientierte Basis von TyN. Dann ist

(7w (o5~ 8)

die Pontrjagin-Thom-Mannigfaltigkeit von f mit der Rahmung (Df)™" (B) := {(Df)_l (v1),...,(Df)~* (vn)}

Apriori hiangt diese Mannigfaltigkeit vom reguldren Wert und der gewéhlten Basis ab. Wir
werden zeigen, dass ihre gerahmte Kobordismenklasse nicht von diesen beiden Wahlen, und auch
nur von der Homotopieklasse von f, abhéngt.

Definition 30. Zwei Untermannigfaltigkeiten P1, Py C M einer Mannigfaltigkeit M heissen
kobordant, wenn es eine Untermannigfaltigkeit P C M x [0,1] mit OP = PN M x {0,1} =
P, x {O}UP2 X {1} und Py x [O,E)UPQ X (1 —6,1] C P gibt.

Zwei gerahmte Untermannigfaltigkeiten Py, P, C M einer Mannigfaltigkeit M heissen ger-
ahmt kobordant, wenn es eine gerahmte Untermannigfaltigkeit P C M x [0,1] mit OP =
Py, x {0}U Py x {1} gibt, so dass man fiirt € [0,€) durch Einschrinkung der Rahmung von P auf
Py x{t} C P1x[0,e)UPyx(1 —€,1] C P die urspringlichen Rahmung von Py und firt € (1 — ¢, 1]
durch Einschrinkung der Rahmung von P auf Py x {t} C Py x [0,e) U Py X (1 —¢,1] C P die
urspriunglichen Rahmung von Py bekommdt.

Kobordismus und gerahmter Kobordismus sind Aquivalenzrelationen. (Wegen der Konstanz
in einer e-Umgebung des Randes konnen Kobordismen differenzierbar zusammengesetzt werden,
woraus Transitivitat folgt.)

Lemma 9. Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen kompakten, orientierten
Mannigfaltigkeiten, y € N ein reguldrer Wert. Die gerahmte Kobordismenklasse von (f_1 (y), (Df)f1 (B))

hdngt nicht von der gewdhlten positiv orientierten Basis B ab.

Beweis: Die positiv orientierten Basen von Ty N sind alle von der Form AB mit A €
GL™ (n,R). Weil GL™ (n,R) wegzusammenhéngend ist, gibt es also zu jeder Basis B; einen Weg
B von B nach By im Raum der Basen. Damit bekommt man eine Rahmung von f~! (y)x[0,1] C
M x [0,1], deren Einschrankung auf M x {0,1} gerade B und B; ergibt.

Beweis, dass GLT (n, R) wegzusammenhingend ist: wir zeigen, dass es fiir jedes A €
GL™ (n,R) einen Weg zur Einheitsmatrix in GL™T (n, R) gibt. Mittels Spektralkalkiil kann

-1
man die Matrix v AA? definieren, setze B = (\/ AAt) A, dann ist B € SO(n) und C =
VAA? positiv definit und A = CB. Jede Matrix aus SO (n) ist Produkt von Drehungen



B = Ra, h1, ---Ra,, b, wobel Ry die Drehung um Winkel o« um die Achse h bezeichnet.
Rioy iy - - - Rian, b, mit 0 < ¢ < 1ist dann ein Weg von B zur Identitit in SO (n) C GL* (n, R).
Weiterhin ist tC + (1 —t) Id ein Weg von C zur Identitat in GL™ (n, R), denn fiir 0 < ¢ < 1
ist tC' + (1 — t) Id positiv definit, insbesondere ist die Determinante positiv. Multiplikation der
beiden Wege gibt einen Weg zwischen A und id. QED

Wir sprechen deshalb im folgenden nur von der gerahmten Untermannigmannigfaltigkeit
7 (y) ohne die gewihlte Basis B explizit zu erwihnen.

Lemma 10. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen kompakten, orientierten
Manmnigfaltigkeiten. Dann gibt es zu jedem reguldaren Wert y € N eine offene Umgebung U, so
dass fiir alle z € U f=1(2) gerahmt kobordant zu f=1 (y) ist.

Beweis:  Die Menge der kritischen Punkte ist abgeschlossen, also kompakt. Damit ist auch
die Menge der kritischen Werte kompakt, also abgeschlossen. Zu y gibt es also eine Umgebung
U, so dass alle z € U regulidre Werte sind.

Sei z € U. Es gibt einen Diffeomorphismus ® : N — N mit ® (y) = z, der homotop zur
Identitat ist, so dass die Homotopie U nach U abbildet und ausserhalb von U konstant ist.
Insbesondere ist ® ausserhalb von U genau die Identitdt. (Man nehme ein Vektorfeld entlang
eines Weges von z nach y und setze es in einer kleinen Umgebung differenzierbar fort, so dass
es auerhalb der Umgebung verschwindet.)

Sei ®; die Homotopie, dann ist also ®_, (z) € U fir alle ¢ € [0, 1], insbesondere ist ®_; (2)
ein regulérer Wert von f fiir alle ¢ € [0, 1].

Definiere H : M x [0,1] — N durch

H (z,t) = ¢ (f (2)) .

Weil @, ein Diffeomorphismus und f transversal zu ®_; (z) ist, ist fiir jedes t € [0,1] ®, 0 f
transversal zu {z}. Insbesondere ist z reguldrer Wert von H.
H~!(z) ist eine gerahmte Untermannigfaltigkeit von M x [0, 1] mit Rand

OH ' (2) = Hy ' (2)UH{ (2) = fH(2) U f 1 ()
QED

Lemma 11. Seien f,g: M — N differenzierbare Abbildungen zwischen kompakten, orientierten
Mannigfaltigkeiten, y € N ein reqularer Wert von beiden. Wenn f und g homotop sind, dann
sind £~ (y) und g~ (y) gerahmt kobordant.

Beweis: ~ Wahle U wie in Lemma 10 fiir f und g, d.h. jedes z € U ist regularer Wert fiir
beide. Nach dem Sard-Lemma gibt es ein z € U, dass regulidrer Wert fiir die Homotopie H ist.
Dann ist H ! (z) ein gerahmter Kobordismus zwischen f~!(z) und g~!(z). Nach Lemma 10
kann man das fortsetzen zu einem gerahmten Kobordismus zwischen f~* (y) und g~! (y). QED

Lemma 12. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen kompakten, orientierten,
zusammenhdngenden Mannigfaltigkeiten, y1,y2 € N requlire Werte. Dann ist f=* (y1) gerahmt
kobordant zu f=1 (y2).

Beweis: ~ Wir konnen die Homotopie so wahlen, dass H; = f fir ¢t < e und H; = g fir
t>1—e.

Sei ® : N — N ein Diffeomorphismus mit ® (y;) = ya, der homotop zur Identitat ist.

Dann ist ®o f ~ f, nach Lemma 11 ist also f =1 (y1) = (® o f)f1 (y2) gerahmt kobordant zu

7 (y2). QED
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