Aufgabe 3a

Angenommen, es gibe kein solches r > 0. Das heifit: fiir alle > 0 gébe es
ein x € [xg —r,z0 +7] N[0, 1] mit f(z) < 5.

Insbesondere gilt dies fir r = % mit n € N. Es gibt also fiir alle n € N ein
x, € [0,1] mit

1 1
ro— — < xTp < X9+ —

n

und

f(an) < g

Aus g — % <xp <o <20 + % folgt, da die Folge (x,),, gegen xo konvergiert
Weil f stetig ist, konvergiert (f (z,)),, dann gegen f (x¢), also

lim f(zn) = f(20), = a.
WEeil fiir alle n € N die Ungleichung
a
f(zn) < D)
gilt, muB fiir den Grenzwert der Folge (f (z,)),, aber gelten:
lim f(x,) < .
n—oo 2
Wegen a > 0 ist
a4 <a,

2
wir erhalten also einen Widerspruch.



Aufgabe 3b
Angenommen, es gibe ein x¢ € [0,1] mit f (x¢) # 0.

Nach Voraussetzung ist f (z) > 0 fiir alle x € [0,1]. Also ist

a:= f(xg) > 0.
Nach Aufgabe 3a gibt es ein r > 0, so da
a
f (@) > )

fiir alle
x € [xg—r,xo+ 1] N[0, 1].

Wir kénnen r so klein wéhlen, dass r < min {zo,1 — xo}, d.h. [xg — r,zo + 7] C
[0,1].

Betrachte die Zerlegung
Z={0<zg—r<zog+r<l1}

und die Stufenfunktion

O<x<zg—r
o —r<zr<xo+r
Tot+r<z<l

g(z) =

onle O

Fiir das Integral von g haben wir:
1
/ g(x)dx:O.(xo—r)—I—g(2r)+0.(l—xo—r) =ar>0.
0

Fir alle z € [0,1] ist
g(x) < f(x),
daraus folgt

1 1
/ f(z)dx 2/ g (z)dx > 0.
0 0
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung fol f(z)dx=0.
Fiir unstetige Funktionen gilt die Behauptung nicht. Zum Beispiel ist die durch
1 2=0
definierte Funktion nichtnegativ und nicht konstant Null, aber es ist

/Olf(x)dxzo.



Aufgabe 4a

Fiir n € N definieen wir eine Zerlegung

Z={0<2 " <2l <ot o <2 <27t <1}

und eine Stufenfunktion

() = 0 O<z<2™
AT 2Tm 2l o g <2 ™™ meN,m<n [

Dann ist
27m 2 ml o2 meN,m>n
fn(x)_f(x)_{ 0 2m1<x<2m,m€N,m<n}'

Insbesondere ist

fo (@) = f(z) <27

fir alle z € [0,1]. Also

1
0<|| fro = fllo< —
n
fiir alle n € N, woraus
lim f, = f

folgt. f ist also eine Regelfunktion.

Wir berechnen

1 n—1 n—1
/ fn (33) der=0.2""+ Z 2—m (2—m — 2—m—1) — Z 2—2m—1 _
0 m=0 m=0

(-2)

1—
1—

Sl

N =
N =
o L

Wl N

m=0 am
Damit ergibt sich das Integral von f:

/1f(x)dx—lim 1f (ac)al;v—lim2 1—i 2
0 a " ~ n—oo 3 4n ) 3’

n—oo 0



Aufgabe 4b

Sei n € N. Wir wahlen eine Zerlegung

12 ~1
Z={0<—<—<...<n <1}
n n n

und eine Stufenfunktion

a 1
fn(a:)zeﬁfiirg<a:<a+ ,a € N a<n.
n

Fir - <z < “Tfl,a < n haben wir
0< f(x)— fn(x)=¢€" —en <€a:1 —en = (e%—l)e% Se(e%—l).
Wegen lim,, . e (e% = 1) =e(1—-1) =0 folgt
Tim | = f =0,
also lim,, .o, fr, = f. f ist also eine Regelfunktion.

Wir berechnen

- n—1
al 1 1\ @
/f = g . go
1\"
11—(6") C1l—e
n o 1—en _nl—e%.
Aus emzzzioﬁxk folgt fiir z # 0 :
g
k!
k=1 k=0

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert diese Potenzreihe und ist stetig auf

ganz R. Also ist lim, g STT’l = 1, insbesondere erhélt man mit der Folge

lim n(e% —1) =1.

n—oo

Damit konnen wir das Integral von f berechnen:

1
11— 1-
/ f(z)de = lim f, (z)de = lim — ‘- c - =e—1.
0 n—eo n—sonl—en lim;, 00 1 (eﬁ - 1)



