Aufgabe 3a
i) Fiir h # 0 ist

cos (xo +h) — cos (xg) _ cos (o) cos (h) — sin (xo) sin (h) — cos (o)

h
h)—1 in (h
cos () % — sin (zg) smh( )
In der Vorlesung wurde bewiesen, dass
2 h2 h4
_ 7 < <1 42
1 <cos(h) <1 5 + 2
und 5 TR
_ 0 < <ph_
h <sin(h) <h 5 +120
fir | h |< 3 gilt. Daraus folgt
h _cos(h)—1 h  h3 h?  sin(h) h?  ht
2 h 2 24 6 h 6 120
und damit B 1 L
lim M =0, lim sin (1) =1.
h—0 h h—0 h
Eingesetzt in obige Gleichung:

. cos(xo+ h) —cos(x , cos(h) —1 sin (h _ _
}1}2% (zo })L (z0) = }1]13%) cos (xo) (h) —sin (zg) h( = cos (x9) .0—sin (zg) .1 = —sin (xg) .
Fir h # 0 ist

sin (xo + h) — sin (xo)  sin(wo) cos (h) + cos (xg) sin (h) — sin (xo)
h N h B
-1 ;
sin (zo) % + cos (o) smh(h).

Mit den oben berechneten Grenzwerten ergibt sich

lim sin (xo + h) — sin (xo)
h—0 h

cos (f;b) - 1—|—cos (o) sin (h

= ]}Lirr%) sin (xo) = sin (z9) .0+cos (xg) .1 = cos (xg) .

tan (z) ist definiert fiir z ¢ {km + % : k € Z} . Nach der Quotientenregel ist

dx e cos? (o) ~ cos? (zo)’

d tan (x) cos (o) cos (zo) — (—sin (z9)) sin (zo) 1




Aufgabe 3b

Fiir £y # 0 kann man Ketten- und Produktregel anwenden und erhélt

df (x 2 _ . _
fdfy ) r=x0= —x—ocos (wo 2) + 2xgsin (wo 2) .

Um die Ableitung in 0 zu berechnen, benutzt man, dass
| £ (h) |=| ?sin (h™2) |< b

ist, woraus

. f(h)
A =0
folgt. Wir haben also
f(0)=0
Betrachte die Folge
1
Ty = .
V2nm
Es ist
lim z, =0,
aber

I (zn) = —2V2nmcos (2nm) +

2
sin (2nm) = —2v2nm,
vV2nr ( )

f' (zy,) konvergiert also nicht gegen f’ (0). Die Ableitung f” ist in 0 nicht stetig.



Aufgabe 4

i) Fiir x > 0 ist

— 1
exp(x)=1+zyxk>l>0.
k=1 "

Fiir = 0 ist exp (0) = 1 > 0. Insbesondere ist fiir alle z € R:
exp (z)exp(—x) = exp(zr —x) = exp (0) = 1.
Fiir x < 0 ist —z > 0, also exp (—z) > 0, und es folgt

1
exp (—x) = P > 0.

ii) Fur A > 0 ist exp (h) > 1 nach dem Beweis von i), also
exp (z + h) = exp (z) exp (h) > exp (x)
fiir alle z € R. Also ist exp streng monoton wachsend.
iii) Nach dem Beweis von i) ist
q:=exp(l)>1.
Aus g > 1 folgt, dass die Folge (¢"), cn unbeschrinkt ist. Wegen
exp(n) =erxp(l+...+1)=exp(1)" =q¢"

ist also (exp (n)), oy unbeschréankt.

iv) Wegen ¢ > 1 ist 0 < % < 1, woraus lim, s (%) = 0 folgt. Wegen

= AL (1Y

exp(n) ¢ q

folgt lim,, .o exp (—n) = 0.

v) Wegen i) ist exp (R) C {y € R:y > 0}.

Aus Stetigkeit, lim,— _o exp (—n) = 0 und lim,_ exp (n) = co folgt mit
dem Zwischenwertsatz, dass zu jedem y > 0 ein x € R mit exp (z) = y existiert,
alsoexp(R) D {y e R:y > 0}.

vii) Wegen v) gibt es zu jedem y > 0 ein x € R mit exp (x) = y. Wegen ii) ist
exp injektiv, zu gegebenem y ist = also eindeutig bestimmt. Definiere In (y) als
die eindeutige Zahl € R mit exp (z) = y. Nach Definition ist exp (In (y)) = y.



Wenn y = exp (z) ist, dann ist = die eindeutige Losung von exp (x) = y, also
ist in (exp (z)) = =.

Zur Monotonie: Sei y1 > yo,In (y1) = z1,In (y2) = x2. Angenommen, es
wire x1 < g, dann folgt aus exp (x1) = y1,exp (x2) = y2 und der Monotonie
von exp, dass y; = exp (x1) < exp (x3) = ya, ein Widerspruch. Also ist x1 > xo.
WEeil dies fiir beliebige y1, yo mit y; > yo gilt, ist In streng monoton wachsend.

Zur Stetigkeit: Sei y > 0 und (yn),c,, €ine Folge mit lim, .y, = y und
yn > 0 fiir alle n € N. Angenommen, z,, = In (y,) wirde nicht gegen x = In (y)
konvergieren. Es gdbe also ein € > 0, so dass man zu jedem N € N ein n > N
mit x, < x — € oder x,, > x + € findet. Weil exp streng monoton wachsend
ist, folgt daraus y, = exp (z,) < exp (z — €) oder y, = exp (x,) > exp (x + €).
Setze

¢ =min{exp(z) — exp(x —€),exp(z +€) —exp(z)} > 0.

Fiir jedes N € N gibt es also ein n > N mit y, < exp(x) — ¢ oder y, >
exp (x) + €.

Wegen exp (z) = y = lim,—oolyn muss es aber zu jedem € > 0 ein N € N
mit y — € <y, < y-+ ¢ fur alle n > N geben. Dieser Widerspruch beweist,
dass x,, = In (y,) gegen x = In (y) konvergiert. Weil dies fiir alle z > 0 und alle
gegen x konvergierenden Folgen gilt, ist In stetig.

viii) Aus exp (In (z)) = = und 2’ = 1 folgt mit der Kettenregel
1 =exp (In(x))In' () =exp(In(z))In' (x) =z In' (z),
also

In' (z) = L

- .



