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Aufgabe 2.1

a) Setze
L:=sup{|df (u)|:ueU} < cc.

Seien x,y € V. Setze v := y — x. Definiere g : R — V durch
g () :=xz+tv.
Dann ist g (0) = z, g (1) = y und nach Kettenregel
d(f og)(to) = df (z + tov) dg (to)
fiir to € R. Wegen | df |< L und dg = v folgt | d(fog) |[< L |v]|, also
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2. Fiir beliebige z,y € R gibt es nach dem Mittelwertsatz ein £ € (z,y) mit

l9w) 9@ =g @ lly—wl< g ly—a|.

g ist also kontrahierend. Weil R ist vollstandig ist, hat g nach dem Banach’schen
Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt.



Aufgabe 2.2
Es ist
0 §| UL U2 FU2U3+UZUL |:|< (ul,UQ, 'LL3) , ('Ll,g, us, ul) >|§H (ul, Uus, u3) |||| (UZ; us, ul) ||

nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Wegen
| (o, us) 1= (a2, s, ) l1= s 423 + 3
folgt
0 <| f (u1,u2,us) < \/m
Wegen

i JAETE =0
(11.1 711.2,71,3)—>(0,0,0) 1 2 3

folgt daraus

lim U, U2, U3) = 0.
(U17uz,1L3)—>(0,0,0)f( 1, U2 3)



Aufgabe 2.3

a) Wegen
df (U,l,’u,g,u;g) = (211,1 —uo + 1, 2us — uy, 2us — 2)

kann es lokale Extrema nur in (—%, —%, 1) geben. Die Hesse-Matrix ist
2 -1 0
-1 2 0
0 0 2
Die Eigenwerte dieser Matrix sind 2 und 2+ 1, die Matrix ist also positiv definit.
(—%, —%, 1) ist ein lokales Minimum.
(Also f (u1,uz,us) > —35 fiir alle (u1,u2,u3) € R?.)

2. Losungsweg: Statt die Eigenwerte auszurechnen, kann man auch die Block-
gestalt der Matrix benutzen. FEin Block ist (2), also positiv definit, der an-
dere Block ist die 2x2-Matrix A = < _21 _21 >, die wegen Det (A) = 3 und
Spur (A) = 4 positiv definit ist.

b) Wegen
dg (u1,uz) = (3ui + 3uj — 15, 6ujus — 12)

kann es lokale Extrema nur in
(27 1) ) (_27 _1) ) (17 2) ’ (_17 _2)

geben.
Die Hesse-Matrix ist

6U1 6U2
6'LL2 6u1
mit Determinante 6 (uf — u3) und Spur 12u;.

Also hat man in (2,1) ein lokales Minimum, in (-2, —1) ein lokales Maxi-
mum, in (1,2) und (-1, —2) einen Sattelpunkt.



Aufgabe 2.4

Setze

a:= f(0,0)
o
b= B (0,0)

97 0,0,

C:=
8'LL2

Aus D?f (u) = 0 (nach Voraussetzung) und D? f (u) (v) (w) = Zi:l 212:1 %’Ukwl
(nach Vorlesung) folgt
FF =21,
ou? " QuqOus

= 1 u —82—f(u)—0
o 8UQ8U1 o 6u§ o

fiir alle u € R2.
Sei (u1,u2) € R? beliebig. Durch Anwendung des Hauptsatzes folgt

g—@{l (u1,u2) = 8—51 (u1,0) + /0u2 % (u1,y)dy = 5—1{1 (u1,0).
Ebenfalls durch Anwendung des Hauptsatzes erhalt man
5—1{1 (u,0) = gfl (0,0) + Oul ‘;ilé (2,0) di = 8851 (0,0),
also of of
Jur (u1,u2) = 3—@61( ,0) = 0.
Analog beweist man
5—1{2 (u1,uz) = 85_f2 (0,0)=c

fiir alle (u1,us) € R2.
Nochmals durch zweimalige Anwendung des Hauptsatzes erhélt man nun

f(ulaUQ uly / a Uy u17 f(u1a0)+/ Cdy = f(u170)+cu2
0

70,0 +/ g—f(x,O)dm—l—ch:a—F/ bdx + cus = a + buy + cus
1 0



2. Losungsweg: Nach der Taylor-Formel fiir £ = 1 und mit

u=(0,0),v=(v1,v2)

gilt
1
f)=71(0)+Df(0)(v) +/O (1—t) D*f (tv) (v,v) dt.
Wegen
D*f=0
folgt
f (U17U2) = f (an) + Df (070) (U17U2)'
Setze

a:= f(0,0),b:=Df(0,0)(1,0),c:=Df(0,0)(0,1).
Weil Df (0,0) linear ist, folgt

F (v1,02) = a+ DF (0,0) (1 (1,0) + v (0,1)) = a+ buy + cvs.



