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Grundbegriffe

Grundbegriffe
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Klassische Mechanik

Ein Teilchen wird beschrieben als Punkt im Raum, dessen
Bewegung eine glatte Funktion x: R — R3 beschreibt. Die
Zeit-Ableitung v = x": R — R3 ist die Geschwindigkeit des
Teilchens und die Ableitung der Geschwindigkeit a = v/: R — R3
ist die Beschleunigung. Das Teilchen bewegt sich in einem
Kraftfeld F: R3 — R3, es wird also eine Kraft F(x) auf das
Teilchen ausgelibt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung besagt
F = ma, wobei m die Masse des Teilchens, also eine positive
Konstante ist. Man erhilt die Gleichung

mx"(t) = F(x(t)).

Eine solche Gleichung zwischen der Funktion x(t) und ihren
Ableitungen nennt man Differentialgleichung. Die
Newton-Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung,
weil das die hochste vorkommende Ableitung ist. Genauer gesagt
handelt es sich um ein Differentialgleichungssystem, denn man hat
fur jede der drei Koordinaten eine Differentialgleichung.
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Losungen der Newton-Gleichung

Fiir eine gegebene Kraft F mochte man Losungen der
Newton-Gleichung finden. Wir betrachten als Beispiel den freien
Fall. Die wirkende Kraft ist die Gravitationskraft

F(x) = (0,0,—mg) fiir eine positive Konstante g. Wir erhalten
das Differentialgleichungssystem

2

mx; =0

mxy =0

1!

mx3 = —mg.
Man erhalt die Losung
0
x(t) = x(0) + v(0)t — g—’ 0 |2

1

Zukunft und Vergangenheit des Teilchens sind festgelegt durch die
Startposition x(0) und die Startgeschwindigkeit v(0).
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Begriffe |

Fir offene Teilmengen U C R™, V C R" bezeichnen wir mit
Ck(U, V) die Menge der Funktionen x: U — V, die stetige
Ableitungen bis zur Ordnung k haben.

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung der Form

F(t,x,x,...,x%¥)) =0

mit einer stetigen Funktion F: | x U x Uy x ... x Uy — R fir eine
unbekannte Funktion x € C¥(/, U), also eine k-fach stetig
differenzierbare Funktion x: | — U auf einem (evtl. unendlichen)
Intervall I C R. Hier sind U, U; ..., Ux Teilmengen von R.
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Begriffe Il

Ein gewohnliches Differentialgleichungssystem ist eine Gleichung
der Form
F(t,x,x',... ,X(k)) =0

mit einer stetigen Funktion F: U x U; x ... x Uy — R” fur eine
unbekannte Funktion x: | — U auf einem (evtl. unendlichen)
Intervall I C R. Hier sind U, U; ..., Ux Teilmengen von R".

Man nennt t die unabhangige und x die abhangige Variable. Die
hochste vorkommende Ableitung heisst die Ordnung der
Differentialgleichung bzw. des Differentialgleichungssystems.

Wir werden stets annehmen, dass man das
Differentialgleichungssystem nach der hochsten Ableitung auflosen
kann, man also ein Differentialgleichungssystem der Form

xk) = f(t,x,x,... ,X(k_l))
hat.
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Reduktion auf Systeme erster Ordnung

Ein Differentialgleichungssystem
xk) = f(t,x,x,... ,X(k_l))

kann durch Einfiihren neuer abhangiger Variablen
y = (x,x,...,x%=1)) in das dquivalente System erster Ordnung

Y=y

YI/<—1 = Yk
vk = f(t,y)

uberfihrt werden.
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Autonome Systeme

Ein Differentialgleichungssystem
x(K) = f(t,x,x,... ,x(k_l))

heisst autonom, wenn f nicht von t abhangt. Fiir theoretische
Betrachtungen ist es manchmal nitzlich, ein
Differentialgleichungssystem zu einem autonomen System zu
machen, indem man t zu einer weiteren abhangigen Variablen xg
macht und dementsprechend die Differentialgleichung xj = 1
hinzufugt.

Fir ein autonomes System kann man eine Losung X: [ — U mit
X(tp) = a durch die Zeitverschiebung x(t) = X(t + to) zu einer
Losung mit x(0) = a machen, weshalb wir autonome
Anfangswertprobleme stets mit der Bedingung x(0) = a
formulieren werden.
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Explizite Losungen

Explizite Losungen
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Maximale Losungen - Definition

Man bezeichnet als maximale Losung des DGL-Systems

x5 = f(t,x,x, ... xk1)

eine auf einem (evtl. unendlichen) Intervall | C R definierte Losung
x: | — R" mit der Eigenschaft, dass es keine auf einem Intervall J
mit | C J definierte Losung gibt, die auf | mit x iibereinstimmt.

Die Differentialgleichung

/
X:X2

hat die auf dem Intervall (—oo,1) definierte maximale Lésung

x(t) = 1= und die auf dem Intervall (1,00) definierte maximale

Losung x(t) = 1%5.

-
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Autonome Gleichungen erster Ordnung

Fir eine stetige Funktion f: U — R auf U C R und fiir xp € R
betrachten wir das Anfangswertproblem

x' = f(x),x(0) = xo.

Fiir f(xo) = 0 ist x(t) = xo eine Ldsung.
Wir nehmen jetzt an, dass f(xp) # 0 und dass also f auf einer evtl.
kleineren Umgebung U von xp konstantes Vorzeichen hat.

Fur x € U ist dann x 4
y
F(x :/ —
() x F¥)

eine monotone Funktion (monoton wachsend falls f(xp) > 0,
monoton fallend falls f(xg) < 0) und hat deswegen eine
Umkehrfunktion F~1.

x(t) = FY(t)

ist dann eine Ldsung des zu [ ;(Ef()s‘;; = t aquivalenten

Anfangswertproblems x'(t) = f(x(t)), x(0) = xo.




Maximale Losungen autonomer Differentialgleichungen |

Wir betrachten den Fall f(xp) > 0. (Der Fall f(xg) < 0 ist analog,
und fiir f(xp) = 0 ist x(t) = xo eine auf ganz R definierte
konstante Losung.)
Sei (x1,x2) die maximale Umgebung von xp, auf der f positiv ist.
(Falls dieses Intervall endlich ist, muss f(x;) = f(x2) = 0 sein.)
Setze

T_ = lim F(x) <0, Ty = lim F(x) > 0.

X—X1 X—X)

Dann ist die Losung x(t) auf dem Intervall (T_, T,) definiert und

tir% x(t) = xq, tir% x(t) = xo.

Insbesondere ist x(t) genau dann fiir alle t > 0 definiert, wenn

X2 dy
x f(¥)

und genau dann fir alle t < O definiert, wenn

_ — [X dy _
T-= le fly) — 0.
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Maximale Losungen autonomer Differentialgleichungen Il

Fir T, < oo gibt es zwei Moglichkeiten: xo = co oder xp < 0.
Fiir x, = oo ist lim;_, 7, x(t) = oo und die Losung lasst sich nicht
in T, und daruber hinaus fortsetzen.

Fiir xo < oo kdnnen wir wegen f(x2) = 0 die Losung weiter
fortsetzen durch x(t) = x fur t > T4. Damit haben wir in diesem
Fall zwei Losungen des Anfangswertproblems

x'=f(x),x(T1) = x2,

namlich x(t) und die konstante Lésung xp. (Wir werden in der
Vorlesung spater sehen, dass dieser Fall fur stetig differenzierbare f
nicht vorkommen kann.)

Analog diskutiert man die maximale Fortsetzbarkeit fir T_ > —oo0.
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Beispiel 1

Beispiel

U=R,f(x)=x
X'(t) = x(t),x(0) = xp > 0

Wir haben (x1, x2) = (0, 00) und

F(x) = In <Xio> .

Daraus folgt T+ = +00 und die Losung
X(t) = etxo

ist auf ganz R definiert.
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Beispiel 2

Beispiel

U=R,f(x)=x°

X'(t) = x*(t),x(0) = xo > 0

Wir haben (x1,x2) = (0,00) und

Daraus folgt T_ = —o0, T4 = Xio und die Losung

X0
1 — xpt

x(t) =

ist auf (—oo, Xio) definiert.
Wegen lim, 1 x(t) = oo kann diese Lésung nicht in T und

0
daruiber hinaus fortgesetzt werden.



Beispiel

U=R,f(x)=+|x]
X'(t) = V|x(t)],x(0) = xop > 0
Wir haben (x1,x2) = (0,00) und
F(x) =2(vx = Vx0).

Daraus folgt T_ = —2,/xp, T4 = 400 und die Losung

x(t) = (5 + V).

Diese Losung lasst sich fortsetzen durch x(t) = 0 fiir t < T_.
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Trennung der Variablen

Das Anfangswertproblem
x' = f(x)g(t), x(0) = xo

hat fiir f(xp) = 0 die Losung x(t) = xo.
Fiir f(xo) # 0 hat f auf einer Umgebung von xp konstantes
Vorzeichen und das Anfangswertproblem ist aquivalent zu

Jy oo = s

Flx) = / o

und der Umkehrfunktion F~! hat man dann

x(t) = F ( /O tg(s)ds)

als Lésung des Anfangswertproblems x’(t) = f(x(t)), x(0) = xo.




Koordinatentransformation

Durch die Transformation
=s(t),y = y(t,x)
mit 8 > £ 0, 7% 7 0 wird die Differentialgleichung
x'= f(t,x)

in eine aquivalente Differentialgleichung uberfuhrt.

Beispiel

tx' +x=(2t+1)

ist fiir t # 0 mittels der Transformation y = tx,s = t aquivalent zu

y' =2t+1

mit der Lésung y = t> +t + c, alsox =t+1+%.




Affine Transformationen

Eine Differentialgleichung der Form
x" = f(ax + bt +c)
kann mit der Transformation
y=ax-+bt+c,s=t
in die Differentialgleichung
y'=af(y)+b

transformiert werden, die mit Trennung der Variablen gelost wird.
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Ahnlich keitsdifferentialgleichungen

Eine Differentialgleichung heisst homogen oder eine
Ahnlichkeitsdifferentialgleichung, wenn sie von der Form

i)
ist.

Durch die Koordinatentransformation y = 3,s = t wird sie in die
Differentialgleichung
fly)—y

t
uberfuhrt, die mit Trennung der Variablen gelost werden kann.

y' =
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Lineare Gleichungen

Die lineare homogene Differentialgleichung
x' = a(t)x
mit Anfangswert x(ty) = xo hat die Lésung
x(t) = el 2.
Die lineare inhomogene Differentialgleichung
x' = a(t)x + g(t)

mit Anfangswert x(ty) = xo hat die Lésung

t t +
x(t) = el 25 < [ e g+ D> .

to

o
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Bernoulli-Gleichungen

Eine Differentialgleichung heisst vom Bernoulli-Typ, wenn sie von

der Form
x'=f(t)x + g(t)x"

mit n # 0,1 ist.
Durch die Koordinatentransformation y = x
die lineare Differentialgleichung

1=n s = t wird sie in

y'= 1= n)f(t)y + (1 - n)g(t)

uberfihrt.
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Riccati-Gleichungen

Eine Differentialgleichung heisst vom Riccati-Typ, wenn sie von der
Form
X' = h(t) + f(t)x + g(t)x*?

ist.
Wenn eine spezielle Losung xp(t) bekannt ist, kann man mit der

Koordinatentransformation y = o) S =t die lineare

Differentialgleichung

y'=—(f(t) + 2x(t)g(t))y — &(t)

erhalten.
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Exakte Differentialgleichungen

Eine exakte Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung der
Form
f(t,x) +g(t,x)x' =0

mit stetig differenzierbareb f, g, fiir die es eine " Stammmfunktion”
F mit
oF  _ OF

ot ox
of _ Og

gibt. Eine notwendige Bedingung dafiir ist 5- = 32.
Die Losungen einer exakten Differentialgleichung sind implizit
durch die Gleichung

F(t,x(t))=C

gegeben. Die Konstante kann durch C = F(0, xp) aus der
Anfangsbedingung x(0) = xp bestimmt werden.
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Eulersche Multiplikatoren

Wenn eine Differentialgleichung nicht exakt ist, kann man
versuchen, durch Multiplikation mit einer nullstellenfreien, stetig
differenzierbaren Funktion p eine dquivalente exakte
Differentialgleichung

(£, X)F(8,%) + (e, X)g (X)X =0
zu erhalten. Dafilir muss p die partielle Differentialgleichung

Auf) _ O(ug)

Ox ot

erfiillen. u heisst integrierender Faktor oder eulerscher
Multiplikator.
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Qualitative Analyse von Differentialgleichungen erster

Ordnung

Qualitative Analyse von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Unter qualitativer Analyse verstehen wir die Untersuchung des
Langzeitverhaltens von Losungen (in Abhangigkeit vom
Anfangswert) ohne dabei notwendig die Differentialgleichung
explizit zu |osen.

Beispiel

X' =x(1-=x)—h

Fir h > % sind alle Losungen monoton fallend und konvergieren
gegen —o0.

FirO< h < % sind x; 2 = %(1 — /1 — 4h) stationdre Losungen.
Fir einen Anfangswert xp < x» ist die Losung monoton fallend und
konvergiert gegen —oo. Fiir einen Anfangswert xo < xg < x1 ist die
Losung monoton wachsend und konvergiert gegen x;. Fur einen
Anfangswert xg > x; ist die Losung monoton fallend und
konvergiert gegen xi.
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Nullstellen und Langzeitverhalten

Lemma
Sei

x' = f(x),x(0) = xo

ein Anfangswertproblem mit einer eindeutigen Losung.

Wenn f(xp) = 0, dann ist x(t) = xo eine stationdre Ldsung.

Wenn f(xp) < 0, dann konvergiert x(t) fiir t — oo gegen die erste
Nullstelle links von xo (bzw. gegen —oo falls es keine solche
Nullstelle gibt).

Wenn f(xp) > 0, dann konvergiert x(t) fiir t — oo gegen die erste
Nullstelle rechts von xo (bzw. gegen +oo falls es keine solche
Nullstelle gibt).
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Beispiel |

Wir betrachten die Differentialgleichung x’ = x? — t2.

In der t — x—Ebene wird die Halbebene t > 0 durch die Geraden
x =t und x = —t in drei Gebiete geteilt. Region | entspricht

x > t, Region Il entspricht —t < x < t, Region Il entspricht

x < —t.

Losungen konnen von Region | oder Region Ill in Region Il
wechseln, aber nicht umgekehrt, da das Vektorfeld entlang der
Geraden x = =%t konstant (1,0) ist.

Eine in Region Ill startende Losung muss in Region Il enden,
wahrend eine in Region | startende Losung entweder in Region |
oder in Region Il enden kann.

Eine in Region Il gelangte Losung verbleibt dort und divergiert
gegen —oo. Dies geschieht nicht in endlicher Zeit.

Fragen: Divergieren in Region | verbleibende Losungen in endlicher
Zeit gegen +00? Nahern sich alle anderen Losungen der Geraden
x = —tan?
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Sub- und Superlosungen |

Eine Sublésung einer Differentialgleichung x' = f(t, x) ist eine
differenzierbare Abbildung x_: [to, T) — R mit x'_ < f(t,x_(t))
fiir alle t € [to, T).

Eine Superlésung einer Differentialgleichung x' = f(t, x) ist eine
differenzierbare Abbildung x.: [to, T) — R mit x, > f(t,x,(t))
fiir alle t € [tg, T).

Fiir die Differentialgleichung x' = x> — t? ist x(t) = —t eine
Sublésung und x(t) = t eine Superlosung.

Thilo Kuessner Gewdhnliche Differentialgleichungen |



Sub- und Superlosungen |l

Lemma

i) Sei x_: [to, T) — R eine Sublésung der Differentialgleichung
x" = f(t,x) mit x(to) < xo. Dann gilt fiir jede Lésung

x: [to, T) — R mit x(tp) = xo die Ungleichung

x_(t) < x(t)

fiir alle t € (tp, T).

ii) Sei x4 [to, T) — R eine Superlésung der Differentialgleichung
x' = f(t,x) mit x;(tp) > xo. Dann gilt fiir jede Lésung

x: [to, T) — R mit x(tp) = xo die Ungleichung

x(t) < x4 (t)

fiir alle t € (to, T).
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Beispiel Il

Neben x_(t) = —t und x;(t) hat man fiir X' = x> — t2 noch die

Sublosung
y_(t)=Vt2+2

und die Superlosung

fiir £ >2,/2.

Sobald eine Losung zwischen x_(t) und y(t) liegt, muss sie dort
bleiben und letztlich gegen die Gerade x = —t konvergieren, weil
das fiir y,(t) (und natiirlich fiir x_(t)) der Fall ist.

Sobald eine Losung in Region Il angelangt ist, wird sie monoton
fallend und muss deshalb irgendwann kleiner sein als

—y+(t) = Vt? — 2. Sobald sie zwischen y(t) und —y,(t) liegt,
ist x'(t) < —2, weshalb sie dann irgendwann zwischen x_(t) und
y+(t) liegt und also letztlich gegen die Gerade x = —t konvergiert.
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Beispiel Il

Wir zeigen jetzt, dass es nur eine Losung gibt, die zwischen x4 und
y— liegt.

Fir jedes T > 0 betrachten wir die Losungen mit
Anfangsbedingungen x(T) = x(T) bzw. x(T) = y_(T). lhren
Wert x(0) bezeichnen wir mit a(T) bzw. b(T). Wegen der
Eindeutigkeit der Losungen sind die Losungen mit

x(0) € [a(T), b(T)] genau diejenigen, die fiir 0 < t < T zwischen
y+ und x_ verbleiben.
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Beispiel IV

Insbesondere wird fiir wachsendes T das Intervall [a(T), b(T)]
kleiner und wir haben im Grenzwert ein (evtl. aus nur einem Punkt
bestehendes) Intervall [a(c0), b(c0)]. Losungen mit Anfangswert in
diesem Intervall missen fiir alle Zeit zwischen x; und y_
verbleiben. Weil in diesem Bereich f(t,x) = x> — t eine monoton
wachsende Funktion in x ist, ist fuir zwei Losungen xg, x1

Xl(t) — Xo(t) = Xl(to) - Xo(to) + /t(f(s,xl(s)) — f(S,Xo(S)))dS

to

monoton wachsend in t.
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Aus
tlim y—(t) —x4(t) =0

folgt aber
tlim x1(t) —xo(t) =0

im Widerspruch zur Monotonie. Also kann es in diesem Bereich
nur eine Losung xp geben. Alle Losungen unterhalb xp enden in
Region |l und divergieren gegen —oo, wobei sie sich x = —t
annahern. Alle Losungen oberhalb xg enden oberhalb y_ und
divergieren gegen +oo.
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Beispiel VI

Wir zeigen schlieBlich, dass Losungen oberhalb y_ in endlicher Zeit
gegen o0 divergieren.

Fiir diese Losungen ist x’ = x> — t? > 2 und damit

x(t) > x(to) +2(t — tp). Es gibt also ein € > 0 mit x(t) > ﬁ
Daraus folgt x' > ex(t)?. Die Losung x(t) ist also eine
Superlésung der Differentialgleichung x’ = ex?, deren Losungen

aber in endlicher Zeit gegen +oo divergieren. Dies muss also erst
recht fiir x(t) der Fall sein.
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Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Existenz- und Eindeutigkeitssatze
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Picard-Iteration |

Fir eine stetige Funktion f ist das Anfangswertproblem
x' = f(t,x),x(0) = xo
aquivalent zu der Integralgleichung
t
x(t) =xo + / f(s,x(s))ds.
0

Die Losung x(t) ist also ein Fixpunkt des Integraloperators

t
x(t) — (Kx)(t) == xo —I—/ f(s,x(s))ds
0
auf dem Banach-Raum der stetigen Funktionen C([0, T],R").
Als Picard-lteration bezeichnet man die Approximation von

Losungen durch lteration dieses Operators.
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Picard-Iteration |l

Fiir
x'=x,x(0) =1

liefert Picard-Iteration mit Startwert xo(t) = 1:

xi(t) =1+t

1
xo(t) =1+t + =t

2
1 1
i) = L=k =" =17
X3( ) = & =F > ain E
Annaherungen an die Losung
x(t) = €.
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Iterative Approximation von Fixpunkten

Erinnerung: Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, in
dem jede Cauchy-Folge konvergiert. Die stetigen Funktionen auf
einem abgeschlossenen, beschrankten Intervall mit der Norm

| f ||= max|f(x)| bilden einen Banachraum.

Eine Abbildung K heisst kontrahierend, wenn es eine Konstante

0 <1mit| K(x)—K(y)|I<0| x—y]| fir alle x,y gibt.
Banachscher Fixpunktsatz: Wenn K: X — X eine kontrahierende
Abbildung auf einem Banachraum ist, dann gibt es einen
eindeutigen Fixpunkt x und man erhalt ihn als Grenzwert der Folge
Xpt+1 = Kxp fir einen beliebigen Startwert xq.

Die Genauigkeit der Approximation kann man mit der Ungleichung

n

X0 = x [|< X1 = xo |l

—1-0

abschatzen.
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Lokale Lipschitz-Stetigkeit

Eine Funktion f(t, x) heisst lokal lipschitz-stetig im zweiten
Argument, wenn es zu jedem xp € R", jedem Ty > 0 und jedem
0 > 0 eine Konstante L mit

[ f(t,x) —f(t.y) [S L x—y]
fir alle (t,x) # (t,y) € [0, T] x Bs(xo) gibt.

Stetig differenzierbare Funktionen sind lokal Lipschitz-stetig.
Wenn f eine lokal Lipschitz-stetige Funktion ist, dann gilt

[ sx(s) — fls.y() 1 ds < Lt sup [1x(5) = »(5) |

solange die Graphen von x(t) und y(t) in [0, T] x Bs(xo) liegen.
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Satz von Picard-Lindelof

Satz

Wenn f: U — R” auf der offenen Menge U C R x R" lokal
Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, dann hat fiir (to, xp) € U
das Anfangswertproblem

x' = f(t,x),x(to) = xo

fiir ein € > 0 eine eindeutige Losung

x: (to — €, to+€) — R".
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Satz von Picard-Lindelof, Beweis |

Beweisskizze: Es gibt €, > 0, so dass fiir alle
t € [to—¢€ to+ €], x,y € Bs(xo) gilt

I, x)] <M

1F(t,x) = F(t, )| < LlIx =y
mit de < M, el < 1.

Y = {x: [to — €, to + €] — Bs(xo) stetig mit x(tp) = xo}

ist ein vollstandiger metrischer Raum.
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Satz von Picard-Lindelof, Beweis Il

K(x)(t) = xo + /t f(s,x(s))ds

to
ist eine kontrahierende Abbildung K: Y — Y, denn mit
0:=Le <1gilt

IK(x) = Kl < 0llx =y

fur alle x,y € Y.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat K einen eindeutigen
Fixpunkt x € Y. Fur diesen gilt

t
«(t) = x0 + / £(s,x(s))ds
to
und damit
X'(t) = f(t,x(t)), x(to) = xo-
QED



Stetige Abhangigkeit vom Anfangswert

Sei F Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fiir die
Losungen von x' = F(t,x),x(0) = xo und y' = F(t,y),y(0) = »o
die Ungleichung

Ix() = y ()]l < e[lx0 — yoll-
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Gronwall-Ungleichung.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Fiir eine differenzierbare Funktion x: [0, T] — R und eine stetige,
nichtnegative Funktion b: [0, T] — [0, o] sowie ¢ € R folgt aus

t
x(t) <c +/ b(s)x(s)ds
0
fiir alle t € [0, T| die Ungleichung

t
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Fortsetzbarkeit von Losungen |

Wir betrachten das Anfangswertproblem x’ = f(t, x), x(to) = xo
mit f € C(U,R"),U C R x R".

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Losungen unseres
Anfangswertproblems lokal existieren und eindeutig sind. Wenn wir
zwei auf offenen Intervallen definierte Losungen haben, dann
missen sie auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle
ibereinstimmen. (Andernfalls, wenn sie auf einem kleineren
maximalen Intervall ibereinstimmen, stimmen sie wegen Stetigkeit
auch in dessen Randpunkten und dann in offenen Umgebungen der
Randpunkte tiberein.) Damit erhalten wir auf der Vereinigung der
Definitionsintervalle eine Losung, die auf beiden Intervallen mit den
dort definierten Losungen tbereinstimmt. Indem man die
Vereinigung der Definitionsintervalle aller lokal definierten
Losungen betrachtet, erhalt man so ein maximales
Definitionsintervall und eine auf diesem definierte " maximale
Losung”. Man spricht von einer "globalen Losung”, wenn das
Definitionsintervall ganz R ist.
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Fortsetzbarkeit von Losungen I

Sei (T_, T+) das maximale Definitionsintervall der Losung des
Anfangswertproblems x" = f(t,x),x(0) = xo. Wenn T} < +o0,
dann verlasst die Lésung fiir t — T, jede kompakte Menge C.
Wenn T_ > —oo, dann verlasst die Losung fiir t — T_ jede
kompakte Menge C.

Beweis: Wenn die Losung fiir t — T in C verbleibt, dann muss es
wegen Kompaktheit von C eine Teilfolge t, — T4 geben, fiir die
x(tn) gegen einen Punkt x; € C konvergiert. Nach dem vorherigen
Lemma ist x dann auf ein Intervall (T_, T + ¢) fortsetzbar im
Widerspruch zur Maximalitat des Definitionsintervalls.
Entsprechend fur t — T_.
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Lineare Differentialgleichungssysteme

Lineare Differentialgleichungssysteme
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Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten |

Ein lineares Differentialgleichungssystem ist ein System der Form
x' = A(t)x

mit einer von t abhingenden Matrix A(t). Wenn A nicht von t
abhangt, spricht von einem System mit konstanten Koeffizienten.
Fir ein lineares System mit konstanten Koeffizienten

x" = AX, x(0) = xo bestimmen wir mit Picard-Iteration eine Folge
von Naherungslosungen:

Xl(t) = Xxp + tAxg
t2
Xz(t) = xp + tAxg + §A2X0
m
t .
Xm(t) = ZJ_—!AJXO.
j=0
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Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten |

Wenn man die Reihe
exp(A) := Z A

definieren kann, dann lost diese das Anfangswertproblem
x' = Ax, x(0) = xo
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Matrixexponential

Der Vektorraum der komplexen n x n—Matrizen ist isomorph zu
C™. Mit der Norm || A ||= max {|| Ax ||: || x ||= 1} wird er zu
einem Banach-Raum: Cauchy-Folgen konvergieren. Die Norm hat
die Eigenschaften || AB ||<|||| A |||| B || und

JA+B <[ Al + | B, woraus

IIZ A’ ||_Z— 1A
folgt. Weil Z'-" t—J | Al eine gegen ellAll konvergierende

Cauchy-Folge ist, |st dann auch Z OJ,AJ eine Cauchy-Folge. Es
existiert also ihr Grenzwert exp(A).

Beispiel

Fiir eine Diagonalmatrix D = diag(A1, ..., \p) ist
exp(D) = diag(e™, ..., eM).

Thilo Kuessner Gewdhnliche Differentialgleichungen |




Matrixexponential: Beispiel

Fiir
0O 1 0 0
0 0 1 0
N = 0 0 O 0
0 0 O 0
ist L )
1 L5 (n—1)!
1 1 (n—12)!
exp(N)=1 0 0 1 e
0O 0 O 1
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Matrixexponential: Eigenschaften

Lemma

Fiir eine Matrix A und eine invertierbare Matrix B gilt

exp(BAB™1) = Bexp(A)B™".

Lemma

Wenn fiir zwei Matrizen A, B gilt AB = BA, dann ist

exp(A+ B) = exp(A)exp(B).
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Matrixexponential von Jordan-Blocken

Fiir einen Jordan-Block
A1 0 0
0o X 1 0
J= 0O 0 X 0
0O 0 O A
ist , o
t g =
t t"_2
/) = tA (nn—72 :
exp(t)) =e 0 0 1 (;_3)!
0O 0 O 1

-
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Matrixexponential beliebiger Matrizen

Fir eine beliebige Matrix A gibt es einen Basiswechsel B, so dass
BAB™! eine aus Jordan-Blocken zusammengesetzte Block-Matrix

S

BAB™! = G

ist. Dann ist

exp(t))
exp(tA) = B! exp(t2)

exp(tJy)

Thilo Kuessner Gewdhnliche Differentialgleichungen |



Qualitative Diskussion der Integralkurven von x’ = Ax im

R? |

Wir betrachten im R? die Differentialgleichung x’ = Ax fiir eine
2 x 2-Matrix A.
Fall 1: A hat zwei reelle Eigenwerte A1 < \». Seien vy, v, die

zugehorigen Eigenvektoren. In der Basis v, v» ist A die

Diagonalmatrix ( )E)l )(\) ) Fir eine Anfangsbedingung
2

x(0) = Givi + Govo bekommt man die Losung
x(t) = GieMtvy + GeMtvy.
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Qualitative Diskussion der Integralkurven von x’ = Ax im

R 1|

Fall 1.1: Ay < X < 0: Senke in (0,0)

Fall 1.2: A\; < 0= Ay x(t) = CieMtvy + G, alle Punkte flieBen
in die von v, aufgespannte Gerade

Fall 1.3: A\; < 0 < \y: Sattel in (0,0)

Fall 1.4: A\; = 0 < A\p: x(t) = GieMtvy + G, alle Punkte flieBen
aus der von v, aufgespannten Gerade heraus

Fall 1.5: 0 < A1 < A\2: Quelle in (0,0)
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Qualitative Diskussion der Integralkurven von x’ = Ax im

R 111

Fall 2: A hat einen einfachen (reellen) Eigenwert X\. Dann hat A

A L . .
Jordansche Normalform ( in einer Basis vi, v». Fur eine

1
0 A
Anfangsbedingung x(0) = Giv; + Covo bekommt man die Losung
X(t) = (Cle)‘t + C2te)‘t)V1 + Cze)‘tv2.
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Qualitative Diskussion der Integralkurven von x’ = Ax im

R? IV

Fall 3: A hat komplexe Eigenwerte a + ib mit b # 0. Dann hat A

in einer Basis vy, v» die Form < _ab S . Fur eine
Anfangsbedingung x(0) = Givi + Covo bekommt man die Losung

x(t) =

e?(Cy cos(bt) + Cysin(bt))vy + e (—Cy sin(bt) + C; cos(bt))va.
Fall 3.1: a > 0: Quelle in (0,0), spiralférmige Bahnen

Fall 3.2: a = 0: Kreisbahnen

Fall 3.3: a < 0: Senke in (0,0), spiralférmige Bahnen
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Stabilitat linearer autonomer Systeme |

Fiir die Lésung x(t) des Anfangswertproblems
x' = Ax, x(0) = xg

gilt genau dann
lim x(t) =(0,...,0),
t—o0

wenn der Anfangswert xg in dem Unterraum liegt, der von
verallgemeinerten Eigenraumen zu Eigenwerten \ mit

Re(\) < 0

aufgespannt wird.

Die Lésung x(t) ist genau dann beschrankt, wenn der Anfangswert
Xo in dem Unterraum liegt, der von verallgemeinerten Eigenraumen
zu Eigenwerten \ mit Re(\) < 0 und echten Eigenraumen zu
Eigenwerten A\ mit Re(\) = 0 aufgespannt wird.

Thilo Kuessner Gewdhnliche Differentialgleichungen |




Stabilitat linearer autonomer Systeme ||

Ein lineares System heisst stabil, wenn alle Losungen beschrankt
bleiben, und asymptotisch stabil, wenn alle Losungen fiir t — oo
gegen (0,...,0) konvergieren.

Korollar

Ein lineares System ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle
Eigenwerte negative Realteil haben. Es ist genau dann stabil, wenn
alle Eigenwerte nichtpositiven Realteil haben und fiir die
Eigenwerte mit Realteil 0 algebraische und geometrische
Vielfachheit (ibereinstimmen.

Im asymptotisch stabilen Fall gibt es zu jedem

a < min{—Re(A\1),...,—Re(A\r)}
eine Konstante C = C(a) mit

| exp(tA) < Ce*
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Beispiel: die Pendelgleichung

Die Pendelgleichung hat die Form % = —w?x. Mit

x1 = X, xp = x' entspricht sie der linearen Differentialgleichung

X1 ' . 0 1 X1
Xo L =w? oo xo |’
Die Eigenwerte dieser Matrix sind £wi/, beide Eigenwerte haben

Realteil 0.
Fur w # 0 erhalten wir die Losung

x(t) = cos(wt)x(0) + ésin(wt)x’(O)

x'(t) = —wsin(wt)x(0) + cos(wt)x’(0).

Fur w = 0 haben wir 0 als zweifachen Eigenwert, dessen
Jordan-Block Grosse 2 hat. Die Losung ist

x(t) = x(0) + t(0).
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Beispiel: das gedampfte Pendel |

Diese Gleichung hat die Form % = —w?x — kx'. Mit

x1 = X, xp = x' entspricht sie der linearen Differentialgleichung

() =(% 2)(2)

Die Eigenwerte der Matrix sind
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Beispiel: das gedampfte Pendel Il

Fir k > 2w hat man zwei unterschiedliche reelle Eigenwerte und
die Losungen sind von der Form

(x(t), X'(t)) = AetM vy + Bet?2y,

mit (x(0), x’(0)) = Avy + Bv,.

Fir k = 2w ist —w ein zweifacher Eigenwert und die Losungen sind
von der Form A(e ™ vy + te”™v,) + Be ™ v,.

Fir 0 < k < 2w hat man nicht-reelle Eigenwerte A\; > = a & b/ und
die Losungen sind von der Form

(x(t),x'(t)) = P(Ae™ cos(tb)+Be™ sin(tb))vq+(Be™ cos(tb)—Ae™ sin(t!
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Lineare Systeme mit veranderlichen Koeffizienten

Sei (a, b) ein offenes Intervall mit 0 € (a, b) und A(t) eine Familie
von t € (a, b) abhangender linearer Abbildungen A(t): R” — R".
Dann hat das Anfangswertproblem x’ = A(t)x(t), x(0) = xo eine
auf (a, b) definierte und durch xg eindeutig festgelegte Losung. Die
Losungen von x” = A(t)x(t) bilden also einen Vektorraum, der
mittels x — x(0) zum R" isomorph ist. Eine Basis dieses
Vektorraums wird als Fundamentalsystem des
Differentialgleichungssystems bezeichnet, ihre Elemente als

Fundamentallosungen ¢; ..., ¢,. Die Determinante eines
Fundamentalsystems bezeichnet man als Wronski-Determinante
W(t).
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Liouvillesche Formel

Fiir alle t € (a, b) ist W(t) # 0.

Beweis: Sei W(t) = 0. Dann gibt es Konstanten mit

Gioi(t) + ... + Caon(t) = 0. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt
Ciod1+ ...+ Cypp, =0, womit es sich nicht um eine Basis des
Losungsraums handeln kann.

Fiir alle t € (a, b) ist

W(t) _ W(O)efot Spur(A(s))ds

Beweis: Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz und der daraus
folgenden Formel fiir die Ableitung einer Determinante erhalt man
die Differentialgleichung &Y = Spur(A(t))W(t).
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Homogene Differentialgleichungen mit veranderlichen

Koeffizienten

Fiir stetige Funktionen a1,...,ax: (a, b) — R betrachten wir die
Differentialgleichung k-ter Ordnung

dkx dk—1x

dx
P + a1 (t )dtk—l + .ot a1 (t)—

P + ak(t)x =0.

Durch die Substitutionen y; = ﬁ wird sie in das lineare

Differentialgleichungssystem y’ = Ay mit

0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
A=
0 0 0 |
—akx —adk—1 —agk—-2 ... —ai

uberfuhrt. Der Lésungsrkaum ist ein Vektorraum, der mittels
1
— (x(0), 2(0),.. ., 27=5(0)) zum R* isomorph ist.

’dtk 1
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Prinzipallosung

Als Prinzipallosung ¢;(t, to) der Differentialgleichung

C:/kk Lot )‘C’;:f S ak_l(t)% + ak(t)x = 0.
bezeichnen wir die Lésung mit Anfangsbedingungen #(to)
und Zt)f(to) = 0 fiir alle / # j. Als Prinzipalmatrixlésung (¢, to)
bezelchnen wir die Matrix
o1t o) ... ok(t, to)
() . (e, 1)
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Wronski-Determinante einer Differentialgleichung k-ter

Ordnung

k Losungen xi,...,xk einer Differentialgleichung k-ter Ordnung
bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die Determinante
der Wronski-Matrix

Xl(t) R Xk(t)
W(t) = det

dk71X1 dkilxk

7y Ry s o

in keinem Punkt Null ist.
Die Wronski-Determinante eines Fundamentalsystems 138t sich

t
wegen Spur(A) = —a; berechnen durch W(t) = W(0)e™ Jo 21()ds.
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Beispiel 1

Die auf (0, c0) definierte Differentialgleichung
X' ==X+ 5x=0
t t

hat die Losungen
xi(t) =t
xo(t) = tint.

Diese bilden ein Fundamentalsystem, denn

t  tint
W(t)—det< 1 1—|—Int>_t7é0'
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Beispiel 2

Die auf (0, c0) definierte Differentialgleichung

2 2
7 / —
X! =X +(1+—t2)X—0

hat die Losungen
x1(t) = tcost
xo(t) = tsint.

Diese bilden ein Fundamentalsystem, denn

W(t)zdet( tcost tsint >:t2#0‘

cost—tsint sint -+ tcost
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Die Differentialgleichung

X" — 2t X'+ 2 X =
1+ t2 1+ t27

0

hat die Losungen
xi(t) =t
X2(t) =2 1.

Diese bilden ein Fundamentalsystem, denn

2 _
W(t)Zdet<§ t2t1>:t2+17ﬁ0.
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Beispiel 4: Hillsche Differentialgleichung

Die fiir eine gegebene Funktion p(t) definierte
Differentialgleichung x” + p(t)x = 0 hat einen zweidimensionalen
Losungsraum. Wegen a;(t) = 0 ist W(t) konstant. Fiir ein
Fundamentalsystem {¢, 1)} muss also

G(t)y/(t) — ¢'(t)y(t) = const

sein. Durch Variation der Konstanten erhalt man

W) = o(t) / const

Beispiel: Fiir X" — —2%— ist ¢(t) = tant eine Lésung und man

erhalt eine von ¢ unabhangige Losung als

t
1
t) =tant ds =tant(—cost —t)=—1—1t-tant.
v =tane | ( )
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Inhomogene Differentialgleichungen |

Fiir stetige Funktionen a1,...,ax,f: (a,b) — R betrachten wir die
Differentialgleichung k-ter Ordnung
d*x d*1x dx

— + al(t)m + ...+ ak_l(t) p

gk + a(t)x = f(t).

Fir zwei Losungen ¢ und 1) ist x = ¢ — ) eine Losung der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung

d*x d*1x dx
Jik + al(t)m +...+ ak_l(t)E + ax(t)x = 0.
Wenn wir eine spezielle Losung ¢ der inhomogenen Gleichung
kennen, dann ergeben sich also alle anderen Losungen als Summe
aus ¢ und Linearkombinationen eines Fundamentalsystems

@1, - .., ¢k der homogenen Gleichung.
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Inhomogene Differentialgleichungen [l

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden,
macht man den Ansatz

o(t) = Gi(t)a(t) + ... + Ce(t)ok(2),

wobei {¢1(t),...,dx(t)} ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung ist und die Funktionen Ci(t),..., Cx(t) zu bestimmen
sind.

Die Ableitungen C! der Cj(t) bestimmt man aus dem
Gleichungssystem

Clgy+ ...+ Clox =0

dk—2¢1 dk—2¢k

! / _

Clw—i__'—Ck dtk_2 —O
d<=1gy d"=1gy

Gt ot Gggr = f

Die C; erhdlt man durch Integrieren der C.
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Fur die inhomogene Differentialgleichung
X"+ x=f

ist ¢1(t) = cost, ¢a(t) = sint ein Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung x” + x = 0. Um eine
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, machen wir
den Ansatz x(t) = Ci(t)cost + Co(t)sint und erhalten das
Gleichungssystem

Cicost+ Cisint =0

—Cysint+ Cycost =f

mit den Losungen C{ = —fsint, C; = f cos t.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist

x(t) = (Dy — /ot f(s)sinsds)cost + (D> + /Ot f(s) cos sds)sin t.
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Ansatze fur spezielle Losungen

Es gibt einige "direkte” Ansatze fiir die Suche nach einer speziellen
Losung einer inhomogenen Gleichung. Diese Ansatze wahlt na je
nach Beschaffenheit der " Storfunktion” f(t) in der
Differentialgleichung x(K) () + ... + agx(t) = f(t).

Wenn f(t) = e?" ist, setzt man x(t) = Ae®" an.

Wenn f(t) = cos(bt) oder f(t) = sin(bt) ist, setzt man

x(t) = Acos(bt) + Bsin(bt) an.

Wenn f(t) ein Polynom ist, setzt man fiir x(t) ein Polynom vom
selben Grad an.

Wenn f(t) ein Summe oder ein Produkt aus obigem ist, setzt man
fiir x(t) ebenfalls Summe oder Produkt der obigen an.
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Beispiel 1

X'+ x = sin(t)

Die homogene Gleichung y’ + y = 0 hat die Fundamentalldsung

et

Als spezielle Losung setzt man
x(t) = Acos(t) + Bsin(t)
an. Mit x’ = —Acos(t) + Bsin(t) erhilt man
x4+ x = (A+ B)cos(t) + (B — A)sin(t),

also sollte A+ B=0,B— A=1sein. Mit A= —%,B: % hat
man eine spezielle Losung. Die allgemeinen Losungen sind also von
der Form 1 1

x(t) = -3 cos(t) + 5 sin(t) + Ce™*.
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Beispiel 2

X" +2x +x=t+1

Die homogene Gleichung y” + 2y’ + y = 0 hat die
Fundamentallosungen et und te™t.
Als spezielle Losung setzt man

x(t)=At+B
an. Mit x¥’ = A und x” = 0 erhalt man
X" +2x' +x = At + (2A + B),

also sollte A=1,2A+ B =1sein. Mit A=1,B = —1 hat man
eine spezielle Losung. Die allgemeinen Losungen sind also von der
Form

x(t)=t—14+ Ge '+ Gte "
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X"+ x=¢el
Die homogene Gleichung y” + y = 0 hat die Fundamentallésungen
cos(t) und sin(t).
Als spezielle Losung setzt man
x(t) = Aet
an. Mit x” = Aet erhilt man

X" + x = 2Ae",

also sollte 2A =1 sein. Mit A= % hat man eine spezielle Losung.
Die allgemeinen Losungen sind also von der Form

x(t) = %et + Gy cos(t) + Cosin(t).
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Randwertprobleme

Randwertprobleme
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Wellengleichung |

Die Auslenkung u(t, x) einer schwingenden Saite wird durch die
partielle Differentialgleichung

1 02 0?
E@u(t,x) = ﬁu(t,x)
beschrieben. Mit dem Ansatz

u(t, x) = w(t)y(x)

bekommt man
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Wellengleichung Il

Wenn diese Gleichung fiir alle t, x gelten soll, miissen beide Seiten
konstant sein. Wir setzen
1

?W”(t) = —Aw(t)
y'(x) = =Ay(x),
was die Losungen
w(t) = ¢ cos(cVAt) + ¢ sin(cVAt)
y(x) = ¢z cos(VAx) + ¢ sin(VAx)
hat. Mit den Randbedingungen
y(0)=y(1)=0
muss ¢z = 0 und
A = (mn)?
fur ein n € N sein. Man erhalt die Losungen
u(t,x) = (¢ cos(cnmt) + ¢ sin(cnmt)) sin(nmx).
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Wellengleichung Il

Lemma

Wenn c1,, und ¢, Folgen mit > 2, n2|c,-7n| < oo fiiri = 1,2 sind,

dann ist
o
u(t,x) = Z(CL,, cos(cnmt) + ¢, psin(cnmt)) sin(nmx)
n=1

eine Losung der Wellengleichung mit u(t,0) = u(t,1) = 0.
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Sturm-Liouville-Probleme

Zahlreiche Probleme fiihren auf die Losung eines
" Eigenwertproblems”

mit Randbedingungen

cos ay(a) = sinap(a)y’(3), cos By(b) = sin 3p(b)y’(b)
fuir einen Operator der Form

L= 5 (- gert g+ 0

Man will zeigen, dass es (fiir feste «, 3 € R) eine abzahlbare
Menge von Eigenwerten A\, (mit den gegebenen Randbedingungen)
gibt und dass die zugehorigen Eigenfunktionen uj, ein
"vollstandiges System” bilden, d.h. gutartige Funktionen u(x)
konnen als u(x) = Y77 cpun(x) zerlegt werden.
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Begriffe aus der Funktionalanalysis |

Wir betrachten einen (unendlich-dimensionalen) komplexen
Vektorraum H mit einem Skalarprodukt. Fiir eine Menge
orthonormaler Vektoren ug,...,u, € H kann man jedes f € H
schreiben als f = fi; + | mit f” > i—o{uj, f)u;. Dann ist
(uj, f1) =0 fir alle j und (fi, f1) = 0 Insbesondere ist

1% = Zl up, £)1 + |12
j=0
Fiir jedes f im Aufspann der u; ist ||f — || > ||, || mit Gleichheit

nur fur f = f|. Es ist also f; der eindeutige Vektor im Aufspann
der u; mit dem kleinsten Abstand zu f.
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Begriffe aus der Funktionalanalysis Il

Insbesondere erhalt man die Besselsche Ungleichung
n
> W AP < IFI%,
j=0

mit Gleichheit nur falls f im Aufspann der u; liegt.
Man nennt eine (evtl. abzahlbar unendliche) Menge orthonormaler
Vektoren eine orthonormale Basis, wenn

11l =D {uj. )y

J

fur alle f € H gilt.
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Begriffe aus der Funktionalanalysis Il

Eine linearer Operator ist eine auf einem Untervektorraum
D(A) C H definierte lineare Abbildung

A: D(A) — H.
Der Operator heisst symmetrisch, wenn D(A) dicht in H liegt und
(g, Af) = (Ag, f)
fir alle f,g € D(A) gilt.

Eine Zahl z € C heisst Eigenwert von A, wenn es einen
Eigenvektor u € D(A) mit u # 0 gibt, fiir den

Au = zu

gilt.

Fiir einen symmetrischen Operator sind alle Eigenwerte reell und
Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.
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Begriffe aus der Funktionalanalysis IV

Ein beschrankter Operator A ist ein linearer Operator mit

|A]| :== sup [|Af]] < oo.
Ifl=1

Ein linearer Operator A heisst kompakt, wenn es fiir jede
beschrankte Folge f, € D(A) die Folge Af, eine konvergente
Teilfolge enthalt.

Jeder kompakte Operator ist beschrankt. Die Verkniipfung eines
beschrankten mit einem kompakten Operator ist kompakt.

Fur einen beschrankten Operator A ist der Betrag jeden
Eigenwertes hochstens ||A||.

Ein kompakter Operator A hat einen Eigenwert ag mit

o] = [|A]l-
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Begriffe aus der Funktionalanalysis V

Fiir einen kompakten, symmetrischen Operator A: H — H gibt es
eine Folge reeller Eigenwerte o — 0, deren zugehorige
Eigenvektoren u; eine orthonormale Menge bilden, so dass jedes

f € Bild(A) als
f= Z(Uj ,f)uj
J
zerlegt werden kann. Wenn Bild(A) dicht in H liegt, dann bilden
die Eigenvektoren eine orthonormale Basis.
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Sturm-Liouville-Gleichungen

Auf (a, b) C R! betrachten wir die DGL
—(p(t)x") + (q(t) — zr(t))x = 0 mit z € C. Diese ist mit
w(t) = p(t)x'(t) aquivalent zum System

1
~p(t)

W' = (q(t) — zr(£))x,

welches fiir auf (a, b) stetige Funktionen ﬁ, q(t), r(t) eindeutige
Losungen hat.
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Sturm-Liouville-Gleichungen via Funktionalanalysis |

Gegeben sei eine Sturm-Liouville-Gleichung. Wir wahlen fiir H den
Vektorraum der stetigen Abbildungen f: [a, b] — C und als
Skalarprodukt

b—
(f.e) = | FOe(e)r(e)ee.
a
Wir betrachten den linearen Operator

(LOE) = o5 (PO + ale)Fo)

der auf
D(L) = {f € C*([a, b],C)| cos af(a) — sinap(a)f’(a) = 0,cos Bf (b) — si

definiert ist.
Fir a = 0 erhalt man die Dirichlet-Randbedingung und fir « = 3
die Neumann-Randbedingung.
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Sturm-Liouville-Gleichungen via Funktionalanalysis I
D(L) liegt dicht in H.

Wenn f und g dieselben Randbedingungen erfiillen, dann ist
(g,Lf) = (Lg, f).

L ist also ein symmetrischer Operator.

L ist nicht beschrankt, erst recht nicht kompakt. Wir konnen den
Spektralsatz also nicht auf L anwenden. Stattdessen wollen wir
den Spektralsatz fiir das Inverse anwenden.
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Sturm-Liouville-Gleichungen via Funktionalanalysis Il

Sei z € C kein Eigenwert von L, dann ist L — z - Id invertierbar.
Wir konnen die inhomogene Gleichung Lf — zf = g losen und
dabei die Konstanten so wahlen, dass die Randbedingungen erfiillt
sind. Seien u,, up zwei solche Losungen.

Mit der Green-Funktion

G(z,t,x) = L{ up(z, t)us(z,s) t=>s }

W(z) | us(z,s)us(z,t) t<s

definieren wir die Resolvente

Ru(2)g(t) / G(z.t.5)g(s)r(s)ds,

die nach Konstruktion (L — zld)R;(z)g = g und
R.(z)(L — zld)f = f fiir alle f € D(L), g € H erfiillt.

Ri(z) ist ein kompakter Operator und fiir z € R ein symmetrischer
Operator.
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Sturm-Liouville-Gleichungen via Funktionalanalysis IV

Das Sturm-Liouville-Problem hat eine abzahlbare Menge von
Eigenwerten, die nur in oo einen Haufungspunkt haben. Die
entsprechenden Eigenfunktionen bilden eine orthonormale Basis fiir
H, d.h. jedes f € H kann als

o0

f= Z(un, flu,

n=0

zerlegt werden. Fiir f € D(L) ist diese Reihe gleichmaBig
konvergent.
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Fur
d2
dx2

und

D(L) = {f € C2([0,1],C)|(0) = £(1) =0}

hat man Eigenwerte (7n)? und Eigenfunktionen
Un(x) = V2sin(nmx).

Fiir f € D(L) erhdlt man gleichmaBige Konvergenz der
Fourier-Reihe.
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