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�¡ £¢�¤�¥$¦�§7¨7©«ª�¥�¬�§¡¤ ­�®�¯
®7 ±°O²�²�³z¦$´Lµ�¤¶µ¡¤�¨¸·7ª�¹B¬�º`³�¦�» ²M¼F¦$§*§¡½ ­�®*¾
­B À¿1¬�Á�·7ª�¹B§[³z¤Âµ�¤«¨ÄÃ-µ¡©1» ²;ÅB¦�§[§¡½ ­¡­��
Æ  ÀÇM¹B³�Èc§¡¤B³ÊÉÂ³z¥�¹B§7¨ ­¡­*®
¯7 ÀË;Ì[Å«³�¦�Í`§¡Î�¬�ª/È>µ�²4³ ­¡­ Æ
ÏB £ÐFµ�¦$¬�µ¡ÍBÎ�³ÊÈc©B¦$Ñvµv¥�©�¦�³�È>µ¡²�³ ­¡­�Ï
¾[ £ÐFµ�¦$¬Ò½�§�Î�¨B²lµ¡¤�¨ÔÓ�Î�µv¥OÈc¹«µ�¬�¤�² ­ Æ �
ÕB ÀË;¬�Ö¡¹B³�¦4×�Ø@¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡ÎtÉÙ¬�¤B¬�´Lµ�Î�·7©BÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨B² ­ Æ ­
ÚB ÀÇM¹B³�È>µ�Î�¬�ÍB¦�µv¥$¬�§�¤ÔÉÙ³&¥�¹�§[¨ ­ Æ Ï
��Û� ÝÜÞ³�µ�ß¶¢R²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª@¢�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥$¬�³�² ­ Æ ¾
�¡�� áÉÂ§7¨7¬�â�³�¨ÔÐ�§¡Î�©B´�³ ­�¯B�
��®B áãl³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³ä¢R²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªQ¢�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ ­�¯¡­
��­� áå;³�Ö�µv¥$¬�Ñ�³zÎ�ÌÔÈc©B¦$Ñ¡³�¨¶·[©B¦�½�µ¡ªz³�² ­�¯¡Ú
� Æ  Ý¢R²4§[³�¤B³z¦$Ö¡ÌL¢�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥$¬�³�² ­¡Ï��
ãl³z½�³z¦$³z¤�ªz³�² ­¡Ï[¾

æ`çLè&étêzëvì1íïî�ð¡ê�ñ�ì«é
ÇM¹B³L¹B¬�²4¥�§¡¦$ÌÙ§¡½c¥$¹B³L¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª�ÅB¦$§¡Í�Î�³�´áÍ«³�Ö¡¬�¤�²äòl¬�¥�¹ó¬�¥$²/Î�³zÖ�³z¤�¨Bµ¡¦�ÌÂ§�¦�¬�Ö¡¬�¤�²O¬�¤

¥$¹B³�¼F¦$§¡Í�Î�³�´ô§¡½cõQ©B³z³�¤öØ@¬�¨7§«Á«¥$§¡Î�¨¸Í[ÌÔÐQ¬�¦$Ö¡¬�ÎC¬�¤Ù¥$¹B³�÷Qøzù`øzú�ûv QØQ¬�¨7§HòMµ¡²QµL¼F¹B§[³z¤�¬�ªz¬�µ¡¤
ÅB¦$¬�¤�ª&³�²�²M½�¦$§¡´ü¥�¹B³�ª&¬�¥RÌ¶§¡½�ÇcÌ[¦�³� >·[¹�³/ý�³�¨¸Í[Ì¸²4¹�¬�Å¸½�¦$§¡´ôÇ-Ì[¦$³/òl¹B³z¤Ùþä¬�¤BÖL¼FÌ[Ö¡´Lµ¡Î�¬�§¡¤1Á
¹B³�¦ï¥RÌ*¦�µ�¤�¤B¬�ª�µ�Î�ÍB¦�§¡¥�¹B³�¦�Áv´�©B¦�¨7³z¦$³�¨�¹B³z¦ï¹[©�²4Í«µ�¤�¨Ê¥�§ä©�²�©B¦�Å�¹B³z¦ïÅ`§�²$²4³�²�²�¬�§�¤�²� 1Üÿ¹B³z¤�ØQ¬�¨7§
µ¡¦�¦$¬�Ñ�³�¨H¬�¤��;½�¦�¬�ªzµÄµ�¥l¥�¹B³�²4¬�¥�³/¥$¹�µv¥Qò>µ�²M¥�§LÍ`³�ªz§¡´�³�È>µ�¦�¥�¹«µ�Ö¡³�ÁB²4¹�³�²4§�©BÖ¡¹*¥M¥�§HÅB©B¦�ª�¹�µ¡²�³
Î�µ�¤�¨ó½�¦�§�´±¥�¹B³Ô¤�µv¥$¬�Ñ�³�²�  ÇM¹B³zÌD¥$§¡Î�¨ ¹B³�¦�¥$¹B³zÌóò>§¡©�Î�¨ ²4³�Î�ÎM§¡¤�Î�Ìóµ¡²�´�©�ª�¹ Î�µ�¤�¨ µ¡²�²4¹�³
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ªz§¡©BÎ�¨Ù²�©B¦�¦$§¡©�¤�¨Âòl¬�¥�¹DµHÍB©�Î�Î�» ²O¹B¬�¨7³� �·[¹B³Lµ¡ª�ª&³zÅB¥�³�¨Â¥�¹B³�¥�³�¦�´L²äµ�¤«¨Â´Lµ¡¨7³�¥�¹B³�´�§�²4¥ä§�½
¥$¹B³¶²�¬Ò¥$©�µv¥$¬�§�¤1 ÙÓï¬�¦�²4¥�²4¹�³H¹�µ�¨D¹B³z¦�Å«³�§¡ÅBÎ�³¶ªz©7¥�µÂÍ�©BÎ�Î�» ²�¹B¬�¨7³Ä¬�¤*¥�§ö¥�¹B¬�¤ ²4¥�¦$¬�Å�²�µ�¤�¨ ¥$¬�³
¥$¹B³z´£¥�§¡Ö�³&¥$¹B³z¦O¥�§¸½�§�¦�´ÀµÔ²�¬�¤BÖ¡Î�³¡Á�Ñ¡³z¦$ÌÂÎ�§¡¤BÖ«ÁCª&Î�§�²�³�¨ ª&§�¦$¨� LÇM¹B³�¤1ÁCÍ[Ìö²�¹B³�³z¦/¬�¤�¥$©B¬�¥�¬�§¡¤1Á
²�¹B³O¦�³�µ¡²�§¡¤B³�¨�¥�¹�µ�¥@²4¹�³Oªz§¡©BÎ�¨H³�¤�ª&§�´�Å�µ¡²$²c¥�¹B³ä´�§�²4¥Mµ¡¦�³�µ�Í[ÌÄ²�¹�µ�Å�¬�¤BÖ�¥�¹�³Êª&§¡¦�¨Ä¬�¤*¥�§�¥�¹B³
ªz¬�¦�ª&©B´�½�³�¦�³�¤�ª&³Ê§¡½-µÄª&¬�¦�ª&Î�³¡ ;¢�¤Â¥$¹B¬�²QòMµeÌ¶²�¹B³�µ¡ªzà*©B¬�¦$³�¨ÂµLÎ�µ�¦$Ö¡³�¦;ÅB¬�³�ª&³�§�½FÎ�µ�¤�¨Â¥�¹�µ¡¤ö²4¹�³
¹�µ�¨¶ªz§vÑ¡³z¥�³�¨1 

Ë;³�¦�³�Î�³&¥Ê©�²/µ�¨B¨Þ§¡©B¦/§vòl¤ö½�µ�ÍBÎ�³�¥�§Â¹B¬�²R¥$§¡¦$Ì
�OØQ¬�¨B§Âò>µ�²@¥$¹[©�²/µ�ÍBÎ�³�¥�§¸Î�³�µ¡¨ µ¸ª&§�´�×
½�§�¦4¥�µ�ÍBÎ�³LÎ�¬�½�³Ô¬�¤D¥$¹B³HÍB¬�ÖöÎ�µ�¤«¨D¤B§vò ªzµ�Î�Î�³�¨��>Ì[¦$²$µB ��>©7¥�¹�³z¦�Å`³�µ�ª&³z½�©BÎcÎ�¬�½�³¶¨7¬�¨ó¤B§¡¥�Î�µ¡²4¥
Î�§¡¤BÖ��«þä¬�¤BÖL¼FÌ[Ö¡´Lµ¡Î�¬�§¡¤1Á«ò>µ¡¤*¥�¬�¤BÖ�³zÑ¡³�¦;´�§¡¦$³/Å«§vò>³z¦Qµ�¤�¨¸Î�µ�¤�¨1Á�¬�¤*Ñvµ�¨7³�¨öÈ>µ¡¦4¥$¹�µ�Ö�³¡Á�µ¡¤�¨
õQ©B³�³z¤�Ø@¬�¨7§Oò>µ�²C½�§�¦$ªz³�¨Ê¥�§Qý�³z³lµ�Ö*µ�¬�¤1 CÇM¹B¬�²ï¥�¬�´�³l²4¹B³M¨7³�ª&¬�¨7³�¨�¥�§O´�§vÑ¡³c¥�§OÜÞ§�¤�¨7³z¦$Î�µ�¤�¨�Á
òl¹B³�¦�³äÅ`³z§�ÅBÎ�³�¬�¤B¹«µ�ÍB¬�¥@µ�ÍB¬�ÖÄ²4§*µ�Å¶â�Î�´���´�¬�¤B¬�´�µ¡Î�²�©B¦�½�µ¡ª&³��� -ÇM¹�³z¦$³Ê²4¹B³/Å�©B¦$ª�¹«µ¡²�³�¨¶Î�µ¡¤�¨
²�©B¦$¦�§�©B¤�¨7³�¨DÍ*ÌD¥$¹B³¸²�µ¡´�³¸ª&§�¦$¨ó¥�¹�µ�¥�²�¹B³Ô¹�µ¡¨ ©�²4³�¨ ¬�¤ È>µ¡¦4¥$¹�µ�Ö�³¡  �;¤�¨ÿõQ©B³z³�¤ ØQ¬�¨7§
µ�²4ß�³�¨�¹B³�¦$²�³zÎ�½�òl¹B³&¥$¹B³z¦>¹B³z¦>Î�µ�¤�¨L¬�¤ÄÜ §¡¤�¨B³z¦$Î�µ¡¤�¨LòMµ¡²FÍ�¬�Ö�Ö¡³z¦-¥�¹�µ¡¤L¥�¹«µv¥c¬�¤ÔÈ>µ¡¦4¥$¹�µ�Ö�³¡ z � 

ÇM¹B³@â�¦$²4¥-ÅB¦$§[§�½`¥�¹�µ�¥>ØQ¬�¨B§�´Lµ¡¨7³;¥�¹B³Q§¡Å7¥$¬�´�©B´5ª�¹�§¡¬�ª&³;¬�¤ÔÈ>µ�¦�¥�¹«µ�Ö¡³lµ¡ÅBÅ«³�µ�¦�²�¬�¤L¥�¹B³
ªz§¡´�´�³z¤*¥$µ¡¦�Ì/§¡½�ÇM¹�³z§¡¤�¥$§/¼�¥�§�Î�³�´�Ìt» ²>÷ �"!$#&%�ø('*)�µ�¤�¨�¬�¤�¥$¹B³@ªz§¡Î�Î�³�ª�¥�³�¨�òc§�¦�ß7²ï§�½�¼�µ�ÅBÅ�©�²z 
ÇM¹B³Êµ¡©7¥�¹�§¡¦l§�½�¥�¹B³�ÅB¦�§[§¡½�¬�² +`³z¤�§[¨B§¡¦$§�²� ïË@§vòc³�Ñ¡³z¦�Á,+`³z¤�§[¨B§¡¦$§�²�»*Å�¦�§[§�½�²4¥�¬�Î�ÎCªz§¡¤*¥$µ¡¬�¤�³�¨Ôµ
Ö*µ�ÅÊ¥$¹�µv¥�òMµ¡²P¤B§¡¥Pâ�Î�Î�³�¨�¬�¤�©�¤�¥$¬�Î[¥$¹B³;²�³�ª&§�¤�¨Ê¹«µ�Î�½`§¡½�¥�¹�³>¤�¬�¤B³z¥�³�³z¤*¥�¹Lª&³�¤*¥�©B¦$Ì¡  � ¦�¬�Ö¡§�¦�§�©�²
´Lµv¥$¹B³z´Lµ�¥�¬�ªzµ�Î-ÅB¦�§[§¡½>òMµ¡²/Ö�¬�Ñ�³z¤óÍ[ÌöÜ ³z¬�³z¦�²4¥�¦�µ¡²$²/¬�¤ó¹�¬�²�Î�³�ª�¥�©�¦�³�²Êµv¥Ê¥$¹B³.-@¤B¬�Ñ¡³z¦�²�¬Ò¥RÌÞ§�½
�>³z¦$Î�¬�¤0/21�354� 6�>©7¥@ØQ¬�¨B§�» ²MÜÞ§�¤�¨7³z¦$Î�µ�¤�¨Ôà*©B³�²4¥�¬�§¡¤Ô¹�µ¡²M¤�§�¥;Í`³z³z¤Âªz§¡´�ÅBÎ�³&¥�³�Î�Ì¶²4³z¥4¥�Î�³�¨ÔÌ�³&¥� 

ÇM¹B¬�²PÅ�µ�Å`³z¦Fªz§¡¤�ªz³z¦$¤�²�õQ©B³z³�¤�ØQ¬�¨B§�» ²P¤B³zò ÅB¦�§�ÍBÎ�³z´¸ �Ü ³Mòl¬�Î�ÎB²�©B´�´�µ¡¦�¬87z³>¥$¹B³M¦�³�²4©BÎ�¥$²
²�§/½�µ�¦>§¡ÍB¥$µ�¬�¤B³�¨LÍ[Ì�¥$¹B³äµ�©7¥$¹B§¡¦Mµ�¤�¨Ä§�¥�¹�³z¦�²zÁ[µ�¤�¨Äòl¬�Î�ÎtÅB¦�³�²4³�¤*¥c²4§�´�³@¤B³�ò ¦�³�²4©�ÎÒ¥�²z PÉÙµ�¤[Ì
ß[¬�¤�¨B²�§¡½t´�¬�¤B¬�´�µ¡Î«²�©BÍB´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨B²-òl¬�Î�Î�Í`³@¨7³�µ�Î�¥-òl¬�¥�¹Äµ�¤«¨�Ñeµ¡¦�¬�§¡©«²P¥RÌ[Å«³�²F§�½t¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª
¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥�¬�³�²>½�§�¦M¥�¹B³�´üòl¬�Î�ÎCÍ«³/¬�¤*¥�¦$§[¨B©�ª&³�¨� 

õQ©B³�³z¤ÂØ@¬�¨7§«» ²;ª�¹«µ�¦�µ¡ª�¥$³z¦$¬97�µv¥$¬�§�¤Ä§�½ï¥�¹B³�ª&¬�¦$ªzÎ�³ä¬�²l´�§�²4¥@²4©�ª�ª&¬�¤�ª�¥$Î�Ì¶³(:7ÅB¦$³�²$²4³�¨H¬�¤Ô¥�¹B³
¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª@¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ

4πA ≤ L2,
òl¹B³�¦�³

A
¬�²>¥$¹B³/µ�¦$³�µ�³z¤�ªzÎ�§*²4³�¨ÄÍ[ÌHµ�ª&©B¦$Ñ¡³

C
§�½ïÎ�³�¤BÖ�¥$¹

L
ÁBµ�¤�¨Hòl¹B³z¦$³O³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÄ¹B§¡Î�¨B²>¬�½

µ¡¤�¨Ä§�¤BÎ�ÌL¬�½
C
¬�²lµ�ª&¬�¦$ªzÎ�³� ïÇM¹�³Qâ«¦$²4¥>¦$³�²�©BÎ�¥>¬�¤Ô¦�³�Ö�µ�¦�¨�¥�§�ØQ¬�¨7§«» ²M¤�³zò ÅB¦$§¡Í�Î�³�´ ¬�²M¨7©B³O¥$§

È>µ¡¦�Î�³z´Lµ�¤0/";=<>4�òl¹B§Ä²�¹B§vò>³�¨¶¬�¤D��Ú*®7�O¥�¹«µv¥@¬�½
S
¬�²;µL¨7¬�²�ßÄ¥RÌ[Å«³�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©B¦�½�µ¡ª&³/¬�¤

R
n

òl¬�¥�¹Âµ�¦$³�µ
A
µ�¤«¨HÅ`³z¦$¬�´�³z¥�³z¦

L
Á7¥�¹B³�¤

�4�*?«���
4πA ≤ L2

òl¬�¥�¹Ù³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌÔ¬�½cµ�¤�¨Ù§¡¤BÎ�Ì¸¬Ò½
S
¬�²Oµ�ý«µv¥/¨7¬�²4ßt Q¢�¤Ù§�¥$¹B³z¦Qòc§�¦$¨B²�Á1õQ©B³z³�¤ÙØ@¬�¨7§�» ²QÎ�µ¡¤�¨Â¬�¤

Ü §¡¤�¨B³z¦$Î�µ¡¤�¨L¬�²>²�´Lµ�Î�Î�³�¦-¥$¹�µ�¤H¥�¹�µ�¥l¬�¤ÂÈ>µ�¦�¥�¹�µ¡Ö¡³¡ PÇM¹B³�¤H¬�¤ö��Ú�­¡­@�>³�ª�ß¡³z¤[Í�µ�ª�¹Äµ�¤�¨¶ã;µ¡¨�A
/ BDCE4PÖ�³z¤B³�¦$µ¡Î�¬87z³�¨öÈ>µ�¦$Î�³�´Lµ�¤1» ²;´�³&¥$¹B§7¨öµ¡¤�¨ö²�¹B§vò>³�¨Ô¥�¹«µv¥

4πA ≤ L2 ¹B§¡Î�¨B²Oµ�Î�²4§H½�§¡¦äµ
¨7¬�²�ßÂ¥RÌ[Å«³H²�©B¦�½�µ¡ªz³�§¡½>¤�§¡¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³GFäµ�©�²$²4¬�µ�¤Dª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³¡ Äå;§¡¥�³�¥$¹�µv¥Ê´�¬�¤B¬�´Lµ¡Îc²�©B¦4½�µ�ª&³�²
¹�µeÑ�³Q¤�§¡¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³@Fäµ�©�²$²4¬�µ�¤Ôª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³� 

¢
¥�ò>§¡©�Î�¨ó²�³z³�´ µ�¥Êâ�¦�²R¥�Ö�Î�µ¡¤�ª&³Ä¥�¹�µ�¥�È>µ�¦$Î�³�´Lµ�¤1ÁH�>³�ª�ß¡³�¤[Í�µ¡ª�¹Dµ�¤�¨ ã;µ¡¨>A«» ²Ê¦�³�²4©BÎ�¥$²
ÅB¦$§vÑ[¬�¨B³@µ�ªz§¡´�ÅBÎ�³&¥�³O²4§�Î�©B¥�¬�§¡¤L¥$§LõQ©B³�³z¤HØQ¬�¨7§�» ²>¤B³zòÿÅB¦$§¡Í�Î�³�´ÔÁ[ÍB©B¥c¥$¹�µv¥M¬�²c¤B§¡¥-¥�¹�³Oª�µ¡²�³
½�§�¦�²�§¡´�³L¦�³�µ¡²�§¡¤1 ÂÇM¹B³¶¦�³�²R¥$¦�¬�ª�¥$¬�§�¤ ¥�§ö¨7¬�²�ßÞ¥RÌ[Å`³H²�©B¦4½�µ�ª&³�²Ê¬�²Ê¤B§¡¥�µÂ¤�µ�¥�©B¦�µ�Îc§¡¤B³� ÙÓB§¡¦
³I:7µ¡´�ÅBÎ�³�Á*µ�²4¬�´�ÅBÎ�³Oª&Î�§�²�³�¨Lªz©B¦�Ñ�³;¬�¤

R
3 ´LµeÌ�Í«§�©B¤�¨HµÊ´�¬�¤B¬�´Lµ�Ît²4©B¦�½�µ¡ªz³;§�½�¥$¹B³;¥RÌ[Å`³@§¡½Cµ

É�J�ÍB¬�©�²l²R¥$¦�¬�Å1Á7§�¦;µ�²�©B¦�½�µ¡ªz³Oòl¬�¥�¹¸¹B¬�Ö¡¹�³z¦lÖ¡³�¤[©�²z -°Q¤B³/ò>§¡©�Î�¨¶Î�¬�ß¡³O¥$§Lß*¤�§vò ¬Ò½
4πA ≤ L2

µ¡Î�²�§;¬�¤Ê¥�¹�§�²�³cªzµ�²4³�²z  � Å`§¡¬�¤*¥�ò>§¡¦�¥�¹Ê¤�§�¥�¬�¤BÖQòl¹B³z¤�§¡¤B³>¨7¦�§�Å�²ï²4¬�´�ÅBÎ�³Mª&§�¤B¤B³�ª�¥�¬�Ñ[¬Ò¥RÌä¬�²1¥$¹�µv¥
¥$¹B³;¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ

4πA ≤ L2 ¨7§[³�²-¤B§�¥>¹B§¡Î�¨�½�§¡¦cÖ¡³�¤B³z¦�µ�Î�²�©B¦�½�µ¡ªz³�²�§¡½1¤B§¡¤BÅ`§�²�¬�¥�¬�Ñ¡³ Fäµ¡©�²�²�¬�µ�¤
ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³¡ äÓB§�¦Q³I:7µ¡´�ÅBÎ�³�Á�§¡¤öµHÎ�§�¤BÖ¸ª&Ì[Î�¬�¤�¨7³�¦@¥$¹B³�Å«³�¦�¬�´�³&¥�³�¦Q¦$³z´Lµ¡¬�¤�²@â�:7³�¨öòl¹B¬�Î�³�¥�¹B³
µ¡¦�³�µHªzµ¡¤ÞÍ`³L´Lµ¡¨7³Lµ�²QÍ�¬�ÖÂµ¡²ä§�¤B³�òl¬�²�¹B³�²�  �;Î�²4§Ô§¡¤�³�ª�µ�¤Dª&§�¤�²R¥$¦�©«ª�¥/µ�¤ ³(:Bµ�´�ÅBÎ�³�òl¬Ò¥$¹
µÞ²4¬�¤BÖ¡Î�³HÍ`§¡©�¤�¨Bµ�¦$Ìóª&©B¦$Ñ¡³H©�²4¬�¤BÖDµÂý«µ�¥�¥$§¡¦$©�²I��¥$¹B³¸ª&§¡´�ÅBÎ�³z´�³�¤�¥�§�½Oµö²�´�µ¡Î�ÎM¨7¬�²4ßD¬�²�µ
¨7§�´Lµ�¬�¤Â§�½�Ö¡³�¤*©«²;§¡¤�³�§¡¤¸¥$¹B³Ê¥$§¡¦$©�²;òl¹�§�²�³ÊÅ«³�¦�¬�´�³&¥$³z¦Qª�µ�¤ÙÍ`³�´Lµ�¨7³�µ�¦$ÍB¬�¥�¦�µ�¦$¬�Î�Ì¶²�´Lµ�Î�Î� 
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�
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�
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¢�¤�Ñ[¬�³�ò §¡½«¥$¹B³�²�³l³(:Bµ¡´�Å�Î�³�²P¬Ò¥F¬�²F²�§¡´�³&¥$¹B¬�¤�Ö/§�½�µO²�©B¦$ÅB¦$¬�²�³>¥�¹�µ�¥c²4¬�´�¬�Î�µ�¦�³I:Bµ�´�ÅBÎ�³�²�ªzµ¡¤B¤B§¡¥
Í`³Oªz§¡¤�²4¥�¦$©�ª&¥�³�¨Äòl¬Ò¥$¹B¬�¤H¥�¹B³äª&Î�µ¡²$²c§�½1´�¬�¤�¬�´Lµ�Î�²�©B¦�½�µ¡ª&³�²z PÇM¹B¬�²>Î�³�µ¡¨B²c©�²-¥�§�¥�¹B³Q½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 

���B�B�����t�! �"*�
# �� ��%$'&)(+*-,vø=)/.�# )
4πA ≤ L2 0 *-(=#�ù�1E!�ú�ù�ú�!E# � '32�( 0 #54�øÊú�ù

R
n 6

ÇM¹B³Ä¨7¬87Äª&©BÎ�¥RÌö¬�¤ ¥�¹B¬�²/§�Å«³�¤ Å�¦�§�ÍBÎ�³�´á¬�²ä¥�¹�µ�¥/¥�¹B³L´�¬�¤B¬�´�µ¡Î-²�©B¦4½�µ�ª&³
S ⊂ R

n ´LµeÌ
¹�µeÑ�³Oµ¡¦�Í�¬Ò¥$¦$µ¡¦�Ì�¥$§¡Å`§¡Î�§¡Ö¡Ì�Á

∂S
´LµeÌH¹�µeÑ�³Q´�§�¦�³ä¥$¹�µ�¤¸§¡¤�³äªz§¡´�Å`§¡¤B³�¤�¥�²zÁ«µ�¤�¨

S
´�µeÌ¶¤B§�¥

Í`³Oµ¡¦�³�µÊ´�¬�¤B¬�´�¬87z¬�¤BÖ� FË@³z¦$³Oµ¡¦�³@¥Ròc§�µ�¦$Ö¡©�´�³�¤*¥$²còl¹B¬�ª�¹¶Ö¡¬�Ñ¡³O²4§�´�³O¬�¤�²4¬�Ö¡¹*¥M¬�¤*¥$§�òl¹[ÌL§¡¤�³
´�¬�Ö¡¹*¥Ê³(:7Å`³�ª�¥�¥�¹B³ÄªzÎ�µ�²�²�¬�ª�µ�Î�¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ �4�*?«���Q¥�§Ù¹B§�Î�¨Dµ¡Î�²�§¸§¡¤D´�¬�¤B¬�´Lµ�Î
²�©B¦�½�µ¡ª&³�²z �Èc§¡¤�²�¬�¨7³z¦Fµ/²�©B¦�½�µ¡ª&³

S ⊂ R
n ¥$¹�µv¥F¹«µ¡²�Î�³�µ�²R¥-µ¡¦�³�µOµ¡´�§¡¤BÖ/µ�Î�Î�²�©B¦�½�µ¡ª&³�²Pòl¬Ò¥$¹�¥�¹B³

²$µ�´�³-Í`§¡©�¤�¨Bµ�¦$ÌÊª&©�¦�Ñ�³
∂S
 �¿C³&¥P¬Ò¥�²�µ�¦$³�µlÍ`³

A
µ¡¤�¨Ê¬�¥$²PÅ`³z¦$¬�´�³z¥�³z¦

L
 �Óï¬�¦�²4¥�Á�²�©BÅBÅ`§�²�³-¥$¹�µv¥

∂S
¬�²Fªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨� P¿1³z¥

S′ Í`³l¥�¹�³;ª&§¡¤�³l§vÑ¡³z¦ ∂S òl¬Ò¥$¹�Ñ�³z¦�¥�³I:�µv¥-²�§¡´�³MÅ«§�¬�¤*¥-§¡½ ∂S  ïÇM¹B³z¤
S′ ¹�µ�²C¥$¹B³M²�µ¡´�³cÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì/µ�² S Á�µ¡¤�¨Ê¹�³z¤�ªz³-¬�¥$²Pµ�¦$³�µ A′ ¬�²ï¤B§¡¥�Î�³�²$²�¥�¹�µ¡¤ A   �>©7¥F²4¬�¤�ª&³c¬Ò¥¬�²Fµ/ª&§�¤B³¡Á

S′ ª�µ�¤�Í«³Q¨7³zÑ�³zÎ�§¡Å`³�¨�¬�¤
R

2 §�¤*¥�§Êµ/¨7§�´�µ¡¬�¤ D ⊂ R
2 Á¡Å�¦�³�²4³�¦�Ñ[¬�¤BÖä¬Ò¥�²-µ�¦$³�µäµ¡¤�¨

Å`³z¦$¬�´�³z¥�³z¦� 5�>Ì/¥$¹B³lª&Î�µ¡²$²4¬�ªzµ¡Î�¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªc¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ/¬�¤�¥�¹B³MÅBÎ�µ�¤B³�Á
4πA ≤ 4πA′ ≤ L2  

·[³�ª&§�¤�¨�Áv²4©�ÅBÅ«§*²4³
∂S

¬�²�¤B§¡¥Pªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨�Ávµ�¤«¨ÊÎ�³&¥
C1, . . . , Cn

Í`³-¥$¹B³>¨B¬�²4¥�¬�¤�ª�¥�ª&§�´�Å«§�¤B³z¤*¥$²
§¡½
∂S
Á
S1, . . . , Sn

¥�¹B³HØQ§¡©�Ö¡Î�µ¡² ?[ã;µ�¨>AÂ²4§�Î�©7¥$¬�§�¤�²/òl¬�¥�¹
∂Si = Ci

Á
Ai

¥$¹B³Hµ�¦$³�µ¸§¡½
Si
Á

µ¡¤�¨
Li

¥�¹�³¶Î�³z¤BÖ¡¥�¹ §�½
Ci
 óÇM¹B³�¤

S1 ∪ · · · ∪ Sn
¹�µ¡²�¥�¹�³Ô²$µ�´�³HÍ`§¡©�¤�¨Bµ�¦$Ìóµ¡²

S
Á-µ¡¤�¨

¹B³�¤�ª&³Ô¬�¥$²�µ�¦$³�µ
A1 + · · · + An

¬�²�¤�§�¥�Î�³�²�²�¥�¹«µ�¤
A
  �>©7¥�Í[ÌD¥�¹B³Ôâ�¦�²R¥Lµ�¦$Ö¡©�´�³�¤*¥�½�§¡¦

³�µ¡ª�¹
Si
Á
4πAi ≤ L2

i

Ácµ�¤�¨ ²4§
4πA ≤ 4π(A1 + · · · + An) ≤ L2

1 + · · · + L2
n ≤ L2  

ÇM¹B³�²4³/µ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥$²�Á7©B¤7½�§�¦4¥$©B¤�µv¥$³zÎ�Ì¡ÁBµ¡¦�³äÑvµ�Î�¬�¨Ô§�¤BÎ�ÌÄ½�§¡¦;µ�¦$³�µ�´�¬�¤B¬�´�¬87z¬�¤BÖÄ²�©B¦4½�µ�ª&³�²zÁ[òl¹B¬�Î�³
¬�¤Â°QÅ`³z¤¸¼F¦$§¡Í�Î�³�´á�¡ ��

S
¬�²lµ�¤¸µ�¦$ÍB¬�¥�¦�µ�¦$ÌL´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©B¦�½�µ¡ªz³¡ 

91ç;:=<><@?*ë-A < é < éïí 1 ðCBïñ/DE?*ë%F8<HGäëvì1ì�I
Óï¬�¦�²4¥>ò>³@¥�µ�ß�³Oµ�Î�§[§�ßÄµv¥>¥�¹B³ä¹B¬�²R¥$§¡¦$Ì�§�½C¥$¹B³ä¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª@¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌL§�½�µ�´�¬�¤B¬�´Lµ�Î

²�©B¦�½�µ¡ª&³>¬�¤�²�Å�µ�ª&³¡ FÈ>µ�¦$Î�³z´Lµ�¤./2;D<>4«©�²4³�¨�ªz§¡´�ÅBÎ�³(:�½�©B¤�ª�¥$¬�§�¤�¥�¹B³�§¡¦$ÌÊ¬�¤¸��Ú�®7�c½�§¡¦P¥$¹B³lÅB¦$§[§�½
§¡½ �R�(?«� �& D¢�¤ ��Ú*¯�ÚÙã;³z¬�¨ / C ? 4lÅB¦�§vÑ�³�¨ �4�*?«���/½�§�¦�µÞ´�¬�¤B¬�´Lµ�Îl²�©B¦4½�µ�ª&³Äòl¬�¥�¹ ª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨
Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌL¬�¤

R
3  FË;¬�²lÅB¦$§*§¡½�¬�²MÍ�µ¡²�³�¨¶§¡¤¸Üÿ¬�¦4¥$¬�¤�Ö¡³z¦�» ²c¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ
�

��® ?«��� ∫ 2π

0

(dy
dt

)2

dt ≥
∫ 2π

0

y2dt,

òl¹B³�¦�³
y(t)

¬�²�µÙ²�´�§*§¡¥�¹D½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤ òl¬Ò¥$¹ Å«³�¦�¬�§7¨
2π

µ�¤«¨ ∫ 2π

0
y(t) dt = 0

 öÇM¹B¬�²ÊÅ�¦�§[§�½
òMµ¡²O³(:[¥$³z¤�¨7³�¨DÍ[ÌöË@²�¬�©�¤BÖ�/ J < 4F¥�§

R
n ¬�¤9��Ú¡Ï��¡ LÇM¹B³z¤D¬�¤ ��Ú*¾¡¯Hµ¸Å�¦�§[§�½>§�½G�R�(?`���Oò>µ�²

§�Í7¥$µ¡¬�¤B³�¨LÍ[ÌH°O²�²�³z¦$´Lµ�¤ ?B·7ª�¹B¬�º`³�¦ / : 1
4`½�§¡¦Mµ�¨B§¡©BÍBÎ�ÌÄª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨L´�¬�¤�¬�´Lµ�Î�²�©B¦�½�µ¡ª&³@¬�¤
R

3Á
µ¡¤�¨�¬�¤Ô��Ú*¾�¾MÍ[Ì�Ó�³z¬�¤*Í`³z¦$Ö$/ K ? 4�½�§¡¦�µä¨7§¡©BÍ�Î�Ì�ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎB²�©B¦�½�µ¡ª&³>¬�¤

R
n  ï¢�¤Ô��Ú¡Õ�­

¿C¬"?B·7ª�¹B§[³z¤ ?*Ã-µ�©�ÅB¦$§vÑ¡³�¨ �4�*?t� �ï½�§�¦cµÊ´�¬�¤B¬�´�µ¡Î`²�©B¦�½�µ¡ªz³;òl¬Ò¥$¹L¥Rò>§ÊÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì�ª&§�´�Å«§�¤B³z¤*¥$²
¬�¤

R
3   �;¤«¨Þ¬�¤ ��Ú¡Ú�ÛL¥�¹�³�µ¡©7¥�¹�§¡¦$/2; æ 4FÖ�µeÑ¡³�µHÅ�¦�§[§�½-½�§¡¦/µH´�¬�¤B¬�´�µ¡ÎF²4©�¦4½�µ�ª&³�òl¬�¥�¹Þ¥Rò>§

Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌÄª&§�´�Å`§¡¤�³z¤*¥$²M¬�¤
R

n  
¢�¤ ¥$¹B¬�²Â²4³�ª�¥�¬�§¡¤ òc³D²4¹«µ�Î�ÎOÖ�¬�Ñ�³Þµ ÅB¦$§*§¡½/½�§¡¦Âµ ´�¬�¤B¬�´Lµ�Î/²4©�¦4½�µ�ª&³öòl¬�¥�¹ ª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨

Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌL¬�¤
R

n  ��@Î�²�§H°O²�²�³z¦$´Lµ�¤¶µ¡¤�¨Â·7ª�¹B¬�º`³�¦�» ²M¦$³�²�©BÎÒ¥lòl¬�Î�ÎCÍ«³/§�©7¥�Î�¬�¤�³�¨� 
¿1³z¥

S
Í«³�µ�¤ µ�¦$ÍB¬Ò¥$¦$µ¡¦�ÌÔ²4©�¦4½�µ�ª&³�¬�¤

R
n  ä¢
½ ~H ¬�²@¥�¹�³�´�³�µ�¤öªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³�Ñ�³�ª�¥$§¡¦Q§�½

S
Á

µ¡¤�¨H¬�½
x
¬�²M¥$¹B³/Å`§�²�¬Ò¥$¬�§�¤¶Ñ�³�ª�¥$§¡¦�Á*¥�¹B³�¤¸µ�Ö�³z¤B³�¦$µ¡Ît½�§¡¦$´�©BÎ�µÊ½�§�¦M¥�¹B³Êµ¡¦�³�µ

A
§¡½
S
¬�²

��® ?[® �
2A = −

∫

S

〈x−p, ~H〉 +

∫

∂S

〈x−p, ν〉
òl¹B³�¦�³

p ∈ R
n ¬�²�µ�¦$ÍB¬�¥�¦�µ�¦$Ì¡ÁCµ¡¤�¨

ν
¬�²/¥�¹B³¶§¡©7¥RòMµ�¦�¨ö©�¤B¬Ò¥�ª&§¡¤�§¡¦$´�µ¡ÎP¥�§

∂S
§¡¤

S
Áï¬�  ³¡ �Á

¥$¹B³/¤B§¡¦$´Lµ�Î�¥$§
∂S

òl¹B¬�ª�¹Â¬�²M¥$µ¡¤BÖ¡³�¤�¥l¥$§
S
 cÇM¹�¬�²;½�§¡¦$´�©BÎ�µ�¬�²QµL²4Å`³�ªz¬�µ¡ÎCªzµ�²4³ä§�½P¥$¹B³/â�¦�²R¥

Ñvµ�¦$¬�µv¥�¬�§¡¤ ½�§¡¦$´�©BÎ�µ §�½/µ�¦$³�µ�Á-©�²�¬�¤�ÖÞ¥$¹B³ÂÑvµ�¦$¬�µ�¥�¬�§¡¤ â�³zÎ�¨9§�½O¥�¹B³ó�z×�Å«µ�¦�µ�´�³&¥$³z¦�½�µ�´�¬�Î�Ì §�½



����� �������
	���

�����������

¹B§�´�§�¥�¹�³&¥�¬�ªO³(:7Å�µ¡¤�²4¬�§¡¤«²>µ¡Í«§�©7¥
p
 �ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

4πA ≤ L2 − 2π

∫

D

〈x−p, ~H〉,
òl¹B¬�ª�¹�¬�²ï¥$¹B³;¨7³�²�¬�¦�³�¨�¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª-¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ/½�§�¦Fµ@´�¬�¤B¬�´�µ¡Î�²�©B¦4½�µ�ª&³

S
Á¡¬�½tòc³Mªzµ¡¤�²�¹B§vò

��® ?*­ �
2π

∫

∂S

〈x−p, ν〉 ≤ L2.

°O²$²4³�¦�´Lµ¡¤óÖ�µeÑ¡³ÔµöÅ�¦�§[§�½Q§�½;¥$¹B¬�²�¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌD¬�¤ / :¸æ 4�ÁcÅ1 9®¡Û¡ÚB  �Q²Lµö´Lµv¥�¥�³�¦�§¡½;½�µ¡ª&¥�Á
ò>³Äªzµ¡¤óÅB¦�§vÑ�³�¥�¹�µ�¥Ê¥�¹�¬�²�¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ ¬�²�µÙªz§¡¤�²�³�à*©B³�¤�ª&³L§¡½lµ¡¤ó¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª�¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ
ÅB¦$§vÑ[¬�¨B³�¨

p
¬�²�µÂÅ`§¡¬�¤*¥�§¡½

∂S
µ¡¤�¨

∂S
¬�²�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨1 ÙÇC§ ²4³�³Äòl¹[Ì¡ÁPÎ�³z¥

η
Í`³Ä¥�¹�³H©B¤B¬�¥

¤B§�¦�´Lµ¡Î�¥$§
∂S

òl¹B¬�ª�¹Ô´�µ¡ß¡³�²F¥$¹B³/²4´Lµ�Î�Î�³�²4¥Mµ¡¤BÖ¡Î�³@òl¬�¥�¹
x−p µ�´�§¡¤BÖ�¥�¹�³O¤�§¡¦$´�µ¡Î�²-¥�§ ∂S  ÇM¹B³�¤ 〈x−p, ν〉 ≤ 〈x−p, η〉 µ�¤«¨¶¹�³z¤�ªz³

2π

∫

∂S

〈x−p, ν〉 ≤ 2π

∫

∂S

〈x−p, η〉.
Ó�¦�§�´ ¥�¹B³Ê¨B³&â�¤B¬�¥�¬�§¡¤¸§¡½

η
¬�¥;¬�²M¤B§�¥@¨7¬87Äª&©BÎ�¥l¥�§Ä²�³z³O¥$¹�µv¥

1
2

∫

∂S

〈x−p, η〉 = Area(p××∂S),

òl¹B³�¦�³
p××∂S ¬�²ï¥�¹�³;ª&§¡¤�³>òl¹�¬�ª�¹�¬�²ï¥$¹B³l©B¤B¬�§¡¤�§�½«¥�¹B³lÎ�¬�¤B³l²4³�Ö¡´�³z¤*¥$²ï½�¦$§¡´ p

¥$§O¥�¹B³lÅ`§¡¬�¤*¥$²
§¡½
∂S
  ÇM¹�³z¦$³&½�§¡¦$³ ��® ?*­ �L½�§�Î�Î�§vò;²H½�¦�§�´ ¥�¹B³D¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªÙ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ §�½Ê¥$¹B³DÅBÎ�µ¡¤�µ�¦

¨7§�´Lµ�¬�¤ §�Í7¥$µ¡¬�¤B³�¨ Í[Ì ¨B³zÑ¡³�Î�§�ÅB¬�¤BÖ
p××∂S §¡¤

R
2   å;§¡¥�³Â¹B³�¦�³Ô¥�¹«µv¥Ä¬�¤9Ö�³z¤B³�¦$µ¡Î

p××∂Sª�µ�¤B¤B§¡¥1Í«³>¨7³zÑ�³zÎ�§¡Å`³�¨O§¡¤*¥$§@µlÅBÎ�µ�¤�µ¡¦C¨7§�´�µ¡¬�¤ä¬�½
p
¬�²1¤B§¡¥1½�¦�§�´

∂S
§¡¦
∂S

¬�²C¤B§¡¥�ª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨� 
ÇM¹B¬�²cß*¬�¤�¨H§�½1³�²4¥�¬�´Lµv¥$¬�§�¤Ä§�½�µ¡¤Ä¬�¤�¥$³zÖ�¦$µ¡Î�Í[Ì�¥�¹B³äµ�¦$³�µ/§�¦>µ¡¤BÖ¡Î�³;§¡½�µ�ªz§¡¤B³Qòl¬�Î�Î«Å�Î�µeÌLµÊß�³zÌ
¦$§¡Î�³Q¬�¤Ù·[³�ª&¥�¬�§¡¤ Æ ��²�³z³E� Æ ?«� �Mµ¡¤�¨0� Æ ?B® � �& 

Ü ³/¹�µeÑ¡³Q¥�¹[©�²lÅ�¦�§vÑ�³�¨L¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 
��� ���!���
# ®7 �� $�� 0 S ú '@#$!�ú�ù�ú�!E# ��' 2�( 0 #54$øÊú�ù

R
n � ú�)�. 4+*�ù�ùtø+4I)�ø$û	�+* 27ù`û #-( 1�
6)/.Bøzù

4πA ≤ L2 6
·[©BÅ�Å«§*²4³¶¤B§vò ¥$¹�µv¥

S
¬�²Ê´�¬�¤�¬�´Lµ�ÎMµ�¤«¨D¹�µ¡²�µv¥�Î�³�µ�²R¥�¥Ròc§ÂÍ`§¡©B¤«¨Bµ�¦$Ì ªz§¡´�Å`§¡¤B³�¤�¥�²z 

¿C³&¥
∂S =

⋃
Ci
Á
Li = Length(Ci)

µ�¤�¨Ôª�¹B§[§�²�³äÅ«§�¬�¤*¥�²
pi ∈ Ci

 FÇM¹B³�¤¸Í*Ì0��®�?*­ �

��® ? Æ �
2π

∫

Ci

〈x−pi, ν〉 ≤ L2
i .

�>©7¥
��® ?[¯ � ∫

Ci

〈x−p1, ν〉 =

∫

Ci

〈x−pi, ν〉 −
∫

Ci

〈p1−pi, ν〉,
²�§Lª&§¡´�ÍB¬�¤B¬�¤�Ö ��® ? Æ �>µ�¤�¨ ��® ?[¯ �-òl¬�¥�¹���® ?7® �cÖ¡¬�Ñ¡³�²

��® ?*Ï �
4πA ≤

k∑

i=1

L2
i + 2π

k∑

i=2

∫

Ci

〈pi−p1, ν〉.

¢
½ï¥�¹B³/¬�¤*¥�³�Ö¡¦�µ�Î`¥�³�¦�´ ¬�¤���®�?*Ï �Mªz§¡©BÎ�¨HÍ`³/´Lµ¡¨7³ä¥$§�Ñeµ¡¤B¬�²4¹1Á7§�¤B³/ò>§¡©BÎ�¨HÖ�³&¥

��® ?7¾ �
4πA ≤

k∑

i=1

L2
i

òl¹B¬�ª�¹L¬�²c²4¥�¦$¬�ª&¥�Î�ÌL²R¥$¦�§�¤BÖ¡³�¦�¥�¹�µ¡¤
4πA ≤ L2  ï¢�¤Ä½�µ¡ª�¥ ��®�?B¾ �F¨7§[³�²c¹B§¡Î�¨�½�§¡¦>µ�¦$³�µä´�¬�¤B¬�´�¬87&×

¬�¤BÖ�²�©B¦�½�µ¡ªz³�²Fµ�²-ò>³@¹�µeÑ�³@²�³z³z¤¶µv¥-¥$¹B³@³�¤�¨L§¡½�¥�¹B³OÅB¦$³zÑ[¬�§�©�²-²�³�ª&¥�¬�§¡¤1 -°Q¤�¥$¹B³Q§¡¥�¹B³�¦c¹«µ�¤�¨�Á
��® ?7¾ �/¬�²�¤�§�¥�¥$¦�©�³H¬�¤ Ö¡³�¤B³z¦�µ�Î� DÈc§�¤�²�¬�¨7³�¦�µÞªzµv¥$³z¤B§�¬�¨�µ�Î>ò>µ¡¬�²4¥

S
Í`§¡©�¤�¨7³�¨ Í[Ì Å«µ�¦�µ�Î�Î�³�Î

ªz¬�¦�ª&Î�³�²-òl¹B¬�ª�¹H¬�²-¥�¹B³ .
* (�ú
�@*�ùÂòl¹B³z¤HÑ*¬�³zò>³�¨�½�¦$§¡´ µ�Å«§�¬�¤*¥
p
¬�¤Ä¥�¹B³Oµ :7¬�²c§�½�¥$¹B³Qª�µv¥$³z¤B§�¬�¨� 
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¢�¤9§�¥$¹B³z¦�ò>§¡¦�¨B²zÁF¥�¹B³Ùª�µv¥�³�¤B§¡¬�¨ ¬�²�¥$µ¡¤BÖ¡³�¤*¥�¥$§Þ¥$¹B³¸Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤9Ñ¡³�ª�¥$§¡¦�½�¦�§�´
p
µ�Î�§¡¤BÖÞ¥�¹B³

Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$Ì ª&¬�¦$ªzÎ�³�²�§¡½
S
  �>Ì /2;��CÁ-¼F¦$§¡Å`§�²�¬�¥�¬�§¡¤ �I4�Á

Area(S) = Area(p××∂S)
µ�¤�¨ ²4§

Area(S)
òl¬�Î�Î�Í«³�Ö¡¦$³�µ�¥�³z¦M¥$¹�µ�¤¸¥$¹B³�²�©B´ §�½P¥�¹�³�µ�¦$³�µ�²

Ai
§�½P¥�¹�³�¨7¬�²4ß7²;Í`§¡©�¤�¨7³�¨¸Í[Ì¶¥�¹B³

²�³zÅ�µ¡¦$µ�¥�³äª&¬�¦$ªzÎ�³�²z  �c©B¥;½�§¡¦;³�µ¡ª�¹Ô§�½ï¥�¹B§*²4³Ê¨B¬�²�ß7²lòc³/¹«µeÑ¡³
4πAi = L2

i

 >Ë;³�¤�ª&³G��® ?B¾ �c½�µ�¬�Î�²
¥$§�¹�§¡Î�¨� 

ãl³z¥�©B¦$¤B¬�¤BÖl¥�§D��® ?[Ï ��ÁeÎ�³&¥C©«²�¥�¹�¬�¤BßO§�½7Ö�³z§¡´�³z¥�¦$¬�ª�ªz§¡¤�¨7¬�¥�¬�§¡¤«²1©B¤�¨B³z¦1òl¹B¬�ª�¹ä¥�¹�³-¬�¤�¥$³zÖ�¦$µ¡Î
¥$³z¦$´ §�½ ��® ?*Ï ��ªzµ¡¤äÍ«³F´Lµ�¨7³P¥�§;Ñvµ¡¤B¬�²�¹1  � ©�²4³z½�©BÎ¡§�Í�²�³z¦$Ñeµ�¥�¬�§¡¤O¬�²1¥�¹B³F½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ�  �@ÅBÅBÎ�Ì[¬�¤BÖ
��® ?[® �F¥$§Äµ�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©B¦�½�µ¡ª&³

S
òl¬Ò¥$¹

∂S =
⋃
Ci

Ì[¬�³zÎ�¨B²
∫

∂S

〈p, ν〉 =

∫

∂S

〈x, ν〉 − 2A,

½�§�¦;µ�¤[Ì
p
 -·[¬�¤�ªz³ä¥�¹B³/¦$¬�Ö�¹*¥M¹«µ�¤�¨Ô²4¬�¨7³/¬�²M¬�¤«¨7³zÅ`³z¤�¨B³z¤*¥;§�½

p
Á7¬�¥l½�§¡Î�Î�§vò;²>¥$¹�µv¥

∑ ∫

Ci

ν =

∫

∂S

ν = 0.

�lª&¥�©�µ¡Î�Î�ÌL¥�¹�¬�²l¬�¤*¥�³�Ö¡¦�µ�Ît¬�²lª�µ�Î�Î�³�¨¶¥�¹B³��)2��Ô§�½
S
µ�Î�§¡¤BÖ

∂S
��²�³z³E/ K <>4CÅ1 FÕB���� 

��� ���!���
# ®7 r®�$ ��µ �	��ø()
S

��ø #�!�ú�ù�ú�!E# � ' 2�( 0 #54$øÄú�ù
R

n � ú�)�. ∂S =
⋃k

i=1 Ci
6 � 0

)/.Bø
� 2�� ∫
Ci
ν
* 0 S # �8*�ù %

Ci
, #vù«ú '�.Bø(' 0 *-(�ø�#�43.¸ú 
 )�.�ø&ù

4πA ≤
k∑

i=1

L2
i .

��Í��./ :Âæ 4���ø()
S

�$ø�# !�ú�ù�ú�!E# � ' 2�( 0 #�4�øÔú�ù
R

n � ú�)�. ) � * �+* 27ù`û #-( 1 4+* !���*vùtø&ù�) ' 
äú 6 ø 6 

∂S = C1 ∪ C2

6 � 0 ù�*�.�1
�Bø (����9#�ù`ø='zø��,#-( # )�ø*' C1
0 (+* ! C2


6)/.Bøzù

4πA ≤ L2
1 + L2

2.
���t�ï��� $@��µ �Ê½�§¡Î�Î�§vò;²�½�¦$§¡´ ��®�?*Ï ��²�¬�¤�ªz³

pi−p1
¬�²�µ ª&§�¤�²4¥$µ�¤*¥�Ñ¡³�ª&¥�§�¦�§�¤ ³�µ�ª�¹

Ci
 

ÇM¹B³Oý�©�: ∫
C1
ν = −

∫
C2
ν
´LµeÌL§¡¦l´LµeÌÄ¤B§¡¥MÍ`³Êµ 7z³�¦�§�Ñ¡³�ª�¥$§¡¦� �¢�¤Âµ�¤[ÌHª�µ¡²�³¡Á[Î�³&¥

Π
Í«³Êµ

¹[Ì[Å«³�¦�Å�Î�µ¡¤B³Qòl¹�¬�ª�¹¶¬�²M§�¦4¥$¹B§¡Ö�§¡¤�µ¡ÎB¥�§�¥$¹B³Oý�©>:¶µ¡¤�¨Ä¬�¤*¥�³z¦�²�³�ª�¥�²>Í«§¡¥�¹
C1

µ¡¤�¨
C2
 -Èc¹B§[§�²�³

p1 ∈ C1 ∩ Π
µ�¤�¨

p2 ∈ C2 ∩ Π
 FÇM¹�³z¤ 〈

p2−p1,
∫

C2
ν
〉

= 0
ÁB²4§���®�?*Ï �cÅB¦$§vÑ¡³�² ��Í��& 

�

·[©BÅ�Å«§*²4³�¥�¹�µ�¥äµH¹*Ì[Å`³z¦$ÅBÎ�µ�¤B³�²�³zÅ«µ�¦�µv¥�³�²
C1

½�¦�§�´ ⋃k
i=2 Ci

 OÇM¹�³z¤Ù¬�¥O¬�²Q³�µ¡²�ÌÔ¥�§Ô²4³�³
¥$¹�µv¥/¥$¹B³Lý�©>: ∫

C1
ν
§¡½
S
µ�Î�§¡¤�Ö

C1
¬�²Ê¤B§¡¤�7�³z¦$§� HÇM¹�¬�²�§¡Í�²�³z¦$Ñvµv¥�¬�§¡¤Dµ�¤«¨ ÇM¹�³z§¡¦$³z´ ®7 r®

Î�³�µ�¨Ä¥$§�¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 

���B�B� ���t�  �"���# ®7  ­�$�� 0 S ú ' #$!�ú�ù�ú�!E# �
' 2�( 0 #�4�ø/ú�ù
R

n � ú�)/. ∂S =
⋃k

i=1 Ci
' 2�4+.

)/.�# )-ù�*�ù`ø * 0 C1, . . . , Ck
4�#�ù ��ø 'zø���# (�# )�ø�û 0 (+* ! )�.�ø�* )�.�ø (�' � 1 #�.%1
��ø (����9#�ù`ø 
 )/.Bøzù

4πA ≤
k∑

i=1

L2
i .

ÇM¹B³/¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÄ§¡½ïÇM¹B³�§¡¦$³z´ ®B  ® ��Í��>¬�²M³�à�©�¬�Ñvµ�Î�³z¤*¥l¥$§

L2 − 4πA ≥ 2L1L2.
¿C¬�ß�³zòl¬�²4³�Á[½�§¡¦@µ¡¤¸µ¡¦�Í�¬Ò¥$¦$µ¡¦�ÌH¨B§¡©BÍBÎ�Ì¶ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨Ô´�¬�¤�¬�´Lµ�Îï²4©�¦4½�µ�ª&³ä¬�¤

R
3 Át°O²$²4³�¦�´Lµ¡¤Ôµ¡¤�¨

·7ª�¹�¬Òºt³z¦ / : 1�4 ��²�³z³/Å1 -®¡Ú*¾ �FÅB¦$§vÑ¡³�¨L¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 
��� ���!���
# ®7  Æ $@/ : 1
4�� * (=#vù�1¶û�* 2 �(� 1;43*�ù�ù`ø34I)
ø�ûG!�ú�ù«ú�!$# ��' 2�( 0 #�4�ø�ú�ù

R
3


��® ?*Õ �
L2 − 4πA ≥ 2L1L2(1 − log 2).
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¿1³z¥
S ⊂ R

n Í«³ÄµÂ¨B§¡©BÍBÎ�Ìöªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨Þ´�¬�¤B¬�´Lµ�Î-²�©B¦�½�µ¡ª&³� 
S
¬�²/Å�µ¡¦$µ¡´�³z¥�¦$¬97�³�¨öÍ*ÌÞµ

ªz§¡¤7½�§�¦�´Lµ�Î*¹�µ¡¦�´�§¡¤�¬�ªc´Lµ�Å
ψ
§¡½`µ¡¤�µ¡¤B¤[©BÎ�©«²

r1 < |z| < r2
¬�¤*¥$§

R
n Á�òl¹B³z¦$³ ψ ¬�²�µ¡²$²4©�´�³�¨¥$§Q³I:*¥$³z¤�¨�ª&§�¤�¥$¬�¤[©B§�©�²�Î�ÌO¥�§Q¥�¹�³cÍ`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌÊª&¬�¦$ªzÎ�³�²�µ¡¤�¨/¥$§Q´Lµ¡ÅÊ¥�¹�³z´ §�¤�¥$§���§¡¦�¨Bµ�¤�ª&©B¦$Ñ¡³�²

C1, C2
 ä¿1³z¥

L(r)
Í`³�¥$¹B³�Î�³z¤BÖ¡¥�¹Þ§�½�¥�¹�³�¬�´Lµ�Ö¡³�§�½�¥�¹�³�ªz¬�¦�ª&Î�³ |z| = r

Át½�§�¦
r1 < r < r2

 
ÇM¹B³/§�¤BÎ�ÌHªzµ�²4³/§¡½ï¬�¤*¥�³z¦$³�²4¥l¬�²l¥�¹�µ�¥@òl¹B³z¦$³

C1
µ�¤�¨

C2
µ¡¦�³ä¦$³�ª�¥$¬Òâ`µ�ÍBÎ�³¡Á7§¡½ïÎ�³z¤BÖ¡¥�¹Â²$µeÌ¡Á

L1µ¡¤�¨
L2
 Ê¢�¤Ù¥$¹�µv¥/ªzµ�²4³�Á

limr→ri
L(r) = Li

½�§�¦
i = 1, 2.

ÇM¹B³�ß¡³zÌÂÎ�³z´�´LµL½�§�¦O¥�¹B³�ªzµ�²4³
n = 3

¬�²l¥�¹B¬�²I�
���t�!�������������C� ®7 r¯�$ / : 1�4���.�ø 0 27ù�4I)�ú *�ù L(r)

'I# )�ú '
	>ø*'

��® ?*Ú � d2L

d(log r)2
≥ L

� ú�)/. ø�� 2,# ��ú�) 1 ��*�'�'�ú �(��øÂú�ù *vù�� 1 ) � * 4�# '&ø('�
 ú 0 ψ ú '�# 43*vù 0 *-(*!E# � !E#
� *�ù,) *�# ���9#�ù�# (
#�ù�ù�2>� 2 ' 
 *-(�ú 0 )/.BøLú�!$#&%�ø�* 0 ψ ú ' # 4�# )�ø&ù�*vú�û �3*-27ùtû¡ø�û � 1�# �,#vú�(�* 0 43*&# �¡ú # �E4&ú�(+4(��ø('�ú�ù
�,#-(�# ����øI� ���8#vù`ø(' 6

-@²�¬�¤BÖÊ¥$¹B¬�²c³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ�¥�§¡Ö�³&¥$¹B³z¦Fòl¬�¥�¹0��®�?[® ��µ¡¤�¨�¥$¹B³Q²�Å«³�ª&¬�â«ª;³I:7ÅB¦�³�²�²�¬�§¡¤�²P½�§�¦
L(r)

§�¤
µ�ªzµ�¥�³�¤B§¡¬�¨�Á[¥�¹�³zÌHÅ�¦�§vÑ�³QÇM¹B³�§¡¦$³z´ ®B  Æ  

ÇM¹B³>ÅB¦$§*§¡½�§�½`¼F¦$§¡Å`§�²�¬Ò¥$¬�§�¤�®7 r¯@¨B³zÅ`³z¤�¨B²ï§�¤�¥$¹B³cÜ ³z¬�³z¦�²4¥�¦�µ¡²$²C¦$³zÅB¦$³�²�³z¤*¥�µv¥�¬�§¡¤ä½�§�¦�´�©BÎ�µ
½�§�¦;´�¬�¤B¬�´Lµ�Îï²4©B¦�½�µ¡ªz³�²l¬�¤

R
3 Átµ�¤«¨Â¨7§[³�²l¤B§¡¥@Ö¡§�¥$¹B¦$§¡©BÖ�¹¸½�§¡¦ n > 3

  �>©7¥QÓ�³z¬�¤[Í«³�¦�Ö�/ K ? 4
¤B§¡¥�³�¨Ä¥$¹�µv¥@µ�ò>³�µ�ß�³z¦>½�§¡¦$´ §¡½ ��® ?*Ú �>òl¬�Î�Î�Ì[¬�³�Î�¨¸µ�ò>³�µ�ß�³z¦>½�§¡¦$´ §¡½ ��® ?*Õ �� -·[Å`³�ªz¬Òâ`ªzµ�Î�Î�Ì¡Á

��® ?«��Û � d2L

d(log r)2
>

2

π2
L.

Ë@³>Å�¦�§vÑ�³�¨/¥$¹B¬�²�Í[Ì�¨7³z¦$¬�Ñ*¬�¤BÖ/µ�¤�µ�¤«µ�Î�§¡ÖO§�½�¥$¹B³lÜÿ¬�¦4¥$¬�¤BÖ�³z¦�¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ.��® ?«����ÍB©7¥��4òl¬Ò¥$¹B§¡©7¥
¥$¹B³Ê²�à*©�µ¡¦�³�²��� �åQµ�´�³zÎ�Ì¡Á

∫ 2π

0

y(t)dt = 0 ⇒
∫ 2π

0

|y′(t)| dt > 2

π

∫ 2π

0

|y(t)| dt.
å@§�¥�³�¥�¹«µv¥ä©B¤BÎ�¬�ß�³ ��® ?«����Át¥�¹�³�¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÂ¹B³�¦�³�¬�²OµÔ²R¥$¦�¬�ª�¥ä§¡¤B³� ÊË;§vò>³zÑ�³z¦�Á�¥$¹B³�ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥
2/π

¬�²äÍ«³�²R¥ÊÅ`§�²$²�¬�ÍBÎ�³¡ LÇM¹B³L¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ
4πA ≤ L2 ½�§¡¦Êµ¡Î�Îc¨7§¡©BÍ�Î�Ìöªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨Þ´�¬�¤B¬�´Lµ�Î

²�©B¦�½�µ¡ª&³�²>¬�¤
R

n ½�§¡Î�Î�§vò;²c½�¦$§¡´ ��® ?`��Û �� 
�9â�¤�µ¡ÎB¦$³z´Lµ�¦$ß/½�§¡¦F¨B§¡©BÍBÎ�Ì�ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨�²�©B¦4½�µ�ª&³�²z �ÜÞ³l¹�µeÑ�³MÎ�³�µ�¦$¤B³�¨�½�¦�§�´ È>µ¡¦�Î�³z´Lµ�¤CÁ

Ó�³z¬�¤*Í`³z¦$Ö�µ¡¤�¨G�>³�ª�ß�³z¤[Í�µ¡ª�¹>?[ã;µ�¨>A@¥$¹�µv¥l¨7¬�²4ß�¥RÌ[Å«³Q´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²�©B¦4½�µ�ª&³�²zÁ*¨7§¡©BÍ�Î�ÌLª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨
´�¬�¤B¬�´Lµ¡ÎQ²�©B¦4½�µ�ª&³�²Äµ�¤�¨ ¨7¬�²�ß ¥RÌ*Å`³Ù¤B§�¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì9ªz©B¦�Ñ�³�¨ ²�©B¦4½�µ�ª&³�²Hµ�Î�ÎQ²$µv¥$¬�²4½�Ì ¥�¹B³Þ¬�¤7×
³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ

4πA ≤ L2  cË@§vòc³�Ñ¡³z¦�ÁBµ¡²;´�³�¤*¥�¬�§¡¤B³�¨¶¬�¤¸¥�¹�³/¢�¤�¥$¦�§7¨7©«ª�¥�¬�§¡¤CÁ«¨7§�©BÍBÎ�Ì¶ª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨
¤B§�¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì¸ªz©B¦$Ñ¡³�¨ö²4©B¦�½�µ¡ªz³�²ä¨7§Ô¤B§�¥/²$µv¥�¬�²4½�Ì¸¥�¹B³�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÂÍ«³�ªzµ�©«²4³�¥�¹B³�¦�³�µ�¦$³�Î�§¡¤�Ö
ªzÌ*Î�¬�¤�¨7³z¦�²�òl¬�¥�¹Lâ,:[³�¨�Å«³�¦�¬�´�³&¥$³z¦-òl¹�§�²�³@µ�¦$³�µäªzµ¡¤LÍ«³Oµ�¦$ÍB¬�¥�¦�µ�¦$¬�Î�ÌÊÎ�µ�¦$Ö¡³¡ H�>©7¥-¬�²�¥$¹B³z¦$³@µ�¤[Ì
òMµeÌÄ§�½-ªz§¡¤*¥�¦$§¡Î�Î�¬�¤BÖ�¥$¹B³�µ¡¦�³�µ�§¡½FµÄª&Ì[Î�¬�¤�¨B³z¦@òl¬�¥�¹¸â,:[³�¨¸Å«³�¦�¬�´�³&¥$³z¦�� °Q¤B³ÊòMµeÌÄò>§¡©BÎ�¨¸Í«³
¥$§Hâ�:ö¥�¹B³Lª&§�¤7½�§¡¦$´Lµ�ÎP²R¥$¦�©«ª�¥�©�¦�³�§�½F¥$¹B³Lª&Ì[Î�¬�¤�¨B³z¦� �Èc§¡¤«²4¬�¨7³z¦äµ�Î�ÎPý«µ�¥ä¨7§�©BÍBÎ�Ìöª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨
²�©B¦�½�µ¡ª&³�²Oòl¹B¬�ª�¹Dµ�¦$³Lª&§�¤7½�§¡¦$´Lµ�Î�Î�ÌÂ³�à�©�¬�Ñvµ�Î�³z¤*¥� L¢
¥ä¬�²/¤B§¡¥Ê¨7¬ 7Äªz©BÎÒ¥�¥�§Â²4¹�§vò ¥�¹«µv¥�µ�´�§�¤BÖ
¥$¹B³z´±¥$¹B³Ôý«µv¥Lµ�¤B¤[©BÎ�©�²�� òl¬�¥�¹ Í«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì ªz©B¦$Ñ¡³�²�§�½Q³�à*©�µ�ÎMÎ�³z¤BÖ¡¥�¹9²�µ�¥�¬�²Râ�³�²Ê¥$¹B³¸Í«³�²R¥
¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª@¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ� FÉÂ§�¥$¬�Ñvµv¥$³�¨¶Í[ÌL¥�¹B¬�²�ÁBòc³/Å�¦�§�Å«§*²4³Q¥�¹B³ä½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ� 

���B�B� ���t�  �"���# ®7  Ï�$ ��ø()
S
��ø@#�ù�*vù �
* '�ú�)�ú�,vø(� 1�4 2�( ,eø�ûG#�ù�ù�2>� 2 ' � .[ú 43.Ôú ' 43*vù 0 * (��

!E# ��� 1Dø�� 27ú�, # ��øzù,) ) * # � # )@#vù«ù�2>� 2 '�� � ú�)/. �3*-27ù`û #-( 1 4 2�( ,vø*'�* 0 ø�� 2,# � ��øzù % )/. 6�� .
* �
)/.�# )

Area(S)

Length(∂S)2
≤ Area(A)

Length(∂A)2
.
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�1ç��cñ�� 1 ðCBïì�?[é < é�í�� < î F8< 3 ëvì1ì�I
¢�¤Ê¥$¹B¬�²ï²�³�ª&¥�¬�§¡¤Êò>³-Í�¦�¬�³&ý�Ìä¬�¤*¥�¦$§[¨B©�ª&³>¿1¬ ?7·7ª�¹B§[³�¤ ?�Ã-µ¡©1» ²CÅB¦$§*§¡½7½�§¡¦Pµ@´�¬�¤B¬�´�µ¡Î*²�©B¦�½�µ¡ªz³

òl¬�¥�¹ä¥Rò>§;Í`§¡©B¤�¨�µ�¦$ÌOªz§¡´�Å«§�¤B³z¤*¥�² / � 1 � 4
 �ÇM¹B³�¬�¦�ÅB¦�§[§¡½[ò>§¡¦$ß7²1µ�Î�²�§M½�§¡¦�µ;´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²�©B¦�½�µ¡ªz³
òl¬�¥�¹Âª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨HÍ`§¡©�¤�¨Bµ�¦$Ì¡ 

Óï¬�¦�²4¥Oò>³�¦$³�¨7³�¦�¬�Ñ¡³ ��®�?[® �;½�§¡¦O´�¬�¤B¬�´Lµ�Î
S
 ÊÓï¬9:öµHÅ`§¡¬�¤*¥

p ∈ R
n µ¡¤�¨ö¨7³zâ�¤B³

r(x) =
dist(p, x), x = (x1, . . . , xn)

 �FO¬�Ñ¡³z¤ µ¡¤
m
×
¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Îc²�©BÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨

N ⊂ R
n Á�¬Ò¥�¬�²

ò>³zÎ�Î�ß[¤B§vòl¤H¥$¹�µv¥

4x = (4x1, . . . ,4xn) = ~H,
òl¹B³�¦�³ 4 ¬�²c¥$¹B³Q¬�¤*¥�¦$¬�¤«²4¬�ªQ¿�µ�ÅBÎ�µ¡ªz¬�µ¡¤Ä§¡¤

N
µ�¤«¨ ~H

¬�²c¥�¹B³O´�³�µ¡¤¶ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³@Ñ¡³�ª�¥$§¡¦>§�½
N
 

Ë@³z¤�ªz³Ê¥�¹�³�¦$³�ª�¥�µ�¤BÖ�©BÎ�µ�¦;ª&§[§�¦$¨7¬�¤�µ�¥�³/½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤«²
x1, . . . , xn

µ�¦$³Ê¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªä§¡¤ÞµL´�¬�¤B¬�´Lµ�Î
²�©BÍB´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨¶§�½

R
n  �¢
½ïò>³O¥$µ¡ß¡³ p µ¡²>¥�¹�³/§¡¦$¬�Ö�¬�¤1Á[¥$¹B³z¤

��­�?«��� 4r2 =
∑

4x2
i = 2

∑
xi4xi + 2

∑
|∇xi|2 = 2m on N.

¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥$¬�¤BÖ�¥�¹�¬�²l§vÑ�³z¦
N = S

½�§¡¦
m = 2

Ì[¬�³zÎ�¨B²

��­�?[® �
4 Area(S) =

∫

S

4r2 =

∫

∂S

2r
∂r

∂ν
,

òl¹B³�¦�³
ν
¬�²C¥$¹B³-§�©7¥RòMµ�¦�¨ä©B¤B¬�¥Pªz§¡¤B§�¦�´Lµ�Î¡¥�§

∂S
 �Ç�¦$µ¡¤�²4Î�µv¥$¬�¤�Ö

S
²�©B¬Ò¥�µ�ÍBÎ�Ì¡Áeò>³c´LµeÌäµ¡²$²4©�´�³

∫
∂S xi = 0

 PÇM¹�³z¤

4 Area(S) =

∫

∂S

2r
∂r

∂ν
≤ 2

∫

∂S

r ≤ 2 Length(∂S)1/2

(∫

∂S

∑
x2

i

)1/2

≤ 1

π
Length(∂S)3/2

(∫

∂S

∑(dxi

ds

)2
)1/2

=
1

π
Length(∂S)2

��§¡¤L¥$¹B³@Î�µ¡²4¥cÎ�¬�¤�³¡Á�¥�¹B³O¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�½�§�Î�Î�§vò;²FÍ[Ì ��®�?«� �F§¡¦-¥�¹B³Q¼ï§�¬�¤«ªzµ�¦
	;¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡Á[µ�¤«¨�¥�¹B³
³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌLÍ`³�ª�µ�©�²�³ ∑

(dxi/ds)
2 = 1

�& �ÇM¹B¬�²;Ö¡¬�Ñ¡³�²
4πA ≤ L2 òl¹B³z¤ ∂S ¬�²;ª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨� 

¢�¤Þª�µ¡²�³
∂S

¬�²O¤B§�¥Êª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨�Á�ò>³�ªzµ¡¤B¤B§¡¥O©�²�³�¥�¹B³�¼P§¡¬�¤�ªzµ¡¦�	�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ¸µ�²äµ�Í`§vÑ¡³¡ 
Ë@§vòc³�Ñ¡³z¦�Á[¤B§�¥$³O¥�¹�µ�¥ ∫

∂S

∑
(dxi/ds)

2 ¬�²l¬�¤[Ñvµ�¦$¬�µ¡¤�¥l©B¤«¨7³z¦l¥$¦$µ¡¤�²�Î�µ�¥�¬�§¡¤�²>¬�¤
R

n µ�¤«¨H¥$¹�µv¥
∫

∂S

∑
x2

i

´LµeÌ §¡¦L´LµeÌó¤B§¡¥ÄÍ«³¸¬�¤*Ñvµ¡¦�¬�µ�¤*¥Ä¨7³zÅ`³z¤«¨7¬�¤�Ö §�¤ ¥$¹B³Ùª�¹B§�¬�ªz³Ô§¡½@¥$¦$µ¡¤�²4Î�µv¥$¬�§�¤�²� 
å@§�¥�³Oµ�Î�²4§Ê¥�¹�µ�¥c¥$¹B³O¨B¬�²$ª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨LÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì

∂S
´LµeÌ�Í`³Q´Lµ�¨7³@¬�¤*¥�§�µ�ª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨Äª&©B¦$Ñ¡³

ÅB¦$§vÑ[¬�¨B³�¨Dµö²�©B¬�¥$µ�Í�Î�³H¥�¦�µ�¤�²�Î�µ�¥�¬�§¡¤ó¬�²�µ¡ÅBÅBÎ�¬�³�¨ ¥�§Þ³�µ¡ª�¹ ªz§¡´�Å`§¡¤B³�¤�¥�§�½
∂S
 öÜÿ¬�¥�¹ ¥�¹B³�²4³

§�Í�²4³�¦�Ñvµ�¥�¬�§¡¤�²>¿1¬�Á«·7ª�¹B§[³�¤Ôµ¡¤�¨¶Ã-µ�©Ô¬�¤*¥�¦$§7¨7©�ªz³�¨¶¥�¹B³ä½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ� 
� � � ��� �������C� ­B �� $>÷ 'zø()

Γ ⊂ R
n ú '�ò>³�µ�ß[Î�Ì/ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨¸ú 0 )�.�ø (�øQø���ú '*) ' # (�ø34() #vù % 2>�9# (43*>*-(�û�ú�ù�# )�ø ' 1�'�)�øI! {xi}n

i=1

* 0
R

n ' 2�43.�)/.�# ) 0 * (¶ø ,eø ( 10#�
 ùtøH.�1
�Bø (�' 2�( 0 #�4�ø Hn−1 =
{xi = constant} ú�ù R

n 
�� û5*�ø('Êù�* )6'zø��,#-( # )�ø
Γ 6

ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³öµ ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨ ²�³&¥¸¬�²H§�Í*Ñ[¬�§¡©�²�Î�Ì ò>³�µ¡ß*Î�Ìÿª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨�  ÇM¹B³öß�³zÌ ¬�¨B³�µ §�½
/ � 1 � 4;¬�²�¥�¹�µ�¥�¬�½

∂S
¬�²�òc³�µ�ß[Î�ÌDªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨�ÁF¥�¹B³�¤ §�¤B³Ôª�µ�¤ â�¤�¨9µÙ½�µ¡´�¬�Î�Ìó§�½O²�©B¬�¥$µ¡ÍBÎ�³

¥$¦$µ¡¤�²4Î�µv¥$¬�§�¤�²còl¹B¬�ª�¹¸Î�³�µeÑ�³ ∫
∂S

∑
x2

i

©B¤�ª�¹�µ¡¤BÖ¡³�¨¶µ¡¤�¨¶´�µ¡ß¡³
∂S

¬�¤�¥$§Lµ�ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨Ôª&©B¦$Ñ¡³
C
 FÈc§¡¤�²�³�à*©B³�¤*¥�Î�Ì¡Áv¥$¹B³l¼P§¡¬�¤�ªzµ¡¦�	>¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�ªzµ¡¤�Í`³;µ�Å�ÅBÎ�¬�³�¨�¥$§

C
Á*µ�¤�¨�¥�¹�³z¦$³zÍ[ÌÊÌ[¬�³�Î�¨B¬�¤BÖ

4πA ≤ L2 ½�§�¦ S µ�²lµ�Í`§vÑ¡³� ï¢�¤¶¥�¹�¬�²lòMµeÌ�¥�¹�³zÌHÅ�¦�§vÑ�³�¨
��� ���!���
# ­B r®�$D/ � 1 � 4 � 0 S ú '$# !�ú�ù�ú�!E# � ' 2�( 0 #�4�ø�ú�ù

R
n � ú�)/. � ø�#�� � 1 43*vù�ùtø34()�ø�û

�3*-27ùtû # ( 1
∂S


6)/.Bøzù
S
'I# )�ú ' 	cø('

4πA ≤ L2 6
�;¤«¨D¥�¹B³�¤ µ¡ÅBÅBÎ�Ì*¬�¤BÖÂ¥$¹B³H´Lµ :[¬�´�©�´ Å�¦�¬�¤�ª&¬�ÅBÎ�³L¥�§ö¥�¹B³H½�µ�´�¬�Î�ÌD§�½;¹�§¡´�§�¥$¹B³&¥$¬�ªÄªz§¡¤7×

¥$¦$µ�ª�¥�¬�§¡¤«²�§�½Cµ�ªzµv¥$³z¤B§�¬�¨1Á�¥�¹�³zÌL²4¹�§vòc³�¨�¥�¹�µ�¥c¬�½�¥�¹B³OÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì�§�½1µ�´�¬�¤B¬�´Lµ�Ît²4©B¦�½�µ¡ªz³
S
¬�¤

R
3 ¹�µ¡²c¥Rò>§�ªz§¡´�Å`§¡¤B³�¤�¥�²cµ¡¤�¨¶¬�²>¤B§¡¥>ò>³�µ¡ß*Î�ÌÄª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨�Á*¥�¹B³�¤ S ªzµ¡¤B¤B§�¥MÍ`³äªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨� 



����� �������
	���

�����������

¢�¤ ¥�¹�¬�²/òMµeÌ¸¥�¹�³zÌöÅ�¦�§vÑ�³�¨ö¥�¹�µ�¥�µ¶´�¬�¤B¬�´�µ¡Î-²�©B¦4½�µ�ª&³�¬�¤
R

3 òl¬Ò¥$¹ §�¤B³�§¡¦ä¥Rò>§¸Í«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì
ªz§¡´�Å«§�¤B³z¤*¥�²l²�µ�¥�¬�²Râ�³�²

4πA ≤ L2  

��ç�� B!? ; ì`é!?�� ?�ê>B�ìCí
ÇM¹B³Âµ�©B¥�¹B§�¦L³(:[¥�³�¤�¨7³�¨ ¿C¬"?B·7ª�¹B§[³z¤ ?*Ã-µ�©1» ²�¥�¹B³�§¡¦$³z´IÍ[Ìó¥�µ�ß[¬�¤�ÖDµ ´�§¡¦$³¸Ö¡³�§¡´�³&¥$¦�¬�ª

Å`§¡¬�¤*¥;§�½�Ñ[¬�³�ò /"; æ 4
 -¢�¤¸¥$¹B³z¬�¦;ÅB¦$§[§�½ï¥�¹B³�Ì¶©�²�³�¨¶¥$¹B³Ê¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ ∂r
∂ν ≤ 1

  �c©B¥@¬Ò½
η
¬�²l¥�¹B³

©B¤�¬Ò¥;¤B§�¦�´Lµ¡Î«¥$§
∂S

òl¹B¬�ª�¹¶´Lµ¡ß¡³�²>¥$¹B³Ê²�´�µ¡Î�Î�³�²4¥;µ�¤BÖ�Î�³äòl¬�¥�¹ ∇r Á7¥�¹B³�¤

∂r

∂ν
≤ ∂r

∂η
≤ 1.

¢�¤¸½�µ�ª�¥
η
¬�²l¥�¹�³�§¡©B¥Rò>µ¡¦$¨¶©B¤B¬�¥Oªz§¡¤B§�¦�´Lµ�Î1¥�§

∂S
§¡¤¸¥$¹B³�ª&§�¤B³

p××∂S Á�¥�¹B³�©B¤B¬�§¡¤Â§�½P¥$¹B³Î�¬�¤�³¸²�³zÖ�´�³z¤*¥$²�½�¦$§¡´
p
¥�§ ¥�¹�³ÔÅ`§¡¬�¤*¥$²�§¡½

∂S
  �@ÎÒ¥$¹B§¡©BÖ�¹

p××∂S ¬�²�¤�§�¥L´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�ÁF¥$¹B³
¬�¨7³z¤*¥$¬Ò¥RÌ 4r2 = 4

¹�§¡Î�¨B²>¥�¹B³�¦�³O¥$§*§LÍ`³�ª�µ�©�²�³

4r2 = 4 + 2〈x,4x〉 = 4 + 2〈x, ~H〉 = 4,

òl¹B³�¦�³ ~H ¬�²�¥�¹B³>´�³�µ�¤�ª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³cÑ¡³�ª�¥�§�¦�§¡½
p××∂S Ávòl¹B¬�ª�¹�¬�²ïÅ«³�¦�Å`³z¤�¨B¬�ªz©BÎ�µ¡¦C¥$§ x  ïÇM¹�³z¦$³&×½�§�¦�³

� Æ ?«���

4 Area(S) =

∫

S

4r2 =

∫

∂S

2r
∂r

∂ν
≤

∫

∂S

2r
∂r

∂η
=

∫

p××∂S

4r2 = 4 Area(p××∂S),

òl¹B¬�ª�¹ÔÖ¡¬�Ñ¡³�²Mµ¡¤¸µ¡¦�³�µ�ªz§¡´�Å�µ¡¦�¬�²4§�¤HÍ`³&¥Rò>³z³�¤
S
µ�¤�¨

p××∂S  
� ¤B¬�ª&³Ä¥�¹B¬�¤BÖÙµ�Í`§¡©B¥Ê¥�¹B³¶ª&§¡¤�³

p××∂S ¬�²ä¥�¹«µv¥
p××∂S ¬�²/ý«µv¥�µ¡¤�¨ ¹B³z¤«ª&³Ä¬�²/Î�§[ª�µ�Î�Î�Ì

¨7³�Ñ¡³�Î�§�Å�µ�ÍBÎ�³¡ ï¢
½
∂S

¬�²Mª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨�ÁBª&©7¥;µ¡Î�§�¤BÖ�µ�Î�¬�¤B³/²�³zÖ¡´�³�¤�¥
l
½�¦�§�´

p
¥$§�µ�Å`§¡¬�¤�¥l§¡½

∂Sµ¡¤�¨�¥�¹�³z¤H§�¤B³Qª�µ�¤H¨B³zÑ¡³�Î�§�Å
p××∂S ¬�¤*¥$§�µ�ª&§¡¤�³ O××C §¡¤

R
2   O××C ¹«µ¡²-¥�¹B³ä²�µ¡´�³Qµ�¦$³�µ

µ�²
p××∂S µ¡¤�¨

C
¹�µ¡²l¥�¹B³�²�µ¡´�³/Î�³z¤�Ö�¥�¹Ùµ�²

∂S
 
C
´LµeÌH¤�§�¥@Í`³�µLªzÎ�§*²4³�¨Ôªz©B¦$Ñ¡³¡Á�ÍB©7¥Qò>³

ª�µ�¤ó²4¹�§vò ¥$¹�µv¥�¬�¥�¬�²�µÙªz©B¦$Ñ¡³Lòl¬�¥�¹ ²�³zÎ�½�×�¬�¤*¥�³z¦�²�³�ª�¥$¬�§�¤D¬Ò½
p
¬�²Êµ�¤ó¬�¤*¥�³�¦�¬�§¡¦ÊÅ`§¡¬�¤*¥�§�½

S
µ¡²

½�§�Î�Î�§vò;²z FÈc¹B§[§�²�³/µ�Å«§�¬�¤*¥
p ∈ S

µ¡¤�¨¶²�¹B§vò ¥�¹�µ�¥ ��¿1³�´�´Lµ Æ   ¯�Í`³zÎ�§vò �

4 log r ≥ 2πδp.
ÇM¹B³�¤

� Æ ?[® �
2π ≤

∫

S

4 log r =

∫

∂S

1

r

∂r

∂ν
≤

∫

∂S

1

r

∂r

∂η
= Angle(∂S, p),

òl¹B³�¦�³
Angle(∂S, p)

¬�²>¥�¹B³G#�ù % ��ø/§¡½
∂S

Ñ[¬�³zò>³�¨L½�¦$§¡´
p
 �¢�¤¶§¡¥�¹B³�¦>ò>§¡¦�¨B²�Á

Angle(∂S, p)³�à�©«µ�Î�²
2π

¥�¬�´�³�²�¥�¹B³Ô¨7³z¤«²4¬�¥RÌD§�½
p××∂S µv¥

p
 öÇM¹B¬�²�µ¡¤BÖ¡Î�³Ä³�²R¥$¬�´Lµv¥$³H¬�´�ÅBÎ�¬�³�²�¥�¹«µv¥

∂S¦$§�¥�µv¥�³�²cµ¡¦�§�©B¤�¨
p
Í[ÌHµ�¥lÎ�³�µ¡²4¥

360◦
µ¡¤�¨¶ªz§¡¤�²�³�à*©B³�¤*¥�Î�Ì

C
²�¹B§¡©BÎ�¨¶¬�¤*¥�³�¦$²�³�ª&¥>¬�¥$²�³zÎ�½R FÇM¹B³�¤

ªz©7¥4¥$¬�¤BÖ
O××C ¬�¤*¥�§Ê¥Ròc§ÊÅ�¬�³�ª&³�²cµ�¤�¨ÄÅ�µ¡²4¥�¬�¤BÖ/¥$¹B³z´ µ�Å�ÅB¦�§�ÅB¦$¬�µ�¥�³zÎ�Ì�Ö�¬�Ñ�³;¦$¬�²�³l¥�§�µÊ¨7§�´�µ¡¬�¤

D ⊂ R
2 òl¬�¥�¹

Area(D) ≥ Area(O××C) ≥ Area(S), Length(∂D) = Length(C) = Length(∂S)
��²4³�³ /"; æ Á¡¿C³z´�´Lµ��I4[½�§¡¦ï¥�¹B³lªz§¡¤�²4¥�¦$©�ª�¥$¬�§�¤�§¡½

D
�� PÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³F¥�¹�³MªzÎ�µ�²�²�¬�ªzµ�Î*¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª

¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌL½�§�¦
D
Ö�¬�Ñ�³�²M¦$¬�²�³O¥�§��R�(?«� �c½�§�¦

S
 

·[§ó½�µ¡¦
∂S

¹�µ�²ÄÍ`³z³z¤ µ¡²$²4©B´�³�¨9¥�§ Í`³Þªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨�  Ë@§vòc³�Ñ¡³�¦�ÁM³zÑ�³z¤ÿ¬�½
∂S

¬�²¶¤B§�¥
ªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨�Á

C
µ¡²l¨B³&â�¤B³�¨¸µ�Í`§vÑ¡³ä´LµeÌÄÍ«³�¹�µeÑ¡³äÎ�¬�ß�³Êµ�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨¸ªz©B¦�Ñ�³¡ FÇM¹B¬�²l´�§�¥$¬�Ñvµ�¥�³�²

¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 

� � � ��� �������C� Æ  �� $O÷ 'zø()
Γ ⊂ R

n ú ' 'I#vú�û ) * ��ø@¦$µ�¨7¬�µ�Î�Î�ÌÄªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨ 0 (�* ! p ∈ R
n ú 0

{r : r = dist(p, q), q ∈ Γ} ú '=#;43*vù«ù`ø34I)
ø�ûLú�ù�)
ø ( , # � 6
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¢
½
∂S

¬�²�¦�µ¡¨7¬�µ�Î�Î�Ì�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨�½�¦$§¡´
p
Á¡¥�¹B³�¤Lòc³;ª�µ�¤Lµ�ÅBÅ�Î�Ì�¥�§

p××∂S ¥�¹B³@µ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥F§�½��ª&©7¥�¥�¬�¤BÖ�µ¡¤�¨�¬�¤«²4³�¦4¥$¬�¤BÖ�µ�¤�¨�Å�µ�²R¥$¬�¤�Ö �M¥�§Ê§�Í7¥$µ¡¬�¤ÄµÊªz§¡¤B³
O××C ⊂ R

2 òl¬�¥�¹ C ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨� 
ÉÂ§�¦�³�§vÑ¡³�¦�Á�¬�½

p
¬�²�¬�¤

S
Ác¥�¹�³z¤

C
¹�µ¡²LµD²�³zÎ�½�×�¬�¤*¥�³z¦�²�³�ª�¥$¬�§�¤9µ¡¤�¨9²4§Dò>³¸ª�µ�¤ §¡ÍB¥$µ�¬�¤ ¥�¹B³

¨7§�´Lµ�¬�¤
D ⊂ R

2 µ¡²Mµ¡Í«§vÑ�³Qµ�¤«¨H¹B³�¤�ª&³Q¥�¹�³ä¨B³�²�¬�¦$³�¨H¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªQ¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�½�§¡¦ S  -·[³�³/"; æ Á�ÇM¹�³z§¡¦$³z´ü�(47½�§¡¦�´�§�¦�³l¨7³z¥$µ�¬�Î�²z PÇM¹[©�²Pòc³l¹«µeÑ¡³>§¡©7¥$Î�¬�¤B³�¨�¥$¹B³lÅB¦$§*§¡½«§¡½«¥$¹B³M½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 
��� ���!���
# Æ  r®�$ /"; æ 4 � 0 S ú '@#$!�ú�ù�ú�!E# �
' 2�( 0 #�4�ø � .
*�'zø �3*-27ù`û #-( 1�ú ' (�#¡û�ú # ��� 1�43*�ù �

ùtø+4I)�ø$û 0 (�* ! #���*vú�ù�) * 0 )�.�ø ' 2�( 0 #54$ø 
6)/.Bøzùöú�) '(# )�ú ' 	>ø*' 4πA ≤ L2 6
�;Î�¥�¹�§¡©BÖ�¹D¥�¹B³�¦�³Ä¬�²Ê¤�§Â¦�³�Î�µ�¥�¬�§¡¤�²�¹B¬�Å Í`³&¥Rò>³z³�¤ó¦$µ�¨7¬�µ�Î-ªz§¡¤B¤B³�ª�¥$¬�Ñ[¬�¥RÌ µ¡¤�¨ òc³�µ�ßÞªz§¡¤7×

¤B³�ª�¥$¬�Ñ[¬�¥RÌ¡ÁCò>³�¹�µeÑ¡³LµÂ²4¥�¦$§¡¤BÖ�³z¦/ª&§�¦�§�Î�Î�µ�¦$ÌÔ¥�¹�µ¡¤ó¿1¬ ?7·7ª�¹B§[³�¤ ?�Ã-µ¡©1» ²&�ä¢
½
S
¬�²/¬�¤

R
n ²�©�ª�¹

¥$¹�µv¥
∂S

¹�µ�²P¥Ròc§�ª&§¡´�Å`§¡¤B³�¤*¥$²P¥$¹B³z¤
∂S

¬�²F¦�µ¡¨7¬�µ�Î�Î�Ì�ª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨�½�¦�§�´5µ/Å`§¡¬�¤*¥-¬�¤
S
òl¹B¬�ª�¹

¬�²�µÂ´�¬�¨7Å`§¡¬�¤�¥�Í«³z¥Ròc³�³z¤ó¥$¹B³L¥Rò>§ÙÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì ª&§�´�Å`§¡¤�³z¤*¥$²�Áïµ¡¤�¨D¹B³�¤�ª&³0�R�*?`� �ä¹B§�Î�¨�²/½�§¡¦
²�©�ª�¹

S
 

ÇM¹B³äÑ¡§�Î�©�´�³/ªz§¡´�Å�µ�¦$¬�²4§�¤¶µ¡²M¬�¤ � Æ ?`� �>¹B§�Î�¨B²>½�§�¦l¹B¬�Ö¡¹B³�¦M¨B¬�´�³z¤«²4¬�§¡¤�µ¡Î�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©BÍ7×
´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨B²lµ�²Mòc³�Î�Î�òl¬�¥�¹Ô¥$¹B³Ê²�µ¡´�³OÅ�¦�§[§�½ �

���t�!�������������C� Æ   ­�$ /2; æ 4 6 � 0 N ⊂ R
n ú ' #vù

m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# ��!�ú�ù�ú�!E# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û

#�ù`û
p
ú '@# �
*�ú�ù,)>ú�ù

R
n 
 )/.Bøzù

Vol(N) ≤ Vol(p××∂N).
·[¬�´�¬�Î�µ�¦$Î�Ì�ÁP¥�¹B³Ôµ�¤BÖ�Î�³¶³�²4¥�¬�´Lµv¥�³0� Æ ?[® ��¹B§¡Î�¨B²�¬�¤ ¹B¬�Ö�¹B³z¦�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤ µ�Î�²�§� öÇ�§Þ²�¹B§vò

¥$¹B¬�²Mò>³/¤B³�³�¨H¥�§Ä¨7³zâ�¤B³ä¥�¹�³/Ö¡³z§�´�³&¥�¦$¬�ªQà*©�µ¡¤�¥$¬Ò¥RÌ0#vù % ��ø �
� � � ��� �������C� Æ   Æ $@/2; æ 4 6 ��ø() M ⊂ R

n ��øD#
k
�4ûvú�!Løzù�'�ú *vù
# � ($ø+4I)�ú 	 # �I��ø='zø() #vùtû

p
#

��*vú�ù�)ïú�ù
R

n 6�� øäû¡ø 	Fùtø )/.Bøcß*×�¨7¬�´�³�¤�²4¬�§¡¤«µ�Î�µ¡¤BÖ¡Î�³ * 0 M 0 (�* ! p


Angle(M,p)

) * ��ø )�.�ø
k
�4û�ú�!�øzù�'�ú *�ù�# � !$# ' ';* 0 (p××M)∞ ∩ ∂Bn

p (1)
43*-27ù,)�ú�ù % !�2>� )�ú �
��ú 4&ú�) 1�
 � .Bø (�ø (p××M)∞ú '@)/.Bø�ú�ù�	-ù�ú�)�ø�43*�ù`øH* �I) #�ú�ù`ø�û � 1Hú�ù`û¡ø 	Fù«ú�)
øI� 1¶ø
� )
øzù`û�ú�ù %

p××M #�4 (�* ' '
M

#vù`û
∂Bn

p (1)ú ' )/.Bø 27ù�ú�)6'���.Bø (�ø � ú�)/. 4�øzù,)�ø (=# )
p
ú�ù

R
n 6

å;§¡¥�³ä¥$¹�µv¥

Angle(M,p) = (k + 1)ωk+1Θ
k+1(p××M,p),

òl¹B³�¦�³
ωk+1

¬�²ä¥$¹B³ÄÑ¡§�Î�©�´�³L§¡½Mµ¸©�¤B¬Ò¥�Í�µ�Î�ÎF¬�¤
R

k+1 µ¡¤�¨ Θk+1(p××M,p)
¨7³�¤B§�¥$³�²ä¥$¹B³

(k + 1)
×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�Î1¨B³z¤�²�¬Ò¥RÌH§�½

p××M µv¥
p
 6-@²�¬�¤�Ö�¥$¹B¬�²zÁBò>³Êªzµ¡¤Ôµ¡Î�²�§�¨7³&â�¤�³ä¥�¹B³Êµ¡¤BÖ¡Î�³

§¡½ïµ�²4³z¥;¬�¤Âµ�ãl¬�³z´Lµ�¤�¤B¬�µ¡¤¶´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨1 
� ��#�#�� Æ  r¯�$ /"; æ 4 6 ��µ � log r

ú '$' 2 �+.,#-(*!=*vù�ú 4 *vù #�!�ú�ù«ú�!$# �6' 2�( 0 #�4�ø N2 ⊂ R
n 6

� *-($ø ��(�ø34&ú 'zøI� 1�
 1
2π4 log r ≥ δp


6)�.�ø���ú�(�#54�û�ø(�") # 0 27ù�4I)�ú *�ù � ú�)�.�'�ú�ù %�2>�9#-(�ú�) 1 # ) p 6��Í����>ù$#vù
m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# � !�ú�ù�ú�!E# � ' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û N ⊂ R

n 
 m ≥ 3

 4r2−m ≤ mωmδp

6
���t�ï��� $ -Q²4³ 4r2 = 2n

Á |∇r| ≤ 1
§�¤

N
  �;¤�¨ ¦�³�ªzµ¡Î�Îc¥�¹�µ�¥L¬�¤

R
m 4r2−m =

mωmδO
µ�¤�¨H¥�¹�µ�¥;¤B³�µ¡¦

p N
µ¡ÅBÅB¦$§�:7¬�´Lµv¥$³�²-¥�§

R
m  

�

¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥�¬�¤BÖH¥�¹B³�²4³�¿Cµ¡ÅBÎ�µ�ª&¬�µ�¤�²Oµ�¤«¨Ù©�²�¬�¤�ÖÄ¥�¹�³�½�µ�ª�¥�² ∂r
∂ν ≤ ∂r

∂η

µ�¤�¨ ∫
∂N r1−m ∂r

∂η =

Angle(∂N, p)
ÁBò>³OÖ�³&¥l¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ�µ�¤BÖ�Î�³ä³�²R¥$¬�´Lµv¥$³¡ 

���t�!�������������C� Æ   Ï�$ /"; æ 4 6 � 0 p ú ' #vù¶ú�ù,)�ø (�ú * ( ��*vú�ù,) * 0 #vù m �4ûvú�!Lø&ù,'�ú *vù�# �,!�ú�ù�ú�!E# �
' 2 �I!$#�ù�ú 0 * ��û N ⊂ R

n 
 )�.�ø&ù

Angle(∂N, p) ≥ mωm

#�ù`û¸ø�� 2,# ��ú�) 1=.
* ��û�'�ú 0 #vùtû *vù,� 1¶ú 0 N ú '=) * ) # ��� 1E%*ø+*�û¡ø('�ú 4G#vùtû '�) #-(�� '�.,#
��ø$û � ú�)/. (�ø(' ��ø34()
) *
p 6
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��ç J���3 ?*ë��-ì���ñ�ð ;D< <>?
ÇM¹B³>µ�©7¥$¹B§¡¦Cµ¡¤�¨=FO©BÎ�Î�¬�Ñ�³z¦ /";
	 æ 4
Á /2;
	 9 4*¬�¤[Ñ¡³�²R¥$¬�Ö*µv¥�³�¨Q¥�¹B³cÅ«§*²�²�¬�Í�¬�Î�¬Ò¥RÌO§�½B³I:[¥�³z¤«¨7¬�¤�Ö

¥$¹B³�ª&§�¤B³Ê´�³&¥$¹B§7¨Ô¥�§HµÄ´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²�©B¦�½�µ¡ªz³
S
¬�¤
Sn µ¡¤�¨

Hn  MÜÞ³�²4¹B§vò>³�¨¶¥$¹�µv¥Q¥�¹B³�µ¡¦�³�µ
ªz§¡´�Å�µ�¦$¬�²4§�¤

Area(S) ≤ Area(p××∂S)
¨7§[³�²c¹�§¡Î�¨L½�§¡¦

S ⊂ Hn ÍB©7¥l¤B§¡¥c½�§�¦ S ⊂ Sn ��²4³�³
/";
	 æ ÁC¼-¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤ó®7ÁCã;³z´Lµ�¦$ßó�(4 ��Á�òl¹B³z¦$³�µ�²@¥$¹B³Lµ�¤BÖ�Î�³�³�²R¥$¬�´Lµv¥$³

Angle(∂S, p) ≥ 2π¹B§�Î�¨�²O½�§¡¦
S ⊂ Sn µ�²äòc³�Î�ÎFµ�²O½�§¡¦

S ⊂ Hn � /";�	 9 Á�¼F¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤ó®�4 �� 	�Q²/µ¸¦�³�²4©�ÎÒ¥/ò>³
ÅB¦$§vÑ¡³�¨L¥$¹B³/¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªQ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ

4πA ≤ L2 −A2

½�§�¦QµL´�¬�¤B¬�´Lµ¡Î�²�©B¦4½�µ�ª&³
S ⊂ Hn òl¹B§*²4³ÊÍ`§¡©�¤�¨Bµ�¦$ÌH¬�²Q¦$µ�¨7¬�µ¡Î�Î�Ì¶ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨Ô½�¦$§¡´ µLÅ`§¡¬�¤�¥

§¡½
S
 
��©�²R¥/µ¡²

p××∂S ⊂ R
n ¬�²Qý«µ�¥Êµeò>µeÌ¶½�¦�§�´

p
Á
p××∂S ⊂ Hn ¹�µ�²Oªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥ Fäµ¡©�²�²�¬�µ�¤

ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³ −1
µeòMµeÌH½�¦$§¡´

p
 äÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³Êòc³�ªzµ¡¤Ùµ�Î�²4§Ô¨7³zÑ�³zÎ�§¡Å

p××∂S ⊂ Hn §¡¤
H2 µ¡²

ò>³Ä¨7¬�¨
p××∂S ⊂ R

n §�¤
R

2  Â¢�¤ Hn ÁP¹B§vò>³zÑ�³z¦�ÁCò>³Ä²4¹«µ�Î�ÎF¥$µ¡ß¡³HµÂ¨B¬Òºt³z¦$³z¤*¥�µ¡ÅBÅB¦$§�µ¡ª�¹ �
µ¡ÅBÅBÎ�Ì��>§�Î�» ²@¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªÊ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ� @�c§�Îï²�¹B§vò>³�¨¸¥$¹�µv¥/µH²�¬�´�Å�Î�ÌÙªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨ö¨B§¡´Lµ�¬�¤
D
§¡¤Âµ�²4©�¦4½�µ�ª&³ä²�µ�¥�¬�²Râ�³�²>¥�¹B³/¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ

4πA ≤ L2 + ( supD K)A2,
òl¹B³�¦�³

K
¬�²P¥�¹B³ Fäµ¡©�²$²4¬�µ�¤�ª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³>§�½`¥�¹�³;²4©B¦�½�µ¡ªz³ / B ì 4
 ï¢�¤�¥$¹B¬�²F²4³�ª�¥$¬�§�¤$�>§�Î�» ²P¬�²�§¡Å`³z¦$¬�×

´�³&¥$¦�¬�ªO¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÄòl¬�Î�Î1Í`³/©�²�³�¨¶§¡¤Âµ�²4´�§[§�¥$¹Ô²�©B¦�½�µ¡ª&³äòl¹B¬�ª�¹Ô¬�²lÑ�³z¦$ÌÄª&Î�§�²�³O¥�§
p××∂S  

FO¬�Ñ¡³z¤ µ
k
×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�ÎP²�©BÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨

N
¬�¤ µ¶ã;¬�³�´�µ¡¤B¤B¬�µ�¤ö´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨

M
Át§¡¤B³�ªzµ¡¤

¨7³zâ�¤B³�¥�¹B³Ùø
� ) (�ú�ù,'�ú 4 � # ���9#54&ú #�ù 4 µ�¤«¨ ú�ù,) (�ú�ù�'�ú 4�� # ���9#54&ú #�ù 4 §¡¤
N
µ�²@½�§�Î�Î�§vò;²� Ê¿1³&¥

e1, . . . , ek
Í«³/§�¦4¥$¹B§¡¤B§�¦�´Lµ¡Î`Ñ�³�ª&¥�§¡¦>â�³�Î�¨�²M§¡¤Âµ�¨7§¡´Lµ�¬�¤Ô§�½

N
 FØ@³zâ�¤B³

4f =
∑

i

∇2
f(ei, ei) and 4f =

∑

i

∇2f(ei, ei),

òl¹B³�¦�³ ∇ µ¡¤�¨ ∇ µ�¦$³/¥$¹B³�ãl¬�³z´Lµ¡¤B¤B¬�µ�¤öªz§¡¤B¤B³�ª�¥$¬�§�¤�²;§¡½
M

µ¡¤�¨
N
Á`¦$³�²�Å«³�ª�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì� @ÇM¹B³�¤

§�¤B³/ªzµ�¤Ô³�µ�²4¬�Î�ÌÄÅB¦$§vÑ¡³Q¥�¹B³O½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 

� ��#�#�� ¯7 �� $ 4f = 4f − ~Hf

 � .Bø (�ø ~H ú ' )/.Bø=!Lø #�ù 4 2�( ,�# ) 2�(�ø ,eø34I) * ( * 0 N 6

�>Ì�¥�¹B¬�²MÎ�³�´�´�µÊ¥�¹B³O¬�¤�¥$¦�¬�¤�²�¬�ªO¿Cµ¡ÅBÎ�µ¡ª&¬�µ�¤L§�¤Hµ�´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²4©�ÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨L§¡¦Mµ�ª&§¡¤�³Qªzµ¡¤
Í`³/¦�³�ÅBÎ�µ¡ª&³�¨Äòl¬�¥�¹Ô¥�¹�³/³(:[¥�¦$¬�¤«²4¬�ªä¿Cµ�Å�Î�µ�ª&¬�µ�¤Hòl¹�¬�ª�¹¸¬�²M³�µ¡²�¬�³z¦M¥�§Lªz§¡´�ÅB©7¥$³¡ 

¿1³z¥
G(r)

Í«³Qµ=FO¦�³�³z¤1» ²�½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤Ä§�½
Sk ��§¡¦ Hk ��Á[òl¹B§*²4³lÖ�¦$µ�¨7¬�³�¤*¥F¬�² sin1−k r∇r ��§¡¦

sinh r1−kr∇r Á«¦$³�²�Å`³�ª�¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì��� �ÓB§�¦l¬�¤�²4¥$µ¡¤�ª&³�Á

G(r) = log
sin r

1 + cos r

§�¤
S2 µ�¤�¨

G(r) = log
sinh r

1 + cosh r

§�¤
H2.

å@§�¥�³�¥�¹�µ�¥ 4G(r) = kωkδp
  �@²$²4©B´�¬�¤BÖ

Sk ⊂ Sn µ�¤«¨
Hk ⊂ Hn Át§�¤B³�ª�µ�¤Ù³I:*¥$³z¤�¨ G¥$§�µ�¦$§�¥�µv¥�¬�§¡¤«µ�Î�Î�ÌÄ²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ªQ½�©B¤�ª&¥�¬�§¡¤

G(r)
§�¤

Sn µ¡¤�¨
Hn  FÇM¹B³z¤¸Í[ÌH¿1³�´�´�µL¯B ��äò>³

¹�µeÑ�³
� ��#�#�� ¯7 r®�$D/2;
	 9 4 4G(r) ≥ kωkδp

*�ù0!�ú�ù�ú�!E# �
N ⊂ Sn *-(

Hn 
 #vù`û 4G =
kωkΘδp

*vù
p××∂N 
 � .�ø ($ø Θ

ú ' )/.Bø�û¡øzù�'�ú�) 1;* 0 p××∂N # )
p 6

� � � ��� �������C� ¯7  ­�$ �CøI)
C ⊂ Sn ��øG#

k
�4û�ú�!�øzù�'�ú *�ù�# � ($ø+4I)�ú 	 # �I��øE'&øI) #vùtû

p
#	�
*�ú�ù,)

ú�ù
Sn 6 ��.�ø k �4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# �«µ�¤�Ö¡Î�³ Angle(C, p)

* 0 C ,�ú�ø � ø�û 0 (�* ! p
ú '�û¡ø 	Fùtø�û	� 1

Angle(C, p) =
Vol[(p××C) ∩ ∂Bn

p (t)]

sink t
,



���I���>������� ����������� ���
	�
���� �
���8�
� ����� � �
�
� �����I
���� ���
�
� ������� �����

� .�ø (�ø ∂Bn
p (t)

ú '@)/.Bø %*ø3*�û�ø*'�ú 4 '��
.�ø ($ø=* 0 (�#�ûvú�2 ' t < dist(p, C)
4�ø&ù�)
ø (�ø�û # )

p

 #�ù`û )�.�ø

,-* � 2>!Lø�ú 'D!Lø�#�' 2�(�ø�û 43*-27ù,)�ú�ù % ! 2>�")�ú ����ú 4zú�) 1 6�� ��ø�#-(*� 1�)/.BøE#�ù % ��øÄû�*�ø('�ù�* )@û¡ø��Bøzù`û *vù
t 6��.Bø (�ø¶ú '�* � ,�ú *-2 '*� 1�#vù #vù�# �8* %5* 2 '¶û¡ø 	Fù�ú�)�ú *vù 0 * (G)�.�ø�#vù % ��ø * 0 C ⊂ Hn ,�ú�ø � ø�û 0 (�* !

p ∈ Hn 6
å;§¡¥�³ä¥$¹�µv¥

Angle(C, p) = (k + 1)ωk+1Θ
k+1(p××C, p),

òl¹B³�¦�³
Θk+1(p××C, p) ¬�²Ä¥�¹B³ (k + 1)

×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�ÎO¨7³z¤«²4¬�¥RÌ §¡½
p××C µv¥

p
  å@§vò òc³

¬�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�³l¥$¹B³Q¿�µ�ÅBÎ�µ¡ªz¬�µ¡¤�²F§¡½C¿1³�´�´Lµ�¯7 r®ä§¡¤
N
µ�¤�¨L§�¤

p××∂N   -@²�¬�¤BÖ ∂r/∂ν ≤ ∂r/∂ηµ�²M¬�¤¶¥�¹B³/Å�¦�³�Ñ*¬�§¡©«²l²4³�ª�¥�¬�§¡¤CÁ7òc³/ªzµ¡¤¶Å�¦�§vÑ�³@¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 
���t�!�������������C� ¯7  Æ $=/";�	 9 4 6 ��ø() N �$øE# � �4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# � !�ú�ù�ú�!E# �5' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��ûÔú�ù

Sn * (
Hn #vùtû

p
#�ù ú�ù,)�ø (�ú *-(���*vú�ù,)=* 0 N 6 �&ù 4�#�'zø * 0 N ⊂ Sn 
 � ø0#�'�' 2>!�ø )�.,# )

dist(p, q) ≤ π/2 0 *-(=# ��� q ∈ N 6 ��.Bøzù

Angle(∂N, p) ≥ kωk.
� � 2,# �Òú�) 1 .
* ��û�'äú 0 #vù`û=*�ù,� 1�ú 0 N ú ' ) * ) # ��� 1 %�ø3*�û¡ø('�ú 4D#vùtû '*) # (�� ' .,#
��ø�û � ú�)�.�(�ø('��Bø34I)6) * p 6

å;§vò Î�³z¥
α(r)

Í`³O¥�¹B³/Ñ�§¡Î�©B´�³Q§¡½C¥$¹B³äÖ¡³z§7¨7³�²4¬�ªQÍ�µ�Î�Î�§�½ï¦$µ�¨7¬�©«²
r
¬�¤
Hk µ�¤«¨HÎ�³&¥ f(r)Í`³/µÊ½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤Ô§¡¤

Hk ²4©�ª�¹¶¥�¹«µv¥ ∇f = α
α′
∇r  FÇM¹�³z¤ f(r) = log(1 + cosh r)

½�§�¦
k = 2

 
¢
½;ò>³Ä³(:[¥$³z¤�¨

f
¥�§ µÂ¦$§�¥$µ�¥�¬�§¡¤�µ¡Î�Î�ÌÞ²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ªL½�©B¤�ª�¥$¬�§�¤

f(r)
§�¤

Hn ⊃ Hk ÁP¥$¹B³z¤ Í[Ì
¿C³z´�´Lµ�¯B ��äò>³ä¹�µeÑ¡³

� ��#�#�� ¯B  ¯�$ /";�	 æ 4 4f ≥ 1
*�ù !�ú�ù�ú�!E# �

Nk ⊂ Hn #vùtû 4f = 1
*�ù

Hk #vùtû.#
k
�4û�ú�!�øzù�'�ú *�ù�# � 43*vù`øÊú�ù

Hn.
Ë;³�¦�³O¥$¹B³äÑ¡³z¦�¥�³I:H§�½�¥�¹B³/ªz§¡¤B³/²�¹B§¡©BÎ�¨¶Í«³O¥�¹�³/Å«§�¬�¤*¥

p
½�¦�§�´ òl¹B¬�ª�¹H¥$¹B³Ê¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³

r
¬�²

´�³�µ�²4©�¦�³�¨� ïÇM¹�³z¦$³&½�§¡¦$³ä¬�¤*¥$³zÖ¡¦�µv¥$¬�¤�Ö�¥$¹B³�²�³/¿Cµ�Å�Î�µ�ª&¬�µ�¤�²�Á7òc³äÖ�³&¥M¥�¹B³ä½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ� 
���t�!�������������C� ¯B  Ï�$ /2;
	 æ 4 ��ø()

N
��ø # !�ú�ù�ú�!E# �H' 2 �I!$#�ù�ú 0 * ��û * 0 Hn #vùtû

p
#vù�1

��*vú�ù�)cú�ù
Hn 6 ��.�ø&ù

Vol(N) ≤ Vol(p××∂N);
ø�� 2,# ��ú�) 1 .
* ��û�'/ú 0 #vùtû�*vù�� 1�ú 0 p ∈ N


 #vùtû
N
! 2 '�) �$ø ) * ) # ��� 1=%�ø3*�û¡ø('�ú 4D#�ù`û '*) #-(�� '�.�# �Bø�û

� ú�)/. (�ø('��Bø34I) ) *
p 6

¢
½
∂S

¬�²>¦$µ�¨7¬�µ�Î�Î�ÌLª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨L½�¦$§¡´
p
Á[¥�¹B³�¤Ôµ�½�¥�³z¦lµ¡ÅBÅBÎ�Ì*¬�¤BÖ�¥�¹B³/ª&©B¥4¥�¬�¤BÖLµ�¤«¨ÄÅ�µ�²R¥$¬�¤BÖ

µ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥$²ï§¡¤�³;ªzµ�¤�¥$¹B¬�¤�ß�§�½
p××∂S µ¡²�µ/ª&§�¤B³lòl¬�¥�¹Lª&§�¤B¤B³�ª&¥�³�¨�Í`§¡©�¤�¨Bµ�¦$Ì¡ På;§vò ¼F¦$§¡Å`§�×²�¬Ò¥$¬�§�¤¸¯B  Æ ¬�´�ÅBÎ�¬�³�²l¥�¹�µ�¥l½�§¡¦
k = 2

µ�¤«¨
N = S

Á7¥�¹B³=Fäµ¡©�²$²4¬�µ�¤Ôª&©B¦$Ñvµv¥�©�¦�³ä§�½
p××∂S µ�¥

p¬�²l³z¬�¥�¹�³z¦ −∞ ¬�½
Angle(∂S, p) > 2π

Á�§¡¦ −1
¬Ò½

Angle(∂S, p) = 2π
 c¢�¤¸¥$¹B³�ª�µ¡²�³O§¡½ −∞§�¤B³@ªzµ¡¤Ä²4Î�¬�Ö¡¹*¥�Î�Ì�Å«³�¦4¥$©B¦�Í

p××∂S ¤�³�µ�¦ p ¥�§�µÊ²�´�§[§¡¥�¹H²�©B¦�½�µ¡ª&³ Σ
§¡½5Fäµ�©�²$²�¬�µ¡¤�ªz©B¦$Ñeµ�¥�©B¦$³

≤ −1
�B²4³�³$/2;
	 æ Á�¿1³�´�´Lµ�­ 4
 �ÇM¹B³z¤��>§¡Î�» ²M¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªO¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌL½�§¡¦

Σ
¬�´�ÅBÎ�¬�³�²

4πArea(p××∂S) ≤ Length(∂S)2 − Area(p××∂S)2

��²4³�³0/";
	 æ Á>¿1³�´�´Lµ Æ 4l½�§�¦Ä¨7³&¥�µ�¬�Î�²��� ÿË@³z¤�ªz³Â©�²4¬�¤BÖD¼F¦$§¡Å`§�²�¬Ò¥$¬�§�¤9¯B  ÏDµ�¤«¨ ¥$¹B³¸´�§�¤B§�×
¥$§¡¤B¬�ª&¬�¥RÌ¶§¡½P¥�¹B³�à�©«µ¡¨7¦�µv¥$¬�ªO½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤

4πA + A2 ½�§¡¦QÅ«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�µ�¦$³�µ A Á`ò>³�ªzµ¡¤ÂÅB¦�§vÑ�³ä¥�¹B³½�§�Î�Î�§vòl¬�¤�Ö� 
��� ���!���
# ¯7 �¾
$ /";
	 æ 4 � 0 S ú ' #$!�ú�ù�ú�!E# ��' 2�( 0 #54$øÊú�ù�.%1
��ø ( �3* ��ú 4=' �,#�4�ø Hn � .�*�'zø

�3*-27ùtû # ( 1Äú ' (�#�ûvú # ��� 1 43*vù«ù`ø34I)
ø�û 0 (�* ! # �
*�ú�ù,)�* 0 )/.Bø=' 2�( 0 #�4�ø 
 )�.�ø&ù S 'I# )�ú ' 	cø('
4πA ≤

L2 − A2 
 � ú�)�. ø�� 2,# ��ú�) 1 ú 0 #vù`û *�ù,� 1 ú 0 S ú '0# %�ø3*�û¡ø('�ú 4 ûvú '��9ú�ù # ) * ) # ��� 1 %*ø3*�û�ø*'�ú 4
H2 ⊂ Hn 6
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� ç�� < ëvñ < � � ? ; î�ë�� < ê�î�ë-? ;D< <>?
·[§Â½�µ¡¦�ò>³Ä¹�µeÑ�³Hª&§�¤�²�¬�¨7³�¦�³�¨ ´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎM²4©B¦�½�µ¡ªz³�²�¬�¤ µöãl¬�³�´Lµ�¤B¤B¬�µ�¤ó´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨

M
§�½

ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥-²�³�ª&¥�¬�§¡¤�µ¡Î«ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³
K
 ï¢�¤L¥$¹B¬�²c²4³�ª�¥$¬�§�¤Lòc³Q³(:[¥�³�¤�¨�¥�¹B³Q¦�³�²4©�ÎÒ¥�²F§�½t¥$¹B³@ÅB¦$³�ªz³�¨[×

¬�¤BÖH²�³�ª&¥�¬�§¡¤�²;¥�§Ä´�¬�¤B¬�´Lµ¡Îï²�©B¦�½�µ¡ª&³�²l¬�¤öµL´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨
M

§�½�Ñvµ�¦$¬�µ�ÍBÎ�³�ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³ ≤ K
 ;ÇM¹B³

´Lµ�¬�¤Ô§¡Í�²4¥$µ�ª&Î�³Q¥$§�¥�¹B¬�²l³(:[¥$³z¤�²�¬�§�¤¶¬�²M¥$¹�µv¥l§¡¤�³Êªzµ�¤�¤B§�¥lÅB¦$§vÑ¡³@¥�¹B³Êµ¡¦�³�µ�ªz§¡´�Å�µ¡¦�¬�²4§�¤

Area(S) ≤ Area(p××∂S)
½�§�¦;µ�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©B¦�½�µ¡ª&³

S ⊂M
  �>©7¥@ò>³Oòl¬�Î�ÎCÖ¡³z¥@µ�¦$§¡©B¤«¨Ä¥$¹B¬�²@¨7¬ 7Äªz©BÎÒ¥RÌ¶Í[Ì¶ª&§�´�Å�µ�¦$¬�¤�Ö

¥$¹B³Êµ�¦$³�µ�§�½
S
òl¬�¥�¹Ô¥$¹�µv¥l§�½�µ�ª&§�¤B³ä¬�¤

M
 

Üÿ¹B³�¤Þò>³�²4¥�©«¨7ÌöµÔãl¬�³�´Lµ�¤B¤B¬�µ�¤Þ´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨ö§¡½-Ñvµ�¦$¬�µ¡ÍBÎ�³�ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³Ê¥$¹B³Lª&§¡´�Å�µ¡¦�¬�²�§¡¤
¥$¹B³z§�¦�³�´�²äµ¡¦�³�Ñ¡³�¦�ÌÂ©�²�³&½�©�Î�¥�§[§¡Î�²�  �@´�§�¤BÖÔ¥�¹B³�´¸Á1¥�¹�³L§¡¤B³�¥�¹«µv¥/òc³�¤B³�³�¨ ´�§�²4¥ä½�§¡¦ä§¡©B¦
ÅB©�¦�Å`§�²�³�²�¬�²L¥$¹B³ÙË;³�²�²�¬�µ¡¤ÿª&§¡´�Å�µ¡¦�¬�²�§¡¤ ¥�¹B³�§¡¦$³z´I½�§�¦L¥�¹�³ö¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³�²L¬�¤

M
µ¡¤�¨9¬�¤

M
 

¿C³&¥
r(x)

Í«³�¥$¹B³Ä¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³�½�¦�§�´£µÔâ�:7³�¨ Å`§¡¬�¤*¥
p
¥�§
x
¬�¤
M

µ�¤�¨D¨7³�¤B§�¥$³�¥�¹B³ÄË@³�²$²4¬�µ�¤
§¡½
r
Í[Ì ∇2r

  �@²$²4©B´�³Â¥$¹�µv¥
γ
¬�²HµDÖ¡³�§7¨7³�²�¬�ªÔ½�¦$§¡´

p
¥$§

q
µ¡¤�¨

v
¬�²¶µóÑ¡³�ª�¥�§�¦Äµv¥

qÅ`³z¦$Å«³�¤�¨7¬�ª&©BÎ�µ�¦¶¥�§
γ
  ÇM¹�³z¤ ∇2r(v, v)

¬�²H¥$¹B³D²4³�ª&§¡¤«¨ÿÑvµ�¦$¬�µ�¥�¬�§¡¤ §¡½Ê¥�¹B³ Î�³z¤BÖ¡¥�¹ §¡½
γµ�²�²�§7ª&¬�µv¥�³�¨ òl¬�¥�¹ ¥�¹B³ �*µ¡ªz§¡ÍB¬>â�³�Î�¨

X
µ�Î�§¡¤BÖ

γ
²�µ�¥�¬�²R½�Ì[¬�¤BÖ

X(p) = 0
µ¡¤�¨

X(q) = v
 

ÇM¹B³ �*µ¡ªz§¡ÍB¬>â�³�Î�¨9´�¬�¤�¬�´�¬87z³�²L¥�¹B³Ù²�³�ªz§¡¤�¨ Ñeµ¡¦�¬�µv¥$¬�§�¤9µ¡´�§¡¤BÖDµ�Î�ÎlÑ¡³�ª�¥�§�¦�â�³zÎ�¨B²Äµ¡Î�§�¤BÖ
γòl¬�¥�¹¸¥$¹B³�²$µ�´�³ÊÍ`§¡©B¤«¨Bµ�¦$Ì¶ªz§¡¤�¨7¬�¥�¬�§¡¤«²z ;ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³/¬Ò½�¥$¹B³�²�³�ª&¥�¬�§¡¤�µ¡Î�ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³/§�½

Mn ¬�²
Í`§¡©B¤«¨7³�¨¸½�¦$§¡´Ýµ¡Í«§vÑ�³/Í*ÌÔ¥$¹�µv¥O§�½-µH²�Å�µ�ª&³/½�§�¦�´

Mn òl¹B¬�ª�¹Ù¹�µ¡²OµÄ¨7¬�²4¥$µ�¤«ª&³Ê½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤
r̄òl¬�¥�¹

r̄(·) = dist(p̄, ·) µ�¤�¨¶¥$¹B³�ãl¬�³z´Lµ¡¤B¤B¬�µ�¤Âª&§�¤B¤B³�ª&¥�¬�§¡¤Â¨7³�¤B§�¥$³�¨¸Í[Ì ∇ Á�¥�¹B³�¤Ù§¡¤B³/Ö�³&¥�²¥$¹B³ÊË;³�²�²�¬�µ¡¤Ôªz§¡´�Å�µ¡¦�¬�²4§�¤

��Ï�?«��� ∇2r(v, v) ≥ ∇2
r̄(u, u),

òl¹B³�¦�³
u
¬�²cµ�Ñ¡³�ª�¥�§�¦cµ�¥

q̄ ∈ M
òl¬�¥�¹ |u| = |v| µ�¤«¨ r̄(q̄) = r(q)

ÁBòl¹B¬�ª�¹Ä¬�²cÅ`³z¦$Å«³�¤�¨7¬�ª&©BÎ�µ�¦
¥$§�¥$¹B³/Ö¡³�§7¨7³�²�¬�ª

γ̄ ⊂M
½�¦�§�´

p̄
¥�§
q̄
��²�³z³$/21 �öæ 4CÅ1  Æ �� 

ÓB¦$§¡´J¥�¹�¬�²cª&§¡´�Å�µ¡¦�¬�²�§¡¤�§¡¤B³Qªzµ�¤�§�Í7¥$µ¡¬�¤�¥$¹B³;½�§�Î�Î�§vòl¬�¤�Ö/Î�³�´�´Lµ�²F§¡¤�¥$¹B³Q¿�µ�ÅBÎ�µ¡ªz¬�µ¡¤�§�½
²�§¡´�³O½�©B¤�ª&¥�¬�§¡¤�²M§¡½P¨7¬�²4¥$µ�¤«ª&³¡ 

� ��#�#�� Ï� ��%$ /"; � 4 ��øI)
S
��ø # !�ú�ù«ú�!$# � ' 2�( 0 #�4�ø>ú�ùG# '�ú�! ��� 1 43*vù«ù`ø34I)
ø�û��Qú�ø(!E#vù«ù�ú #vù

!E#vù«ú 0 * ��û M * 0 'zø34()�ú *vù
# � 4 2�( , # ) 2�(�ø �3*-27ù`û�ø�û # �3*-,vø � 1�# 43*�ù�'*) #�ù,) K 6 ��ø 	Fùtø r(x) =
dist(p, x) 0 *-( 	 �[ø$û p ∈M 6

��¢ � � 0 K = 0

 � ø .,#-,vøH*vù S 


��µ � 4r2 ≥ 4 �
��Í�� 4r ≥ 1

r
(2 − |∇r|2) �

��ª&� 4 log r ≥ 2πδp
ú 0 p ∈ S.

��¢4¢ � � 0 K = −k2 < 0

H)/.Bøzù

��¨,� 4r ≥ k(2 − |∇r|2) coth kr �
��³ � 4 log(1 + cosh kr) ≥ −K �

��½ � 4 log
sinh kr

1 + cosh kr
≥ 2πδp

ú 0 p ∈ S �

��Ö � 4 log sinh kr ≥ 2πδp −K
ú 0 p ∈ S 6

��¢�¢4¢ � � 0 K = k2 > 0

6)�.�ø&ù

��¹�� 4r ≥ k(2 − |∇r|2) cot kr �
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��¬�� 4 log sin kr ≥ 2πδp −K
ú 0 p ∈ S and r ≤ π

2k
�

����� 4 log
sin kr

1 + cos kr
≥ 2πδp

ú 0 p ∈ S and r ≤ π

2k
.

���t�ï��� $;ØQ³z¤�§�¥�³H¥�¹B³Ô´�³&¥$¦�¬�ªz²�§�½
M

µ�¤«¨
M

Í[Ì
ḡ
µ¡¤�¨

g
Áï¦$³�²�Å`³�ª�¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì¡  �Q²�²�©B´�³

â�¦�²4¥�¥�¹«µv¥
K = 0

µ¡¤�¨
M = R

n   �ô²4¥�¦�µ�¬�Ö¡¹*¥4½�§�¦�òMµ�¦�¨Dª&§¡´�ÅB©B¥$µv¥$¬�§�¤ ¬�¤ §�¦4¥$¹B§¡¤�§¡¦$´�µ¡Î
ªz§*§�¦$¨B¬�¤�µ�¥�³�²c§¡½

R
n Ö¡¬�Ñ¡³�²

��Ï�?[® � ∇2
r̄2 = 2ḡ.

·[¬�¤�ªz³

∇2r2 = 2r∇2r + 2∇r ⊗∇r and ∇2
r̄2 = 2r̄∇2

r̄ + 2∇r̄ ⊗∇r̄,
��Ï�?«���cµ¡¤�¨ ��Ï ?[® �c¬�´�Å�Î�Ì

∇2r2 ≥ 2g.
ÇM¹B¬�²lµ�¤«¨Ô¿C³z´�´LµL¯7 ��O¬�´�ÅBÎ�Ì ��µ �� FÓB§�¦@��Í��lòc³/ª&§�´�ÅB©7¥�³

4r = div∇(r2)1/2 = div
1

2r
∇r2 =

1

2r
4r2 − 1

2r2
〈∇r, 2r∇r〉 ≥ 1

r
(2 − |∇r|2).

·[¬�´�¬�Î�µ�¦$Î�ÌL½�§¡¦@��ª&�

4 log r = div
1

r
∇r =

1

r
4r − 1

r2
|∇r|2 ≥ 2

r2
(1 − |∇r|2) ≥ 0.

å@³�µ�¦
p
Á¡¹B§vòc³�Ñ¡³�¦�Á

S
ªzµ¡¤�Í`³M¬�¨7³�¤*¥�¬�â�³�¨�òl¬Ò¥$¹

TpS
Áe¥�¹�³c¥�µ�¤BÖ�³z¤*¥PÅBÎ�µ¡¤B³>§�½

S
µv¥
p
Á�§¡¤�òl¹B¬�ª�¹

4 log r = 2πδp
òl¬�¥�¹ó¦$³�²�Å`³�ª�¥�¥�§¸¥�¹�³��F©�ªzÎ�¬�¨7³�µ�¤ó´�³&¥$¦�¬�ª� ¸ÇM¹B³z¦$³&½�§�¦�³L§�¤

S
Á 4 log r ≥

2πδp
 
�@²$²�©B´�³O¤�§vòÿ¥�¹�µ�¥

K = −k2 < 0
 �ÓB§�¦Mµ¡¤[ÌÄª&¬�¦$ªzÎ�³

C ⊂M
§¡½�¦�µ¡¨7¬�©�²

a
òl¬Ò¥$¹Ôªz³z¤*¥�³�¦

µ�¥
p̄
Á�¥$¹B³;Î�³z¤BÖ¡¥�¹�§�½

C
³�à*©�µ¡Î�²

l(a) = (2π/k) sinh ka
 F·[§ä¥$¹B³lÖ¡³�§[¨B³�²�¬�ªlªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³M§�½

C
¬�²

l′(a)/l(a) = k coth ka
 �Ë;³�¤�ª&³;¥�¹B³QÅB¦�¬�¤�ªz¬�Å�µ¡Î«ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³;§�½t¥$¹B³@Ö�³z§7¨7³�²�¬�ªl²4ÅB¹�³z¦$³

Σ ⊂M§¡½>¦�µ¡¨7¬�©�²
a
òl¬Ò¥$¹ ª&³z¤*¥�³�¦Êµv¥

p̄
¬�²
k coth ka

³�Ñ¡³z¦$Ì[òl¹B³z¦$³�§¡¤
Σ
¬�¤ µ�¤[Ìö¨B¬�¦$³�ª&¥�¬�§¡¤1 Hå@§�¥$³

¹B³�¦�³�¥�¹�µ�¥OÍ`§�¥$¹Ù¥$¹B³�¥�µ�¤BÖ�³z¤*¥O²�Å�µ�ª&³�µ¡¤�¨Â¥$¹B³�¤B§¡¦$´Lµ�ÎCÎ�¬�¤B³�¥$§
Σ
µ�¦$³/¥�¹B³�³z¬�Ö¡³�¤�²�Å�µ¡ªz³�²Q§�½

¥$¹B³ÊË;³�²�²�¬�µ¡¤¶§¡½
r̄
Á ∇2

r̄
 FÇM¹�³z¦$³&½�§¡¦$³O§¡¤B³/ªzµ¡¤¶³�µ¡²�¬�Î�ÌH²�³z³O¥�¹«µv¥

��Ï�?*­ � ∇2
cosh kr̄ = (k2 cosh kr̄)ḡ,

µ¡¤�¨H¹�³z¤�ªz³
��Ï�? Æ � ∇2

r̄ = k coth kr̄(ḡ −∇r̄ ⊗∇r̄).
ÇM¹[©�²;¿C³z´�´LµH¯7 ��¡Á5��Ï�?`� ��ÁH��Ï ? Æ �;µ�¤�¨¶¥�¹�³Ê½�µ¡ª&¥;¥�¹«µv¥ ∇r(= grad r)

¬�²@µ�¤Â³�¬�Ö�³z¤[Ñ¡³�ª�¥$§¡¦l§�½
∇2r

òl¬Ò¥$¹Â³z¬�Ö¡³�¤*Ñvµ¡Î�©B³ 7z³�¦�§�ÅB¦$§vÑ¡³ ��¨,�& -ÇM¹B³�¤

4 log(1 + cosh kr) = div
k sinh kr

1 + cosh kr
∇r =

k2

1 + cosh kr
|∇r|2 +

k sinh kr

1 + cosh kr
4r

≥ 2k2 cosh kr + k2|∇r|2(1 − cosh kr)

1 + cosh kr
≥ k2,

òl¹B¬�ª�¹ÔÖ¡¬�Ñ¡³�² ��³ �� cå;§vò ò>³ä¹�µeÑ¡³

4 log
sinh kr

1 + cosh kr
= div

k

sinh kr
∇r = −k

2 cosh kr

sinh2 kr
|∇r|2 +

k

sinh kr
4r

≥ 2k2 cosh kr(1 − |∇r|2)
sinh2 kr

≥ 0.
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Ë@§vòc³�Ñ¡³z¦�Á

f(r) =
1

2π
log

sinh kr

1 + cosh kr
¬�²lµ�½�©B¤�¨Bµ¡´�³�¤*¥$µ�Î�²4§�Î�©7¥$¬�§�¤¶§¡½ 4 §¡¤

H2(K)
²4¬�¤�ªz³

1

2πf ′(r)
=

1

k
sinh kr

¬�²>¥�¹B³/Î�³z¤�Ö�¥�¹¸§¡½ïµ ��µ�ª&§�ÍB¬tâ�³zÎ�¨� -·[§���½ �>½�§¡Î�Î�§vò;²z  �l¨B¨7¬�¤BÖ���³��>¥�§���½ �MÖ¡¬�Ñ¡³�² ��Ö �& 
�@²$²�©B´�³Qâ«¤�µ�Î�Î�Ì�¥$¹�µv¥

K = k2 > 0
 ��Q²M¬�¤¶¥�¹�³äª�µ¡²�³@§¡½

K < 0
µ�Í`§vÑ¡³�Á*§�¤B³äªzµ�¤Ô²4¹�§vò

¥$¹�µv¥l¬�¤
Mn §�½Pª&§�¤�²R¥�µ�¤*¥;²4³�ª�¥$¬�§�¤�µ�Î1ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³ K

∇2
cos kr̄ = −(k2 cos kr̄)ḡ

µ¡¤�¨

∇2
r̄ = k cot kr̄(ḡ −∇r̄ ⊗∇r̄),

½�¦$§¡´ òl¹�¬�ª�¹ ��¹��M½�§¡Î�Î�§vò;²�  �@¤�¨Ô¥�¹�³z¤

4 log
sin kr

1 + cos kr
= div

k

sin kr
∇r = −k

2 cos kr

sin2 kr
|∇r|2 +

k

sin kr
4r

≥ 2k2 cos kr

sin2 kr
(1 − |∇r|2) ≥ 0.

�Q²M¬�¤���½���Á

f(r) =
1

2π
log

sin kr

1 + cos kr
¬�²lµ�½�©B¤�¨Bµ¡´�³�¤*¥$µ�Î�²4§�Î�©7¥$¬�§�¤¶§¡½ 4 §¡¤

S2(K)
²4¬�¤�ªz³

1

2πf ′(r)
=

1

k
sin kr

¬�²>¥�¹B³/Î�³z¤�Ö�¥�¹¸§¡½ïµ ��µ�ª&§�ÍB¬tâ�³zÎ�¨� FÇM¹[©�² � ���>½�§¡Î�Î�§vò;²� PÓB§¡¦@��¬ �lòc³/ª&§�´�ÅB©7¥�³

4 log sin kr = div

(
k cos kr

sin kr
∇r

)
= −k2 csc2 kr|∇r|2 + k cot kr4r

≥ k2 csc2 kr[2 cos2 kr − (1 + cos2 kr)|∇r|2] ≥ −k2.
å@§�¥�³O¥$¹�µv¥

lim
r→0

d

dr
log sin kr

d

dr
log

sin kr

1 + cos kr

= 1,

òl¹B¬�ª�¹ÔÅB¦�§vÑ�³�² ��¬��� 
�

� ��#�#�� ÏB r®�$�/"; � 4 ��ø()
Γ = p̄××C̄ �$ø�)�.�ø 4+*�ù`ø 0 (�* ! p̄

*-,vø (�# 4 2�( ,vø
C̄

ú�ù #
�Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù�!$#�ù�ú 0 * ��û M * 0 ù�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,eø�4+*�ù�'*) #vù,)H'zø34I)�ú *�ù�# � 4 2�( , # ) 2�(�ø K = −k2 #vù`û
û�ø 	-ù`ø

r̄(x) = dist(p̄, x), p̄ ∈M 6 ��.�ø&ù 
)*vù Γ



��µ � 4r̄2 = 4
ú 0 K = 0


 � .[ú���ø 4 log(1 + cosh kr̄) = −K ú 0 K < 0 6
��Í�� 4 log r̄ = αδp̄

ú 0 K = 0

 � .[ú���ø 4 log

sinh kr̄

1 + cosh kr̄
= αδp̄

ú 0 K < 0

 � .Bø (�ø

α = Angle(C̄, p̄) 6
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���t�ï��� $Q°Q¤
Γ ∇r̄ ¬�²PÅ«³�¦�Å`³z¤�¨B¬�ªz©BÎ�µ¡¦P¥�§ ~H Á¡¥�¹B³M´�³�µ¡¤Lª&©B¦$Ñvµv¥�©�¦�³>Ñ¡³�ª�¥�§�¦P§�½ Γ ��¹�³z¤�ªz³¿C³z´�´LµÞ¯7 ��H¬�´�ÅBÎ�¬�³�²�¥�¹�µ�¥�½�§�¦�µ¡¤*ÌD½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤

f
§¡½Q¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³

r̄
Á 4f = 4f  óÉÂ§¡¦$³z§vÑ�³z¦

|∇r̄| ≡ 1
§�¤

Γ
 l¢
¥@½�§�Î�Î�§vò;²M½�¦$§¡´���Ï ?[® �lµ¡¤�¨ ��Ï�?*­ �>¥�¹�µ�¥Oµ¡Î�ÎC¥�¹B³Ê¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²;¬�¤ö¿1³�´�´Lµ

Ï� �� ��µ �&Á ��ª&�&Á ��³ ��µ�¤�¨ ��½ �ÊÍ`³�ªz§¡´�³Ä³�à�©«µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²z ÂÇM¹B¬�²ÊÅB¦$§vÑ¡³�²ä¥�¹�³ÄÎ�³�´�´�µÙ³(:Bª&³�Å7¥Ê½�§¡¦�¥�¹B³
ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥

α
  ÇM¹B³Ôªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥

2π
¥�¹�µ�¥�µ¡ÅBÅ«³�µ�¦�²�¬�¤ ¥$¹B³Â¿Cµ¡ÅBÎ�µ�ª&¬�µ�¤ §¡½;¥�¹�³H½�©B¤«¨Bµ�´�³z¤*¥�µ�Î

²�§¡Î�©7¥�¬�§¡¤Â§�¤
R

2 µ¡¤�¨ H2 ªz§¡´�³�²;½�¦�§�´ü¥$¹B³�Î�¬�´�¬�¥Oµ�²
a → 0

§�½P¥$¹B³�ªz¬�¦�ª&©B´�½�³�¦�³�¤�ª&³Ê§¡½P¥�¹B³
ªz¬�¦�ª&Î�³H§¡½@¦$µ�¨7¬�©�²

a
òl¬�¥�¹ ª&³z¤*¥$³z¦�µv¥

p̄
¨7¬�Ñ[¬�¨7³�¨ Í[Ì

a
 ó·7¬�´�¬�Î�µ¡¦�Î�Ì¡ÁF¬�½

Σp̄(a)
¨7³�¤B§�¥$³�²�¥�¹B³

Ö�³z§7¨7³�²�¬�ªQ²�ÅB¹B³�¦�³ä§�½P¦�µ¡¨7¬�©�²
a
òl¬�¥�¹Âª&³�¤�¥$³z¦;µ�¥

p̄
Á
α
³�à*©�µ¡Î�²

lim
a→0

1

a
Length(Γ ∩ Σp̄(a)),

òl¹B¬�ª�¹Ô¬�²;ª�µ�Î�Î�³�¨Ä¥$¹B³ #vù % ��øM§�½
C̄
Ñ[¬�³zò>³�¨¶½�¦�§�´

p̄
µ�¤�¨¸¨7³�¤B§�¥$³�¨

Angle(C̄, p̄)
 

�

å;§vò òc³ä¹�µeÑ�³O¥�¹B³/´Lµ�¬�¤¶¥�¹B³�§¡¦$³z´üµ�²>½�§¡Î�Î�§vò;²� 

��� ���!���
# ÏB  ­�$ /2; � 4 ��ø()
S
��ø #@!�ú�ù«ú�!$# �>' 2�( 0 #�4�øQú�ù.# 43* ! ����ø()�ø '�ú�! ��� 1�43*vù�ùtø34()�ø�û

�Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù�!$#�ù�ú 0 * ��û M � ú�)/. 'zø+4I)�ú *vù�# � 4 2�( ,�# ) 2�(�ø	�+* 27ù`û�ø$û�# �3*-,vø � 1 #¸ù�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,vø43*vù,'*) #�ù,)
K 6 � 0 ∂S ú ' (�#¡û�ú # ��� 1�4+*�ù�ùtø+4I)�ø$û 0 (+* ! # �
*�ú�ù,)H* 0 S 
=)/.Bøzù S 'I# )�ú '
	>ø*'�)/.Bø

ú ' *
��ø (�ú�!�øI) (�ú 4�ú�ùtø � 2,# �Òú�) 1

��Ï�?[¯ �
4πA ≤ L2 +KA2,

� .�ø (�øÞø�� 2,# ��ú�) 1 .�* ��û 'Âú 0 #vù`û *vù,� 1 ú 0 S ú ' # %*ø3*�û�ø*'�ú 4 ûvú '��óú�ù #0' 2�( 0 #�4�ø * 0 4+*�ù�'*) #vù,)
� #-2 '�'�ú #vù 4 2�( , # ) 2�(�ø

K 6
���t�ï��� $;Óï¬�¦$²4¥@²�©BÅBÅ`§�²�³

K < 0
 P¢�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�³/¿1³�´�´�µ�Ï� �� ��³ �-¥$§LÖ¡³&¥

−KArea(S) ≤
∫

S

4 log(1 + cosh kr) =

∫

∂S

k sinh kr

1 + cosh kr

∂r

∂ν

≤
∫

∂S

k sinh kr

1 + cosh kr

∂r

∂η
=

∫

∂S

k sinh kr

1 + cosh kr

√
1 − 〈∇r, τ〉2,

òl¹B³�¦�³
ν, η

µ�¦$³/µ¡²M¬�¤H¥$¹B³/ÅB¦$³�ªz³�¨7¬�¤BÖL²4³�ª�¥$¬�§�¤�²lµ�¤�¨
τ
¬�²lµ�©B¤�¬Ò¥;¥�µ�¤BÖ�³z¤*¥M¥�§

∂S
 

å;§vò5¥$¹B³Hß�³zÌD²R¥$³zÅ ¬�¤ó¥�¹�³H³(:[¥$³z¤�²�¬�§�¤D¥�§ö¥�¹B³¶Ñeµ¡¦�¬�µ�Í�Î�³Äªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³Hªzµ�²4³H¬�²�¥�§öª�µ�¦$¦�Ì
¥$¹B³ÂÎ�µ�²R¥L¬�¤*¥�³zÖ�¦$µ¡Î;µ�Í`§vÑ¡³Ô§vÑ¡³�¦�¥$§ ¥�¹B³ö²�¬�´�Å�Î�Ì ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨ ²�Å�µ¡ªz³¶½�§�¦�´

M
§¡½O²�³�ª�¥$¬�§�¤�µ�Î

ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³
K
 ¶¿C³&¥

C1, . . . , Cl
Í`³L¥�¹B³¶ª&§¡´�Å`§¡¤B³�¤*¥$²/§¡½

∂S
 ÔÈc¹B§[§*²4³

qi ∈ Ci
½�§¡¦/³�µ�ª�¹

i = 1, . . . , l,
µ�¤�¨D¥�µ�ß�³

q̄1, . . . , q̄l ∈ M
¬�¤ ²4©�ª�¹ µÂò>µeÌÞ¥�¹«µv¥

r(qi) = r̄(q̄i)
  ·7©BÅBÅ`§�²�³

¥$¹�µv¥O³�µ¡ª�¹Ùªz©B¦$Ñ¡³
Ci

¬�²QÅ�µ¡¦$µ¡´�³z¥�¦$¬97�³�¨ÔÍ[Ì
ci(s)

òl¬Ò¥$¹Þµ¡¦$ªzÎ�³�¤BÖ�¥$¹ÂÅ�µ�¦�µ�´�³&¥$³z¦
s
²�©�ª�¹Â¥$¹�µv¥

qi = ci(0) = ci(λi)
Á
λi = Length(Ci)

 >ÇM¹�³z¤Âò>³Êª&§¡¤«²R¥$¦�©�ª&¥@µLª&©B¦$Ñ¡³
C̄i

¬�¤
M

²4¥$µ¡¦4¥$¬�¤�Ö
½�¦$§¡´

q̄i
µ¡¤�¨OÅ�µ�¦�µ�´�³&¥$¦�¬87z³�¨@Í[Ì

c̄i(s)
òl¬Ò¥$¹Êµ�¦�ª&Î�³z¤BÖ¡¥�¹äÅ�µ�¦�µ�´�³z¥�³z¦

s ∈ [0, λi]
µ¡¤�¨

c̄i(0) = q̄i²�©�ª�¹�¥�¹«µv¥F¥$¹B³@©B¤�¬Ò¥c¥$µ�¤�Ö¡³z¤*¥-Ñ�³�ª&¥�§¡¦
c̄′i(s)

´Lµ�ß¡³�²Fµ�¤¶µ�¤BÖ�Î�³l§¡½
cos−1〈∇r, c′i(s)〉

òl¬�¥�¹ ∇r̄  °@½«ªz§¡©B¦�²�³�¥�¹B³lªz©B¦�Ñ�³
C̄i
¬�²�¤B§¡¥ï©B¤�¬�à*©B³ �¡ÍB©7¥PÖ¡¬�Ñ¡³�¤�µ@¥Ròc§¡×
¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Î¡¬�¤7â�¤B¬�¥�³lª&§�¤B³

p̄××C̄ªz§¡¤*¥$µ¡¬�¤B¬�¤BÖ
q̄i
Á�§�¤B³/ªzµ�¤¸©B¤�¬�à*©B³�Î�ÌÔ¨7³&¥$³z¦$´�¬�¤B³ÊµLªz©B¦�Ñ�³

C̄i
§¡¤

p̄××C̄ òl¬Ò¥$¹¸¥�¹B³/Å�¦�³�²�ªz¦�¬�Í«³�¨
ÅB¦$§¡Å`³z¦�¥�¬�³�²� �·[¬�¤�ªz³

p̄××C̄ ¬�²C¨B³zÑ¡³�Î�§�Å�µ�Í�Î�³�Á�§�¤B³-ªzµ¡¤Êµ�Î�²4§Qµ¡²$²4©B´�³Fòl¬�¥�¹�§¡©7¥ïÎ�§*²�²C§�½7Ö¡³�¤B³z¦�µ�Î�¬Ò¥RÌ
¥$¹�µv¥

c̄i(0) = c̄i(λi)
ÁC§¡¦ä³�à*©B¬�Ñvµ�Î�³z¤*¥�Î�Ì¡Át¥$¹�µv¥

C̄i
¬�²äªzÎ�§*²4³�¨�  �@¤*Ì[¹B§vò/Á

r
§¡¤

Ci
ªz§¡¬�¤�ª&¬�¨7³�²

òl¬�¥�¹
r̄
§�¤

C̄i
¬�¤Ô¥�¹B³Ê²�³z¤«²4³O¥�¹«µv¥

r(ci(s)) = r̄(c̄i(s)) and 〈∇r, c′i(s)〉 = 〈∇r̄, c̄′i(s)〉.
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−K Area(S) ≤
l∑

i=1

∫

Ci

k sinh kr

1 + cosh kr

√
1 − 〈∇r, c′i(s)〉2

=

l∑

i=1

∫

C̄i

k sinh kr̄

1 + cosh kr̄

√
1 − 〈∇r̄, c̄′i(s)〉2.

¢
½
η̄
¬�²l¥�¹B³/§�©7¥Rò>µ¡¦$¨H©B¤B¬�¥@ª&§�¤B§¡¦$´Lµ�Î`¥�§

C̄i
§�¤

p̄××C̄i
Á7¥$¹B³z¤

Area(S) ≤ − 1

K

l∑

i=1

∫

C̄i

k sinh kr̄

1 + cosh kr̄

∂r̄

∂η̄
=

l∑

i=1

∫

p̄××C̄i

1

−K4 log(1 + cosh kr̄)

=

l∑

i=1

Area(p̄××C̄i) (by Lemma 6.2(a)) = Area(p̄××C̄),

òl¬�¥�¹
C̄ =

⋃l
i=1 C̄i

 ��@Î�²�§�¬Ò¥l½�§�Î�Î�§vò;²>½�¦$§¡´ ¥$¹B³Ê¨7³&â«¤B¬Ò¥$¬�§�¤¸§�½
C̄i

¥$¹�µv¥

Length(∂S) = Length(C̄).

°Q¤Ù¥$¹B³�§�¥$¹B³z¦ä¹�µ¡¤�¨�Á1¬�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�¬�¤BÖ¶¿C³z´�´Lµ¶Ï� �� ��½ �Q§vÑ�³z¦
S
µ�¤«¨Þ¿C³z´�´Lµ¶Ï�  ®,��Í��@§vÑ¡³�¦

p̄××C̄ µ�²lµ�Í`§vÑ¡³¡Á[ò>³äÖ¡³&¥

2π ≤
∫

S

4 log
sinh kr

1 + cosh kr
=

∫

∂S

k

sinh kr

∂r

∂ν
≤

∫

∂S

k

sinh kr

∂r

∂η

=

∫

C̄

k

sinh kr̄

∂r̄

∂η̄
=

∫

p̄××C̄

4 log
sinh kr̄

1 + cosh kr̄
= Angle(C̄, p̄).

ÉÂ§�¦�³�§vÑ¡³�¦�Á�²�¬�¤«ª&³
r|∂S

ª&§�¬�¤«ª&¬�¨7³�²-òl¬Ò¥$¹
r̄|C̄

Á
C̄
¬�²-µ�Î�²�§Ê¦$µ�¨7¬�µ�Î�Î�Ì�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨�½�¦$§¡´

p̄
 PË;³�¤�ª&³

½�¦$§¡´ ¥$¹B³Âª&©7¥�¥�¬�¤BÖ µ�¤«¨ Å�µ�²R¥$¬�¤�ÖDµ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥$²�µ�¤«¨ ¥$¹B³Âµ�ÅBÅ�¦�§�:7¬�´�µ�¥�¬�§¡¤ µ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥Äµ¡²�¬�¤
/";
	 æ Á�¿C³z´�´Lµ Æ 4C¬�¥l½�§¡Î�Î�§vò;²c¥�¹«µv¥

4πArea(p̄××C̄) ≤ Length(C̄)2 +KArea(p̄××C̄)2.

ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³�©�²�¬�¤BÖÄ¥$¹B³Lµ�¦$³�µHªz§¡´�Å�µ¡¦�¬�²4§�¤Â§¡Í7¥�µ�¬�¤B³�¨Þµ�Í`§vÑ¡³�µ�¤�¨Ù¥�¹B³�´�§¡¤B§¡¥�§�¤B¬�ªz¬Ò¥RÌ¸§¡½F¥�¹B³
à*©�µ�¨7¦$µ�¥�¬�ªÊ½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤

4πA −KA2 §�½ A > 0
ÁCò>³�§�Í7¥$µ¡¬�¤Þ¥�¹�³Ä¨7³�²�¬�¦$³�¨Þ¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª�¬�¤7×

³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ�½�§�¦
S
¬�¤Âªzµ�²4³

K < 0
 

¢
½P³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÄ¹B§¡Î�¨B²M¬�¤Ô¥�¹B³/¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªO¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ�Á[¥�¹B³�¤

Area(S) = Area(p̄××C̄)

µ¡¤�¨¸¥�¹�³z¦$³&½�§¡¦$³Ê³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌÂ²�¹B§¡©BÎ�¨Â¹B§�Î�¨ö¬�¤Þ¿1³z´�´LµÔÏB �� ��³��� ÊÈc§¡¤�²�³�à*©B³�¤*¥�Î�Ì¶³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ¸¹B§�Î�¨B²
¬�¤ ��Ï ?«� ��µ¡¤�¨ |∇r| ≡ 1

§�¤
S
µ�²Fò>³;³�µ�²4¬�Î�Ì�²�³z³;¬�¤�¥�¹B³;Å�¦�§[§�½�§¡½�¿C³z´�´LµÊÏB �� ��³ �& �¢
¥c½�§¡Î�Î�§vò;²

¥$¹�µv¥
S = p××∂S µ�¤�¨1ÁCÍ[ÌÙ¢�¤�¨7³I: ¿C³z´�´LµBÁ

S
¬�²�ª&§¡¤«²R¥�µ�¤*¥�Î�ÌÙª&©B¦$Ñ¡³�¨Þµ¡¤�¨Þ¹B³z¤�ªz³�¥�§¡¥$µ�Î�Î�Ì

Ö�³z§7¨7³�²�¬�ª� PÇM¹*©«²@·7ª�¹B´�¬�¨[¥�» ²M¥�¹�³z§¡¦$³z´ /21 A 4�ª&§�´�Å�Î�³z¥�³�²>¥$¹B³/ÅB¦$§[§�½�¬�¤Âªzµ�²4³
K < 0

 
·[³�ª&§¡¤«¨�ÁB²4©�ÅBÅ«§*²4³

K = 0
 �¿1³�´�´Lµ�ÏB �� ��µ �>µ�¤«¨Ô¿C³z´�´Lµ�ÏB r®���µ �c¬�´�ÅBÎ�Ì

Area(S) ≤ Area(p̄××C̄),

µ¡¤�¨¶¿C³z´�´Lµ�ÏB �� ��ª �>µ�¤�¨¸¿1³�´�´�µ�Ï�  ®,��Í��c¬�´�Å�Î�Ì

2π ≤ Angle(C̄, p̄).

ÇM¹[©�²>¥$¹B³ä¥�¹B³�§¡¦$³z´ ½�§�Î�Î�§vò;²c½�¦�§�´ ¥$¹B³Êµ�¦$Ö¡©B´�³�¤�¥�²>§�½P·7³�ª�¥$¬�§�¤ Æ  
�
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¢�¤Ù²�¹B§vòl¬�¤�Ö
Area(S) ≤ Area(p̄××C̄)

¬�¤Ô¥�¹B³ÊÅ�¦�§[§�½P§�½�ÇM¹B³�§¡¦$³z´üÏ�  ­�Á7¥�¹B³�´�µ¡¬�¤¸¬�¨7³�µ
¬�²>¥�§Äªz§¡¤�²4¥�¦$©�ª�¥>¥�¹�³Êª&§¡¤�³

p̄××C̄ ¬�¤
M

²�©�ª�¹¶¥�¹�µ�¥
∫

∂S

k sinh kr

1 + cosh kr

∂r

∂η
=

∫

C̄

k sinh kr̄

1 + cosh kr̄

∂r̄

∂η̄
,

¬�¤¶§¡¥�¹B³�¦lòc§�¦$¨�²zÁ

r|∂S = r̄|C̄ and (∂r/∂η)|∂S = (∂r̄/∂η̄)|C̄ .
¢
¥�¬�²�¬�¤*¥�³�¦�³�²R¥$¬�¤�Ö¸¥�§ö¦$³z´Lµ¡¦�ßö¥�¹�µ�¥Ê¥�¹B¬�²�¬�¨7³�µÙªzµ¡¤óÍ«³¶¬�¤*¥$³z¦$ÅB¦�³z¥�³�¨óµ¡²D%¡ú�,�ú�ù %�# 4+*�ù�'*) #vù,)
4 2�( ,�# ) 2�($ø !LøI) (�ú 4

ĝ
¥�§
p××∂S ¥�¹�µ�¥CÅB¦$³�²�³z¦$Ñ¡³�² r Á�¥$¹B³FÎ�³z¤BÖ¡¥�¹/§�½ ∂S µ�¤�¨O¥$¹B³-µ�¤�Ö¡Î�³�Í«³z¥Ròc³�³z¤

∇r µ�¤�¨ ∂S  ;ÇM¹�¬�²Q¤B³zò ´�³z¥�¦$¬�ª
ĝ
ÅBÎ�µeÌ7²QµLß¡³�Ì¶¦$§¡Î�³Ê¬�¤Â¥�¹B³�ÅB¦$§*§¡½�§�½�¥�¹�³�³z´�Í«³�¨B¨7³�¨7¤B³�²$²

§¡½ïµ�´�¬�¤B¬�´Lµ�ÎC²�©B¦�½�µ¡ªz³O¬�¤Âµ�ãl¬�³�´Lµ�¤B¤B¬�µ�¤Ô´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨Ô¬�¤0/";�	 � 4
 

� ç�� < ëvñ I
ì ��í!< < éïí K � < ê ; B < ñ�é <
·[§�´�³-´�¬�¤B¬�´Lµ�Î[²4©B¦�½�µ¡ªz³�²�¬�¤

R
3 ÁvÎ�¬�ß¡³-ªz§¡´�Å`§¡©B¤�¨/²�§�µ¡ÅOâ�Î�´L²�Á�ª&§�¤�¥�µ�¬�¤Ê²4¬�¤BÖ�©BÎ�µ¡¦Cª&©�¦�Ñ�³�²� 

ÇM¹B³�ÌÂµ�¦$³�¤B§¡¥O²�´�§[§¡¥�¹öÍ�©7¥ä²�´�§[§�¥�¹ µ�Î�´�§�²4¥Q³zÑ�³z¦$Ì[òl¹B³z¦$³¡ Q¢�¤Þ²�§¡´�³�Î�¬Ò¥$³z¦�µv¥$©B¦�³�¥�¹B³�ÌÂµ�¦$³
ª�µ�Î�Î�³�¨L²R¥�µv¥�¬�§¡¤«µ�¦$Ì�Ñvµ�¦$¬�½�§¡Î�¨B²F§�¦cµ�¦$³�µä´�¬�¤B¬�´�¬87z¬�¤BÖ�ª&©B¦$¦$³z¤*¥$²� �Ë@³z¦$³@¬�¥c¬�²-¬�¤*¥�³z¦$³�²4¥�¬�¤BÖ/¥$§�µ�²4ß
òl¹B³z¥�¹B³�¦ä¥�¹B³�¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª�¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ

4πA ≤ L2 ¹B§¡Î�¨B²/µ¡Î�²�§H½�§�¦ä¥�¹B³�²4³L²�©B¦�½�µ¡ª&³�²Oòl¬Ò¥$¹
²�¬�¤�Ö¡©BÎ�µ�¦$¬Ò¥$¬�³�²z O¢�¤ /"; 9 4P¥�¹�³�µ¡©7¥�¹B§�¦QÖ*µeÑ¡³�µ¡¤öµ-7L¦$´Lµv¥�¬�Ñ¡³�µ�¤�²�ò>³z¦ �`´�§�¦�³�§vÑ¡³z¦@¹B³�¨7³�¦�¬�Ñ¡³�¨
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n � .7ú 4+.Þú '=)/.Bø 27ù«ú *vù * 0 	Fù«ú�)
øI� 1 !E#vù�1���*-($û #vù 4 2�( ,eø('���� .�* !Lø+* �

!=*-(���.[ú 4�ú�!$#&%�ø('�* 0 # 4zú�(�4(��ø � 6
� ��#�#�� ¾[  ­�$ /"; 9 4 � 0 C ú '=#�43* ! �
* 27ù`û��%* (�û #�ù 4 2�( ,eøÊú�ù

R
n #vùtû p # ��*vú�ù�) * 0 C 
)/.Bøzù

4πArea(p××C) ≤ Length(C)2.
� � 2,# �Òú�) 1 .�* ��û '�ú 0 #�ù`û *vù�� 1Hú 0 p××C 4 #�ù ��ø�û¡ø ,vø(�8* �Bø�û 
�� 1�4 2>) )�ú�ù % #vùtûÄú�ù,'zø (*)�ú�ù % 
)*vùtø �
) * � *�ù`ø *�ù,) * #¶ûvú '�� 6



� ��� �������
	���

�����������

� � � ��� �������C� ¾[  Æ $ ��µ � � 2 ����*�'zø V ú ' #vù
m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *vù�# � ,�# (�ú 0 * ��û * 0 � *@4�# ��� 1
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ψ(x) = lim
ρ→0

σ(Bx(ρ))

Hm−1(Z ∩ Bx(ρ))
, x ∈ Z.
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��ø�û �3*-27ùtû # ( 1
Z
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M(V ) ≤ M(p××∂V ).
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Y
Á

δV (Y ) =

∫
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〈ν, Y 〉 dσ.
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Y
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Y (x) = x−p  >ÇM¹B³z¤ Y ¬�²M¥$¹B³Ê¬�¤B¬Ò¥$¬�µ¡Î
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φt(x) = (1 + t)(x−p) + p .
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M(V ),

µ¡¤�¨¶²�§

δV (Y ) =
d

dt
(1 + t)m

M(V )|t=0 = mM(V ).
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∫
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∫
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Z

Y y (dr ∧ dσ) = mM(p××∂V ),
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y
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W = v(Z,ψ)
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p
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*�ú�ù,)>ú�ù

Z 6 � 0 Z ú '=#�43* !���*-27ùtû ��*-(�û #vù 4 2�( ,vø 
6)/.Bøzù

4πM(p××W ) ≤ M(W )2.
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µ¡¤�¨D³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌö¹B§�Î�¨�²Ê¬�½@µ�¤�¨D§�¤BÎ�Ì ¬�½
D
¬�²�µÂÍ�µ�Î�Î� Â¢�¤ Ñ[¬�³�ò5§¡½Q°QÅ«³�¤ó¼F¦�§�ÍBÎ�³z´ �¡ ��Ä¬Ò¥�¬�²

¥$³z´�Å7¥�¬�¤BÖ�¥$§�ªz§¡¤ �R³�ª�¥$©B¦�³
���B�B�����t�! �"*�
# Õ� ��%$Q÷Qù�1

m
�4ûvú�!Løzù�'�ú *vù
# � !�ú�ù�ú�!E# ��'32 �I!E#vù�ú 0 * ��û N * 0

R
n 'I# ) �

ú ' 	cø(' )�.�ø�4I�9#�'�'�ú 4�# �ïú ' *
��ø (�ú�!Lø() (�ú 4�ú�ù`ø�� 2,# ��ú�) 1

mmωmVol(N)m−1 ≤ Vol(∂N)m,

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 N ú '=#	��# ����ú�ù #vù
m
� �
�9#vùtø�* 0

R
n 6

ÇM¹B¬�²ïÅB¦�§�ÍBÎ�³z´ ¬�²C½�µ�¦PÎ�³�²$²�²�³&¥�¥�Î�³�¨Ê¥�¹�µ¡¤�°QÅ`³z¤Ê¼F¦$§¡Í�Î�³�´ �¡ ��¡ �ÇM¹�³-§¡¤�Î�Ìä¥Rò>§Qª�µ¡²�³�²�¥$¹�µv¥
µ¡¦�³äß[¤B§vòl¤¶¥�§L¹B§�Î�¨¸µ�¦$³ä¬ �>òl¹�³z¤

∂N
Î�¬�³�²l§¡¤¶¥�¹�³

(n− 1)
×�¨7¬�´�³�¤�²�¬�§�¤�µ�Î1²�ÅB¹B³�¦�³/ª&³�¤*¥�³z¦$³�¨

µ�¥cµ/Å`§¡¬�¤�¥c§�½
N
��Í[Ì�´�§�¤B§�¥$§¡¤B¬�ª&¬�¥RÌ���µ�¤«¨���¬�¬ �Fòl¹B³z¤

N
¬�²-µ¡¦�³�µä´�¬�¤B¬�´�¬97�¬�¤BÖ ��Í[Ì �;Î�´�Ö�¦�³�¤

/ � � 4 �� 

�Cç�æ`ç � ì`éïì�ê�ì«éïñ�ð�ñ�ê � ç ÈcÎ�§�²�³zÎ�ÌL¦$³zÎ�µv¥�³�¨L¥$§�¥$¹B³/¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª@¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÄ§¡½ïµ�´�¬�¤7×
¬�´Lµ�Î�²4©�ÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î

N
¬�²>¥$¹B³ä´�§�¤B§�¥$§¡¤B¬�ª&¬�¥RÌLÅB¦$§¡Å`³z¦�¥RÌ
�C¥$¹B³äÑ¡§¡Î�©B´�³O§�½

N ∩Bp(r)
¨7¬�Ñ[¬�¨7³�¨

Í[ÌD¥�¹�³ÔÑ�§¡Î�©B´�³¶§¡½@¥$¹B³¸Ö¡³z§7¨7³�²4¬�ª¶Í�µ�Î�Îl§�½@¦�µ¡¨B¬�©�²
r
¬�²�µ ¤B§¡¤«¨7³�ªz¦�³�µ¡²�¬�¤BÖö½�©B¤�ª&¥�¬�§¡¤9§�½

r
 

ÇM¹B¬�²>ÅB¦$§¡Å`³z¦�¥RÌ�¹«µ¡²cÍ«³�³z¤ÔÅB¦�§vÑ�³�¨�½�§�¦
R

n µ�¤�¨
H

n / � é 4
Á7ÍB©7¥l¤B§¡¥c½�§�¦
S

n
+

��ÍB©7¥;²4³�³D/ 	�1�4�Á
Å1 B­*¯�­ �� 

� ��#�#�� ÕB r®�$ ��ÉÂ§¡¤B§¡¥�§�¤B¬�ªz¬Ò¥RÌ�� ��ø()
N

��ø@#�ù
m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# ��!�ú�ù«ú�!$# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û

ú�ù
R

n #�ù`û
r
)/.Bøóûvú '*) #vù�4$ø ú�ù

R
n 0 (�* ! p ∈ R

n 6 ��.Bøzù
Vol(N ∩ Bp(r))/r

m ú '0#
!=*vù�* ) *vù�ú 4�# ��� 1Äù�*�ù`û�ø+4 (�ø�#�'�ú�ù % 0 27ù�4()�ú *vù * 0 r 0 *-( 0 < r < dist(p, ∂N) 6

���t�ï��� $lÜ ¦$¬Ò¥$³
Nr = N ∩ Bp(r)

 -¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥�³$��­ ?«� � � 4r2 = 2m
�-¥�§�§�Í7¥$µ¡¬�¤

��Õ�?[® �
mVol(Nr) =

1

2

∫

Nr

4r2 =

∫

∂Nr

r|∇r|.
ØQ³z¤B§¡¥�³@¥�¹B³QÑ¡§¡Î�©B´�³l½�§�¦�´L²F§�¤

N
µ�¤«¨

∂N
Í[Ì

dv
µ¡¤�¨

dSr
Á*¦$³�²�Å«³�ª�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì� ïÇM¹�³z¤Äò>³@¹�µeÑ�³

dv =
1

|∇r|dSrdr.

ÇM¹B³�¤
d

dr

∫

Nr

|∇r|2dv =

∫

∂Nr

|∇r|dSr .

Ë@³z¤�ªz³

mVol(Nr) = r
d

dr

∫

Nr

|∇r|2 dv = r
d

dr
Vol(Nr)− r

d

dr

∫

Nr

(
1− |∇r|2

)
dv ≤ r

d

dr
Vol(Nr).

¢�¤¶¥�¹B³/¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌHµ¡Í«§vÑ�³äòc³ä©�²�³�¨H¥�¹B³ä½�µ�ª�¥l¥$¹�µv¥ |∇r| ≤ 1
§¡¤

N
 FË@³z¤�ªz³

d

dr

Vol(Nr)

rm
≥ 0. �

��� ���!���
# Õ�  ­�$ ��øI)
N

��ø #�ù
m
�4û�ú�!�øzù�'�ú *vù
# ��!�ú�ù«ú�!$# �,' 2 �I!$#�ù�ú 0 * ��û=* 0

R
n 6 � 0 ∂N��ú�ø('/ú�ù0#E' ��.Bø (�øH4�ø&ù�)
ø (�ø�ûG# ) #���*vú�ù�)

p
* 0 N )/.Bøzù

mmωmVol(N)m−1 ≤ Vol(∂N)m.
� � 2,# �Òú�) 1�.�* ��û 'Êú 0 #vùtû;*vù�� 1Äú 0 N ú '=# � # ��� 6
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���t�ï��� $;¿C³&¥
R
Í`³ä¥�¹�³/¦$µ�¨7¬�©«²M§�½C¥$¹B³Ê²�ÅB¹B³z¦$³¡ ��@ÅBÅBÎ�Ì[¬�¤BÖ |∇r| ≤ 1

¥�§ ��Õ�?[® �-Ö�¬�Ñ�³�²

mVol(N) =

∫

∂N

r|∇r| ≤ R · Vol(∂N).

·[¬�¤�ªz³
limr→0 Vol(Nr)/r

m = ωm
Á7½�¦$§¡´ü¿C³z´�´Lµ�ÕB r®�ò>³äÖ¡³z¥

ωm ≤ Vol(N)/Rm.
Ë@³z¤�ªz³

mVol(N) ≤ ω−1/m
m Vol(N)1/mVol(∂N),

òl¹B¬�ª�¹ÙÖ�¬�Ñ�³�²@¥�¹B³L¨7³�²4¬�¦�³�¨Â¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡  �-à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¸¹B§¡Î�¨B²O¬�½cµ�¤�¨ö§¡¤BÎ�ÌÂ¬�½
N
¬�²äµ¶ªz§¡¤B³�òl¬Ò¥$¹

¨7³�¤�²�¬Ò¥RÌHµ�¥M¥�¹B³Êªz³z¤*¥�³�¦l³�à*©�µ�Ît¥$§Â�ä¬Ò½�µ�¤�¨¶§¡¤�Î�Ì¶¬Ò½
N
¬�²;µ�Í�µ¡Î�Î� 
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�Cç
91ç � � A �«ë-?*é F8< Gäëvì1ì�I$ç ÜÞ³ ¹�µeÑ¡³Þ²4³�³z¤ µ�¥H¥�¹�³ö³z¤«¨ÿ§�½�·[³�ª�¥$¬�§�¤ �Ù¥$¹�µv¥Ù°QÅ«³�¤
¼F¦$§¡Í�Î�³�´À�� ���¬�²;¥�¦$©B³Ê½�§�¦Oµ¡¦�³�µ�´�¬�¤B¬�´�¬97�¬�¤BÖÔ²4©�¦4½�µ�ª&³¡ O¿1¬�ß¡³�òl¬�²�³Ê¬�¥Q¬�²Q²�¹B§vòl¤ÂÍ[Ì �;Î�´�Ö�¦�³�¤
/ � � 4M¥$¹�µv¥¶°QÅ`³z¤ ¼-¦�§�ÍBÎ�³�´ ÕB ��H¬�²�¥$¦�©�³H½�§�¦�µ¡¦�³�µÂ´�¬�¤�¬�´�¬87z¬�¤BÖ ²�©BÍB´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨�²�¬�¤

R
n   �

²�©BÍB´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨H¬�²l²$µ�¬�¨Ä¥$§�Í`³ #-($ø #E!�ú�ù«ú�!�ú
�zú�ù %H¬�½ï¬�¥$²MÑ�§¡Î�©B´�³Q¬�²MÎ�³�²�²c¥$¹�µ�¤Ô§¡¦M³�à*©�µ¡Î`¥�§�¥�¹B³
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# ÕB  Æ $ / � � 4 � 0 N ú ' #vù
m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *vù�# �5#-($ø # !�ú�ù�ú�!�ú
�zú�ù %E'32 �I!E#vù�ú 0 * ��û;* 0

R
n 
6)/.Bøzù

mmωmVol(N)m−1 ≤ Vol(∂N)m

� ú�)/.Ùø�� 2,# ��ú�) 1Lú 0 #vùtû;*�ù,� 1Lú 0 N ú '=# ��# ��� 6
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Ñ�³z¦$Ì ³zÎ�³zÖ*µ�¤*¥Hµ�¤«¨ ¤B§�¥Ô¹�µ�¦�¨ ¥�§ ©B¤«¨7³z¦�²R¥�µ�¤�¨1  ·[§ ò>³ö²4¹«µ�Î�Î@¬�¤�¥$¦�§7¨7©«ª&³Â¥$¹B³Þµ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥
²�ß¡³z¥$ª�¹B³�¨HÍ[Ì.�O «Üÿ¹B¬Ò¥$³Ê¬�¤�/ � B 41½�§¡¦l¥$¹B³�²�Å«³�ª&¬�µ�ÎCª�µ¡²�³/§�½F®e×�¨7¬�´�³�¤�²�¬�§�¤�µ�Î1²�©B¦�½�µ¡ª&³�²M¬�¤

R
3

òl¹B¬�ª�¹ÔÖ¡³z¤�³z¦�µ�Î�¬97�³�²c¥�§�¹B¬�Ö¡¹B³�¦;¨7¬�´�³�¤�²�¬�§�¤1 

���t�!�������������C� ÕB r¯�$D/ � � 4 
 / � B 4 � 0 S ú 'G#vù # (�ø�#�!�ú�ù«ú�!�ú
�zú�ù %�' 2�( 0 #�4�øLú�ù
R

3 � ú�)�.
# (�ø�#

π

 )/.Bøzù ú�) ' ��ø (�ú�!LøI)
ø (�ú ' % (�ø�# )
ø (=)/.�#�ù * (�ø�� 2,# � ) *

2π

 � ú�)�. ø�� 2,# ��ú�) 1¶ú 0 #vùtû *vù,� 1

ú 0 S ú '=#¶ûvú '�� 6
���t�ï��� $ �@´�§¡¤BÖ µ¡Î�Î@µ¡¦�³�µ ´�¬�¤B¬�´�¬97�¬�¤BÖ ²4©B¦�½�µ¡ªz³�²�òl¬�¥�¹ µ¡¦�³�µ

π
ÁlÎ�³&¥

S
Í`³Â¥$¹B³Ù§¡¤�³

òl¹B§*²4³OÅ`³z¦$¬�´�³&¥$³z¦;¬�²lµ¡²l²�¹B§�¦4¥;µ¡²MÅ`§�²$²�¬�ÍBÎ�³¡ P¢
¥l½�§�Î�Î�§vò;²>¥�¹�µ�¥
S
´�¬�¤B¬�´�¬87z³�²M¥�¹�³/¦$µ�¥�¬�§

Length(∂S)2

Area(S)
µ¡´�§�¤BÖÄµ�Î�Î�µ¡¦�³�µL´�¬�¤�¬�´�¬87z¬�¤BÖ¶²�©B¦�½�µ¡ª&³�²@��Í`³�ª�µ�©�²�³Ê¥$¹B³�¦�µv¥$¬�§L¬�²Q¬�¤[Ñvµ�¦$¬�µ¡¤*¥;òl¬Ò¥$¹Ù¦�³�²4Å`³�ª&¥@¥$§
¨7¬�Î�µv¥�¬�§¡¤«² �& P°@½`ªz§¡©B¦�²�³>²�¬�¤«ª&³lµQ¨B¬�²�ßÊ§�½tµ�¦$³�µ

π
µ�¤«¨�ªz¬�¦�ª&©B´�½�³�¦�³�¤�ª&³

2π
¬�²�µ�¦$³�µ@´�¬�¤B¬�´�¬97�¬�¤�Ö�Á

∂S
´�©�²4¥M¹«µeÑ¡³äÎ�³�¤BÖ�¥$¹ ≤ 2π

�7§�©B¦lÖ¡§*µ�Ît¬�²l¥�§L²4¹�§vò ¥�¹«µv¥;¬�¥;¹�µ¡²MÎ�³z¤BÖ¡¥�¹¸³(:Bµ�ª�¥�Î�Ì
2π
 

¿1³z¥
Ct

Í`³/µH�z×�Å«µ�¦�µ�´�³&¥$³z¦F½�µ¡´�¬�Î�ÌL§�½�ªz©B¦$Ñ¡³�²còl¬�¥�¹
C0 = ∂S

Á7µ�¤�¨H½�§¡¦>³�µ�ª�¹
Ct

Î�³&¥
StÍ`³Oµ�²�©B¦4½�µ�ª&³Q§�½CÎ�³�µ�²R¥Mµ�¦$³�µÊòl¬�¥�¹¶Í«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì

∂St = Ct
 6�>³�ªzµ¡©�²�³

Length(Ct)
2/Area(St)µ�¥4¥$µ¡¬�¤«²M¬Ò¥�²M´�¬�¤B¬�´�©B´ µv¥

t = 0
ò>³O¹«µeÑ¡³

0 =
( d
dt

)

t=0

Length(Ct)
2

Area(St)
µ¡¤�¨Ä¥$¹B³z¦$³&½�§�¦�³

��Õ�?*­ �
0 =

2

π
Length(C0)

( d

dt

)

t=0
Length(Ct) −

1

π2
Length(C0)

2
( d

dt

)

t=0
Area(St).
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å;§vòÿ¬�½1¬�¤Ä¥�¹�³��&×
Å�µ¡¦$µ¡´�³z¥�³�¦�½�µ�´�¬�Î�Ì�§�½Cªz©B¦$Ñ¡³�²
Ct
Á�¥$¹B³@¬�¤B¬�¥�¬�µ�ÎtÑ¡³�Î�§7ªz¬Ò¥RÌ�§�½1³�µ¡ª�¹LÅ`§¡¬�¤�¥

x ∈ C0
¬�²
v(x)

ÁB¥$¹B³z¤
( d

dt

)

t=0
Length(Ct) = −

∫

C0

〈v, κ〉 µ¡¤�¨ ( d

dt

)

t=0
Area(St) =

∫

C0

〈v, ν〉,
òl¹B³�¦�³

κ(x)
¬�²;¥$¹B³�ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³/Ñ¡³�ª&¥�§�¦;§�½

C0
µ�¥
x
µ¡¤�¨

ν
¬�²l¥$¹B³�§�©7¥Rò>µ¡¦$¨¶©B¤B¬�¥Oªz§¡¤B§�¦�´Lµ�Î

¥$§
∂S
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ªz©B¦�Ñ�³�²
Ct

µ�¤�¨¶¥�¹�³�²4³�ª&§�¤�¨Ô¬�²M¥$¹B³/â�¦�²4¥;Ñeµ¡¦�¬�µv¥$¬�§�¤H½�§�¦�´�©BÎ�µ�½�§¡¦M¥�¹�³�µ�¦$³�µ�§�½ï¥�¹�³Ê´�¬�¤B¬�´Lµ�Î
²�©B¦�½�µ¡ª&³�²

St
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0 =

∫

C0

〈
v, 2πκ+ Length(C0)ν

〉
.

�>³�ª�µ�©�²�³;¥$¹B¬�²c¹�§¡Î�¨B²c½�§¡¦M³zÑ�³z¦$Ì�Ñ�³�ª&¥�§¡¦câ�³�Î�¨
v
Á7¬�¥c½�§�Î�Î�§vò;²c¥�¹�µ�¥

2πκ+ Length(C0)ν
´�©«²R¥

Í`³Þ¬�¨7³�¤�¥$¬�ª�µ�Î�Î�Ì Û� üÇM¹�µ�¥¸¬�²�Á;¥�¹�³Dªz©B¦$Ñ¡³
C0

¹�µ�²¶ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥¸ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³ 1
2π Length(C0)

 
ãl³�ªzµ¡Î�Î7¥$¹�µv¥

Length(C0) ≤ 2π
��ò>³@µ¡¦�³M¥$¦�Ì[¬�¤BÖä¥�§ÊÅ�¦�§vÑ�³l³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ>�&Á�²�§

C0
¹�µ�²Fª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³

³�Ñ¡³z¦$Ì[òl¹B³z¦$³MÎ�³�²�²�¥�¹�µ¡¤L§¡¦F³�à�©«µ�ÎB¥$§Ä�¡ PÇM¹B³;Å�¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤�¥�¹�³z¤L½�§�Î�Î�§vò;²P½�¦$§¡´ ¥$¹B³;½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ
¦$³�²�©BÎ�¥� 
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k = 1 � m = 3

$Q¿1³z¥
K
Í`³Ê¥$¹B³�ªz§¡¤[Ñ¡³I:Ô¹[©BÎ�Î�§¡½

C
 O¿C³&¥

n : ∂K → S2

Í`³O¥�¹B³@Fäµ�©«²�²>´Lµ�Å1Á7òl¹�¬�ª�¹Ôµ¡²$²4¬�Ö¡¤�²-¥�§�³�µ¡ª�¹
x ∈ ∂K

¥$¹B³ä§¡©7¥RòMµ�¦�¨L©B¤�¬Ò¥l¤B§�¦�´Lµ�Î
n(x)

¥�§
K
µv¥
x
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K
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´Lµ�Å
n
¬�²M´�©BÎÒ¥$¬�Ñvµ¡Î�©B³�¨� 

ÇM¹B³lâ«¦$²4¥-§¡Í«²4³�¦�Ñvµv¥$¬�§�¤�¬�²�¥$¹�µv¥
n
´Lµ¡Å�²

∂K ∼ C
¥�§�µ/²�³&¥c§�½�7z³�¦�§Êµ¡¦�³�µQ¬�¤

S2  PÇC§�²4³�³
¥$¹B¬�²�Átª&§¡¤«²4¬�¨7³z¦;½�§¡¦@³I:Bµ�´�ÅBÎ�³/¥�¹B³�ªzµ¡²�³Êòl¹B³�¦�³

C
ªz§¡¤�²�¬�²R¥�²;§�½P¥Rò>§Hª&§�¤BÖ¡¦$©B³�¤�¥@ªz¬�¦�ª&Î�³�²;òl¬Ò¥$¹

§�¤B³Qµ¡Í«§vÑ�³;¥�¹�³Q§¡¥�¹B³�¦M²�§Ê¥$¹�µv¥
K
¬�²Mµ�ª&Ì[Î�¬�¤�¨7³�¦� �ÇM¹B³�¤

n
´Lµ¡Å�²F¥$¹B³/²4¬�¨7³�²c§¡½1¥�¹�³OªzÌ*Î�¬�¤�¨7³z¦

¥$§�µ�Ö�¦�³�µv¥;ª&¬�¦$ªzÎ�³/µ¡¤�¨Ä¥$¹B³ä¥�§�ÅÔµ¡¤�¨ÔÍ«§¡¥4¥$§¡´ ¥$§Lµ�Å«µ�¬�¦l§�½PÅ«§�¬�¤*¥$²� 
°Q¤Ê¥$¹B³M§�¥$¹B³z¦P¹�µ¡¤�¨�Áv¥$¹B³M¬�´Lµ�Ö�³-§¡½

∂K
©B¤«¨7³z¦

n
¬�²�µ�Î�Î[§�½

S2 Á¡²�§@¥$¹B³M¬�´Lµ¡Ö¡³>§�½ C∩∂K©B¤«¨7³z¦
n
´�©«²R¥;¹�µeÑ�³/µ�¦$³�µ

4π
 -¢
¥;¬�²;¤B§¡¥l¥�§[§L¹�µ¡¦$¨H¥�§Ä²�³z³ä¥$¹�µv¥@µ¡¤Ô¬�¤7â�¤�¬Ò¥$³�²�¬�´Lµ�ÎCÅB¬�³�ª&³Ê§¡½

C
µv¥
x
§�½PÎ�³z¤BÖ¡¥�¹

ds
¬�²l´Lµ�Å�Å«³�¨Ä¥$§Äµ�²�³&¥;§¡½ïµ¡¦�³�µ�µ�¥;´�§*²R¥

2 |κ(x)| ds,
òl¹B¬�ª�¹Ô¬�²lÎ�³�²$²>¥�¹«µ�¤Ô§¡¦l³�à*©�µ¡Ît¥�§

2 ds
Í`³�ªzµ¡©�²�³ |κ(x)| ≤ 1

 FÇM¹*©«²

Area(n(C))

Length(C)
≤ 2.

�>©7¥M¥�¹�³Êµ�¦$³�µ�§�½
n(C)

¬�²
4π
Á[¥�¹�³z¦$³&½�§¡¦$³O¥�¹B³/Î�³z¤�Ö�¥�¹¸§¡½

C
¬�²lµv¥;Î�³�µ�²R¥

2π
 

�

ÇM¹B³lß�³zÌ�¬�¤BÖ�¦�³�¨7¬�³�¤*¥$²P¬�¤�¥�¹B³lÅB¦$§[§�½t§�½t¼F¦$§¡Å`§�²�¬Ò¥$¬�§�¤�Õ�  ¯Oµ¡¦�³M¥$¹B³l³(:7¬�²R¥$³z¤�ªz³l§�½`¥�¹B³@µ¡¦�³�µ
´�¬�¤B¬�´�¬87z¬�¤BÖÙ²�©B¦4½�µ�ª&³

St
µ�¤«¨ö¥$¹B³Hªz§¡¤*¥�¬�¤[©B¬Ò¥RÌÞ§�½

Area(St)
¥$§

Area(S)
µ¡²
t → 0

ÁïÍ«§¡¥�¹
§¡½Fòl¹B¬�ª�¹öòc§�©BÎ�¨Ù¤B§�¥äÍ«³�Ñvµ�Î�¬�¨Ù¬Ò½

S
òc³�¦�³�µÄÖ¡³�¤B³z¦�µ�Î ��¤B§¡¥Q¤B³�ª&³�²�²$µ�¦$¬�Î�Ì¸µ�¦$³�µL´�¬�¤B¬�´�¬87z¬�¤BÖ �

´�¬�¤B¬�´Lµ¡Î1²4©B¦�½�µ¡ªz³¡ 

�Cç � B!? ;=< ��ñ �ïë < ê�ñ�ì«é � ?*ê>B�ì1í
ÇM¹B³�¦�³�µ�¦$³�¤[©B´�³z¦$§¡©«²QÅ�¦�§[§�½�²@½�§¡¦O¥$¹B³�§¡¦$¬�Ö�¬�¤�µ¡ÎCÅB¦$§¡Í�Î�³�´Ý§�½>ØQ¬�¨7§,�Cµ¡´�§¡¤BÖH¥�¹B³�²4³�ò>³

òl¬�Î�Î`¬�¤�¥$¦�§7¨7©«ª&³Q¥�¹B³O´�§�²4¥c¦$³�ª&³�¤*¥c§¡¤�³@Ö¡¬�Ñ¡³�¤ÄÍ[ÌÄË 	�Î�³�¬�¤ / J ? 4�¬�¤Þ��Ú¡Ú Æ  ïË;¬�²cÅ�¦�§[§�½RÁ*¬�¤Ä½�µ¡ª&¥�Á
¹B§�Î�¨�²M³zÑ¡³�¤H½�§�¦;ª&©B¦$Ñ¡³�²>§¡¤¸µL²4ÅB¹�³z¦$³äµ¡¤�¨¶§¡¤¸µ�¹[Ì[Å`³z¦$Í«§�Î�¬�ªOÅBÎ�µ¡¤B³Êµ¡²>½�§�Î�Î�§vò;²� 
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# Ú� ��%$���øI)

S
��øE# '32�( 0 #54�ø=* 0 � # 2 ' '�ú #�ù 4 2�( , # ) 2�(�ø

K
����� * ( −1) 6 � 0 #4I�8*�'zø�û;4 2�( ,vø

C
*�ù

S
.�# '@��øzù % )�.

L
#vù`û¶ø&ù�4(� *�'zø*'D#¶û�* !$#�ú�ù * 0 #-(�ø�# A 
 )/.Bøzù

4πA ≤ L2 +KA2,

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 C ú '@#D%�ø3*�û¡ø('�ú 4 4zú�(�4I��ø 6
���t�ï��� / J ? 4 $Q¿1³&¥

D
Í`³Â¥$¹B³ö¨7§�´�µ¡¬�¤ ³�¤�ª&Î�§�²�³�¨ Í[Ì ¥�¹�³ö²4´�§[§�¥$¹ÿª&©B¦$Ñ¡³

C
§¡¤

S
 

�
x, y

�ä¨7³�¤B§�¥$³�²/µÔÅ«§�¬�¤*¥Ê¬�¤
D × ∂D

 ÄÓ�§¡¦äâ�:7³�¨
y ∈ ∂D

Áïª&§vÑ�³z¦
D
òl¬�¥�¹D¥$¹B³Ä²�³&¥/§�½lµ�Î�Î

ªz¬�¦�ª&©BÎ�µ�¦Qµ�¦�ªz²;³�´Lµ�¤�µ�¥�¬�¤BÖL½�¦$§¡´
y
µ¡¤�¨ÂÅ`³z¦$Å«³�¤�¨7¬�ª&©BÎ�µ�¦Q¥�§

∂D
µ�¥
y
 Q¿C³&¥

V (x, y)
Í`³Ê¥$¹B³

©B¤�¬Ò¥M¥$µ¡¤BÖ¡³�¤*¥MÑ�³�ª&¥�§¡¦c¥�§�¥$¹B³/µ�¦�ª@Å`§¡¬�¤*¥�¬�¤BÖLµeò>µeÌ�½�¦$§¡´
y
 �ÇM¹B³z¤

V (x, y)
¬�²lµ�©�¤B¬Ò¥;Ñ�³�ª&¥�§¡¦

â�³�Î�¨¶§¡¤
D × ∂D

 c°Q¤�³äª�µ�¤Ô³�µ�²4¬�Î�Ì¶ª&§¡´�ÅB©B¥�³

divV =
1 + f ′(r)

f(r)
〈ν,∇r〉

òl¹B³�¦�³
ν
¬�²>¥$¹B³/©B¤B¬�¥;¬�¤*òMµ�¦�¨Ä¤�§¡¦$´�µ¡Î`¥�§

∂D
µv¥
y
Á
r = dist(x, y)

µ¡¤�¨
f(r) = r

Á
sin r

§¡¦
sinh r

¨7³�Å«³�¤�¨7¬�¤BÖÄ§¡¤¸òl¹B³z¥�¹B³�¦
K = 0

Á
K = +1

§¡¦
K = −1

 >ÉÂ§¡¦$³z§vÑ�³z¦M§¡¤�³Êªzµ�¤Â²�¹B§vò
¥$¹�µv¥l¬�½

r = dist(x, z), x, z ∈ D
Á7¥$¹B³z¤

div
1 + f ′(r)

f(r)
∇r = 4πδx −K.

¿C³&¥
ω, dl

Í`³�¥�¹B³LÑ�§¡Î�©B´�³�½�§¡¦$´�²O§¡½
D, ∂D

Á1¦$³�²�Å`³�ª�¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì¡ LÇM¹B³�¤Þò>³�¹�µeÑ¡³�µ¶¥Ròc§¡×�½�§�¦�´
α = V y ω ∧ dl òl¹B³z¦$³ y

¨7³�¤B§�¥$³�²>¥$¹B³/¬�¤*¥$³z¦$¬�§�¦l´�©BÎ�¥�¬�ÅBÎ�¬�ª�µv¥�¬�§¡¤¸²�©�ª�¹H¥$¹�µv¥

dα = divV ω ∧ dl =
1 + f ′(r)

f(r)
〈ν,∇r〉ω ∧ dl.

ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³
∫

D×∂D

dα =

∫

D

(∫

∂D

1 + f ′(r)

f(r)
〈ν,∇r〉 dl

)
ω =

∫

D

(∫

D

d
(1 + f ′(r)

f(r)
∇ry ω

))
ω

=

∫

D

(∫

D

div
(1 + f ′(r)

f(r)
∇r

)
ω

)
ω =

∫

D

(∫

D

(4πδx −K)ω
)
ω

=

∫

D

(4π −KA)ω = 4πA−KA2.

°Q¤¶¥�¹B³/§¡¥�¹B³�¦l¹�µ�¤«¨

��Ú�?«��� ∫

D×∂D

dα =

∫

∂D×∂D

α ≤
∫

∂D×∂D

dl ∧ dl = L2.

ÇM¹[©�²Mò>³äÖ¡³&¥
4πA ≤ L2 +KA2  F¢�¤���Ú�?`� �c¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌHÍ`³�ª&§�´�³�²M³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÄ¬�½Pµ¡¤�¨Ô§¡¤BÎ�ÌÄ¬�½

V
¬�²äÅ`³z¦$Å`³z¤�¨7¬�ª&©�Î�µ¡¦Q¥$§

∂D
µv¥O¥�¹B³�³z¤«¨ 6= y

§�½-¥�¹B³Lª&¬�¦�ª&©BÎ�µ�¦/µ�¦�ª�Átòl¹B¬�ª�¹ §[ª�ª&©B¦�²O¬Ò½Mµ�¤�¨
§�¤BÎ�ÌH¬Ò½

∂D
¬�²;µ�ª&¬�¦$ªzÎ�³� 

�

æ��1ç � ? <�� è <�ì 3 ?*ëvñ A ?*êzëvñ�ðHè&é ?���î < ��ñ�ê�ñ ?%<
¢
¥/òc§�©BÎ�¨ÙÍ`³�Í`³�µ¡©7¥�¬�½�©BÎF¬�½>Ë 	zÎ�³z¬�¤1» ²/µ�¦$Ö¡©B´�³z¤*¥OÖ¡³z¤�³z¦�µ�Î�¬97�³�¨¸¥$§Ô´�¬�¤B¬�´�µ¡ÎF²4©�¦4½�µ�ª&³�²Oµ¡²

ò>³zÎ�Î�  �>©7¥ÔÑvµ�¦$¬�§�©�²Äµv¥�¥�³�´�ÅB¥$²¶´�µ�¨7³öÍ[Ì ¥�¹B³ µ�©7¥$¹B§¡¦¶³z¤�¨B³�¨ÿ©BÅ òl¬Ò¥$¹ ¤B§ ¦$³�²�©BÎ�¥$²�  ¢�¤
¥$¹B¬�²�²4³�ª�¥�¬�§¡¤CÁC¹B§vò>³zÑ�³z¦�Á�òc³Lòl¬�Î�Î-³(:7ÅBÎ�§¡¬�¥�·[¬�´�§�¤1» ²�µ�¦$Ö¡©B´�³z¤*¥/òl¹B¬�ª�¹D¦�³�²4³�´�ÍBÎ�³�²äË 	�Î�³�¬�¤C» ²
��²4³�³E/2;
	 9 4�Á«Å1 C��ÕB� �Mµ¡¤�¨¸§¡ÍB¥$µ�¬�¤Âµ�¤Â¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªä¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌHòl¹B¬�ª�¹Â¬�²;¤B§�¥Q²�¹�µ¡¦�Å¸ÍB©7¥
òl¹B¬�ª�¹ö¹�§¡Î�¨B²O½�§¡¦G# ���>´�¬�¤�¬�´Lµ�ÎF²�©B¦�½�µ¡ªz³�²� ÊÜÞ³�òl¬�Î�ÎFµ¡Î�²�§ÔÅB¦�³�²4³�¤*¥äãl§*²z» ²äµ�¦$Ö¡©B´�³�¤�¥äòl¹B¬�ª�¹
¬�´�ÅB¦�§vÑ�³�²;·[¬�´�§¡¤1» ²l¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡Á`µ�¤�¨¸¨7³�¦�¬�Ñ¡³�·7§¡Í`§¡Î�³zÑ*×�¥RÌ[Å`³/¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥�¬�³�²l¦$³zÎ�µv¥$³�¨Ôòl¬Ò¥$¹¸¥�¹B³
ò>³�µ¡ßL¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªO¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥�¬�³�²� 
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# ��ÛB �� $ /"; � 4 
 /2;
	 9 4 �CøI)

S
�$ø=# !�ú�ù«ú�!$# ��' 2�( 0 #54$øÊú�ù #=43* ! ����øI)
ø '�ú�! ��� 143*vù«ù`ø34I)
ø�û �Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù !E#vù«ú 0 * ��û M � ú�)�. '&ø34I)�ú *�ù�# � 4 2�( ,�# ) 2�(�ø �+* 27ù`û�ø$û # �3*-,vø � 1 #

43*vù,'*) #�ù,)
K 6 � 0 K ≤ 0


6)/.Bøzù
�4��Û�?����

2πA ≤ L2 +KA2.

�&ù 4�#�'zø
K > 0


 �R��Û�?«����.
* ��û�' 27ùtû¡ø ( )�.�øD#�û¡û�ú�)�ú *�ù�# � #�'�' 2>! ��)�ú *vù
diam(S) ≤ π

2
√

K
6

���t�ï��� $@��¬ �
K = −k2 < 0

 P¢�¤�¥$³zÖ�¦$µ�¥�¬�¤BÖ�¿C³z´�´LµLÏB �� ��Ö �-½�§¡¦Mâ�:7³�¨
p ∈ S

ÁBò>³OÖ�³&¥

�4��Û�?*® �
2π −KA ≤

∫

S

4 log sinh kr ≤
∫

∂S

k coth kr.

ãl³�ªzµ¡Î�Î�¥$¹�µv¥
r(x) = dist(p, x)

½�§¡¦/â,:[³�¨
p ∈ M

 Â·7¬�¤�ªz³ �R��Û�?[® �ä¹B§�Î�¨B²/½�§¡¦�µ¡¤[Ì
p ∈ Sò>³/ªzµ�¤¸Î�³&¥

p
Ñvµ¡¦�ÌÄ§�¤

S
µ¡¤�¨¸¬�¤*¥$³zÖ¡¦�µv¥$³E�R��Û ?*® �M§vÑ�³z¦

S
µ�¤�¨¸µ¡ÅBÅBÎ�Ì¶ÓB©�ÍB¬�¤�¬�» ²l¥$¹B³z§�¦�³�´ ¥�§

§�Í7¥$µ¡¬�¤

2πA−KA2 ≤
∫

S

∫

∂S

k coth kr =

∫

∂S

∫

S

k coth kr

≤
∫

∂S

∫

S

4r (by Lemma 6.1(d))

=

∫

∂S

∫

∂S

∂r

∂ν
≤ L2.

��¬�¬��
K = 0

 �¢�¤*¥$³zÖ¡¦�µv¥$³O¿C³z´�´Lµ�ÏB �� ��ª �-¥Ròl¬�ªz³Êµ�¤�¨Ôµ�ÅBÅ�Î�ÌH¿C³z´�´LµLÏB �� ��Í��>µ¡²lµ�Í`§vÑ¡³� 
��¬�¬�¬ �

K > 0
 �¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥�³ä¿1³�´�´�µ�Ï� �� ��¬��F¥Ròl¬�ª&³Êµ¡¤�¨Ôµ�ÅBÅBÎ�Ì¶¿C³z´�´Lµ�ÏB �� ��¹��� 

�

��� ���!���
# ��ÛB r®�$$/";
	 9 4 ��ø()
N

��ø�#vù
m
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# � !�ú�ù�ú�!E# � ' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û * 0

#�43* ! ����øI)
ø '�ú�! ��� 1 4+*�ù�ùtø+4I)�ø$û �Qú�ø(!E#vù«ù�ú #�ù !E#vù«ú 0 * ��û Mn � ú�)/. 'zø34I)�ú *�ù�# � 4 2�( ,�# ) 2�(�ø
�3*-27ùtû¡ø�û # �3*-,vø � 1.#Lùtø % # )�ú�,vø�43*�ù�'*) #�ù,) −k2 6 ��.Bøzù

k(m− 1)Vol(N) ≤ Vol(∂N).

���t�ï��� $Q°Q¤Ôµ�²�Å�µ�ª&³Q½�§¡¦$´
Mn §�½P²4³�ª�¥�¬�§¡¤«µ�Îtª&©B¦$Ñvµv¥�©�¦�³ −k2 Á ∇2

r = k coth kr(g −
dr ⊗ dr)

Á�òl¹B³z¦$³
g
¬�²;¥$¹B³Ê´�³&¥$¦�¬�ªä¥$³z¤�²�§¡¦Q§�½

M
 ;Ë;³�¤�ª&³/¥$¹B³�Ë@³�²$²4¬�µ�¤Ùªz§¡´�Å�µ¡¦�¬�²4§�¤0��Ï�?t� �

µ¡¤�¨¶¿C³z´�´LµL¯7 ��O¬�´�ÅBÎ�ÌÄ¥�¹«µv¥;§¡¤
N

�4��Û�?�­ � 4r ≥ k(m− |∇r|2) coth kr.

ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

4 log cosh kr = div

(
k

sinh kr

cosh kr
∇r

)
=

k2

cosh2 kr
|∇r|2 + k

sinh kr

cosh kr
4r

≥ k2(m− |∇r|2) ≥ k2(m− 1).

Ë@³z¤�ªz³

k(m− 1)Vol(N) ≤ 1

k

∫

N

4 log cosh kr ≤
∫

∂N

sinh kr

cosh kr
≤ Vol(∂N). �
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æ��1ç�9�ç 1 ñ A ì`éEF < < éïí C ì�<�F < � ?�ê>B�ìCí!<�ç ÇM¹B³äò>³�µ¡ßÄ¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªQ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ

2πA ≤ L2

½�§�¦�µ�Î�Î*´�¬�¤B¬�´Lµ�Î[²4©B¦�½�µ¡ªz³�²C¬�¤
R

n òMµ¡²C§¡¦$¬�Ö�¬�¤«µ�Î�Î�ÌQÅB¦�§vÑ�³�¨äÍ[Ìä¿F v·[¬�´�§�¤ ��²�³z³ / B A ÁvÅ1 e­B��Õ 4¡§¡¦
/ :;9 Á*ÅC `�e®7��Û 4 �� CÜ ³O¦�³�Ñ*¬�³zò ·7¬�´�§¡¤C» ²>µ�¦$Ö¡©B´�³�¤�¥cÍB¦�¬�³&ý«Ì¡  �@²c¬�¤0��­ ?«� �&Á*ò>³@¹«µeÑ¡³ 4r2 = 4§�¤Ôµ�´�¬�¤�¬�´Lµ�Î�²4©B¦�½�µ¡ªz³

S ⊂ R
n  FË;³�¤�ª&³

�4��Û�? Æ � 4 log r =
2

r2
(1 − |∇r|2) ≥ 2πδp

µ¡¤�¨
�4��Û�?*¯ � 4r =

1

r
(2 − |∇r|2) ≥ 1

r
.

¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥$¬�¤BÖ��4��Û�? Æ �c§vÑ¡³�¦
S
Ì[¬�³�Î�¨�²

�4��Û�?�Ï �
2π ≤

∫

y∈S

4 log rx(y) ≤
∫

y∈∂S

1

rx(y)

∂rx(y)

∂ν
≤

∫

y∈∂S

1

rx(y)
,

òl¹B³�¦�³
rx(y) = dist(x, y)

½�§¡¦l²4§�´�³@â�:7³�¨
x ∈ R

n µ�¤�¨ ν ¬�²c¥�¹B³ä§�©7¥Rò>µ¡¦$¨Ä©B¤B¬�¥lªz§¡¤B§�¦�´Lµ¡Î¥$§
∂S
 P¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥�¬�¤BÖ �4��Û�?*¯ �>§vÑ¡³�¦

S
Ö¡¬�Ñ¡³�²

�4��Û�?[¾ � ∫

x∈S

1

ry(x)
≤

∫

x∈S

4ry(x) =

∫

x∈∂S

∂ry(x)

∂ν
.

¿C³&¥
x
Ñeµ¡¦�ÌL§vÑ�³z¦

S
Á7¬�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�³$�R��Û�?�Ï �c§vÑ�³z¦

S
µ¡¤�¨H©«²4³/ÓB©�ÍB¬�¤�¬�» ²M¥�¹�³z§¡¦$³z´ µ¡¤�¨0�R��Û ?7¾ �-¥$§

Ö�³&¥

2πA ≤
∫

x∈S

∫

y∈∂S

1

rx(y)
=

∫

y∈∂S

∫

x∈S

1

rx(y)
=

∫

y∈∂S

∫

x∈S

1

ry(x)

�4��Û�?�Õ � ≤
∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

∂ry(x)

∂ν
≤

∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

1 = L2.

ãl³�ª&³z¤*¥$Î�Ì �Ê 7ãl§*²-¬�´�ÅB¦$§vÑ¡³�¨L¥�¹B¬�²-¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ�Í[Ì�¥�¹B³Q½�µ¡ª&¥�§�¦-§�½ √
2
 FË;¬�²c¬�¨7³�µ�Ö¡§[³�²cµ¡²

½�§�Î�Î�§vò;²z PÓï¬�¦�²4¥�ÁB¤B§¡¥�³O¥�¹«µv¥;§¡¤�³äª�µ�¤¸òl¦$¬Ò¥$³

∂ry(x)

∂ν
=

〈x−y, ν(x)〉
|x−y| .

å@§�¥�³Qµ�Î�²4§/¥$¹�µv¥c¥�¹B³Q¦�§�Î�³�²�§�½
x
µ�¤�¨

y
ªzµ¡¤ÄÍ«³Q¬�¤*¥$³z¦�ª�¹�µ�¤BÖ�³�¨�¬�¤ �R��Û ?*Õ �& �Ë;³z¤«ª&³@Í[Ì�µ¡¨B¨B¬�¤BÖ

©BÅÔ³�µ�ª�¹¶³I:7ÅB¦�³�²�²�¬�§¡¤ �4��Û ?*Õ �-½�§¡¦
x
µ�¤�¨

y
Á7òc³/Ö¡³z¥

4πA ≤
∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

〈x−y, ν(x)−ν(y)〉
|x−y| .

ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

4πA ≤
∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

|ν(x) − ν(y)|

≤ L

(∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

|ν(x) − ν(y)|2
)1/2

(by the Hölder inequality)

= L

(∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

(2 − 2〈ν(x), ν(y)〉)
)1/2

= L

(∫

y∈∂S

∫

x∈∂S

2

)1/2

(
²4¬�¤�ªz³ ∫

x∈∂S
ν(x) = 0

§¡¤Ô´�¬�¤�¬�´Lµ�Î
S)

=
√

2L2.
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# ��Û�  ­�$ ��ã;§�²�� �!*-(=#vù�1E!�ú�ù«ú�!$# ��' 2�( 0 #�4�ø�ú�ù

R
n 


2
√

2πA ≤ L2.
ÇM¹B³Êµ¡©7¥�¹B§�¦M¹�µ¡²M¦$³�ªz³z¤*¥�Î�ÌÄ¹B³�µ�¦�¨Ä¥$¹�µv¥ �� «·*¥�§�¤B³/µ�Î�²4§�§�Í7¥$µ¡¬�¤B³�¨Ä¥$¹B¬�²l¦�³�²4©�ÎÒ¥ /"1 ê 4� 

æ��1ç �1ç 1 ì �-ì�� ? � 	�ê ��3 ?Þè&é ? ��î < ��ñ�ê�ñ ?%<¡ç Ø@©B³�¥�§H¥�¹B³�µ�¤�µ¡Î�Ì*¥�¬�ª/¤�µ�¥�©B¦$³Ê§¡½ï¥$¹B³�Å�¦�§[§�½�²
§¡½tÇM¹B³�§¡¦$³z´ ��ÛB ��;µ�¤«¨¸��ÛB r®Qòc³Qªzµ�¤L¨7³�¦�¬�Ñ¡³�Á�µ¡ÅBÅBÎ�Ì*¬�¤BÖä¥$¹B³@²$µ�´�³@µ�¦$Ö¡©�´�³�¤*¥�Áv¥$¹B³Q·[§�Í«§�Î�³�Ñ�×
¥RÌ[Å`³¶¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥�¬�³�²�ª&§�¦�¦$³�²�Å`§¡¤�¨7¬�¤BÖÂ¥$§ö¥$¹B³¸µ�Í`§vÑ¡³Ä¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªÄ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡  �Q²�¬�²�òc³�Î�Î
ß[¤B§vòl¤1Á�§¡¤B³Qªzµ�¤�¦$³�ªz§vÑ¡³z¦P¥$¹B³@¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªM¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÊ½�¦$§¡´J¥�¹B³ä·[§¡Í`§¡Î�³zÑ*×�¥RÌ[Å«³l¬�¤B³�à*©�µ¡ÎÒ×
¬�¥RÌ�©�²4¬�¤BÖ�ª�¹�µ�¦�µ¡ª&¥�³�¦�¬�²R¥$¬�ªl½�©B¤�ª�¥$¬�§�¤�²Mµ¡²-¥�³�²R¥>½�©B¤�ª&¥�¬�§¡¤�²� FÓB§�¦c´�§¡¦$³O·7§¡Í`§¡Î�³zÑ*×�¥RÌ[Å`³@¬�¤B³�à*©�µ¡ÎÒ×
¬�¥�¬�³�²�ÁB²4³�³E/2;
	 9 4� 

���t�!�������������C� ��ÛB  Æ $$/";
	 9 4 ��ø()
f
��ø�# 4+* !��,#�4I) � 1 ' 2 � �
* (*)
ø�û '*!H*>* )/. ù�*vù«ù`ø % # �

)�ú�,eø 0 27ù�4()�ú *vù *vù # !�ú�ù�ú�!E# �5' 2�( 0 #�4�ø S ú�ù # 43* ! ����øI)�ø '�ú�!��
� 1 43*�ù�ù`ø34I)
ø�û �Qú�ø(!E#vù«ù�ú #vù
!E#vù«ú 0 * ��û Mn � ú�)�. 'zø+4I)�ú *vù�# � 4 2�( ,�# ) 2�(�ø �3*-27ù`û�ø�û # �3* ,eø � 1 # 43*vù,'�) #vù�) K = ±k2 6 � 0
K = k2 
 # ' ' 2>!LøD# �2' *E)/.�# ) diam(S) ≤ π/(2k) 6 ��.Bøzù

2π

∫

S

f2 ≤
(∫

S

|∇f |
)2

+K

(∫

S

f

)2

.

���t�ï��� $;Ó�§¡¦
K = k2 òc³ä¹�µeÑ�³O½�¦�§�´ü¿1³�´�´Lµ�ÏB �� ��¬ �

div(f∇ log sin kr) ≥ 〈∇f , k cot kr∇r〉 −Kf + 2πf δp.
¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥$¬�¤BÖ�Í`§�¥�¹Â²�¬�¨B³�²�Á7òc³/²�³z³O¥�¹�µ�¥l½�§¡¦;µ�â�:7³�¨

p = y ∈ S

2πf(y) ≤ k

∫

x∈S

|∇f(x)| cot kry(x) +K

∫

x∈S

f(x),

òl¹B³�¦�³
ry(x) = dist(y, x)

 FÉÂ§�¦�³�§vÑ¡³z¦>Í[ÌH¿1³�´�´�µLÏ� �� ��¹��

div(f∇r) ≥ 〈∇f,∇r〉 + kf cot kr.
·[§

k

∫

y∈S

f(y) cot krx(y) ≤
∫

y∈S

|∇f(y)|.
ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

2π

∫

S

f2 ≤
∫

y∈S

f(y)

(
k

∫

x∈S

|∇f(x)| cot kry(x) +K

∫

x∈S

f(x)

)

=

∫

x∈S

|∇f(x)|
(
k

∫

y∈S

f(y) cot krx(y)

)
+K

(∫

S

f

)2

≤
(∫

S

|∇f |
)2

+K

(∫

S

f

)2

.

� ²�¬�´�¬�Î�µ¡¦MÅB¦�§[§¡½�¬�²lÑvµ�Î�¬�¨H½�§¡¦
K = −k2  

�

���t�!�������������C� ��Û�  ¯�$ /";�	 9 4
�CøI)
f
��ø$#Hù�*vù«ù`ø % # )�ú�,eø@'*!H*>* )/. 0 27ù�4()�ú *vù � ú�)�. 43* !��

�,#�4I) ' 2 ����*-(*) *vù #�ù ! �4û�ú�!�øzù�'�ú *vù
# � !�ú�ù�ú�!E# � ' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û N ú�ù # 43* ! ����øI)
ø�'�ú�! ��� 1
43*vù«ù`ø34I)
ø�û �Qú�ø(!E#vù«ù�ú #vù�!E#vù«ú 0 * ��û�* 0 'zø+4I)�ú *vù�# � 4 2�( , # ) 2�(�ø��3*-27ùtû¡ø�ûE# �3* ,eø � 1E#�ù`ø % # )�ú�,eø43*vù,'*) #�ù,) −k2 6 ��.�ø&ù

k(m− 1)

∫

N

f ≤
∫

N

|∇f |.
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���t�ï��� $;Ó�¦�§�´ �R��Û�?*­ �còc³/¹�µeÑ�³

div(f∇r) ≥ 〈∇f,∇r〉 + k(m− 1)f.
¢�¤*¥�³�Ö¡¦�µv¥$³QÍ`§�¥$¹¸²�¬�¨7³�²M§vÑ�³z¦

N
 

�

æ`æ`ç � ìCí�ñ � ?[í �/ì ��î!A ?
-;¤�Î�¬�ß¡³P¥$¹B³F¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªP¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²

4πA ≤ L2 µ¡¤�¨ kkωkVol(D)k−1 ≤ Vol(∂D)k

¬�¤Ù²4Å«µ¡ª&³G��²4³�³ �R�(?«� �;µ�¤�¨���Õ�?«��� ��Á�¥�¹B³�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ0��Ï�?7¯ �
4πA ≤ L2 +KA2 ½�§�¦;´�¬�¤B¬�´Lµ�Î

²�©B¦�½�µ¡ª&³�²L¬�¤ ²4Å«µ¡ª&³ö½�§¡¦$´L²Ä§�½�ªz©B¦$Ñeµ�¥�©B¦$³
K

¹«µ¡²Hµ ª&§�¦�¦$³�ª&¥�¬�§¡¤9¥�³�¦�´¸  ¢�¤ ¥�¹B¬�²¶²�³�ª&¥�¬�§¡¤1Á
¹B§vò>³zÑ�³z¦�Á7òc³�¬�¤*¥�¦$§7¨7©�ªz³Êµ�!H*�ûvú 	>ø�û;,-* � 2>!�ø

Mp(N)
§�½Fµ

k
×�¨7¬�´�³�¤�²4¬�§¡¤«µ�Î1´�¬�¤B¬�´Lµ¡Îï²�©BÍ7×

´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨
N
§�½�µL²�Å�µ¡ªz³ä½�§¡¦$´ µ�¤«¨¸§¡Í7¥�µ�¬�¤¸µ¡¤¸¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªä¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌHÎ�¬�ß¡³G��Õ ?`���>òl¬Ò¥$¹

¤B§Lªz§¡¦$¦�³�ª�¥�¬�§¡¤H¥�³�¦�´��

kkωkMp(N)k−1 ≤ Vol(∂N)k.
� � � ��� �������C� �¡�¡ �� $ ��ø()

p
��ø@# ��*vú�ù�)Fú�ù

Sn #vù`ûE��ø() r(x) ��ø )/.Bø/û�ú '�) #vù�4�ø 0 (�* ! p
) *

x
ú�ù
Sn 6 � ú�,eøzù #

k
�4û�ú�!�øzù�'�ú *�ù�# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û N * 0 Sn 
 )�.�ø-´�§7¨7¬�â�³�¨�Ñ�§¡Î�©B´�³ Mp(N)§¡½

N
òl¬Ò¥$¹¸ªz³z¤*¥�³�¦;µv¥

p
ú '�û¡ø 	Fù`ø�ûG) * ��ø

Mp(N) =

∫

N

cos r.

� ú�!�ú��9# (*� 1 0 * ( N ⊂ Hn 
cû�ø 	-ù`ø

Mp(N) =

∫

N

cosh r.

°QÍ[Ñ[¬�§�©�²4Î�Ì
Mp(N) ≤ Vol(N)

½�§¡¦
N ⊂ Sn Átµ�¤�¨ Mp(N) ≥ Vol(N)

½�§¡¦
N ⊂ Hn  

·[©�ÅBÅ«§*²4³ä¥$¹�µv¥
Sn ¬�²;³�´�Í`³�¨B¨7³�¨Ô¬�¤

R
n+1 òl¬Ò¥$¹ p ¥�¹B³/¤B§�¦4¥$¹¸Å«§�Î�³ (0, . . . , 0, 1)

µ�¤�¨¶¥�¹«µv¥
Hn ¬�²ä³�´�Í`³�¨B¨B³�¨ µ¡²O¥�¹�³L¹*Ì[Å`³z¦�²4©�¦4½�µ�ª&³

Σ, x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1 = −1, xn+1 > 0

Á1§¡½

R
n+1 òl¬�¥�¹�¥$¹B³lÉÂ¬�¤�ß¡§vò;²�ß*¬[´�³&¥$¦�¬�ª ds2 = dx2

1 + · · ·+dx2
n−dx2

n+1

²�©�ª�¹�¥�¹�µ�¥
p
Í`³�ªz§¡´�³�²

¥$¹B³ÊÅ`§¡¬�¤�¥
(0, . . . , 0, 1) ∈ Σ

 lå@§�¥�³Ê¥�¹�µ�¥
cos r

¬�²M¥�¹�³ �*µ¡ª&§�ÍB¬�µ�¤Ô§�½P¥�¹B³�ÅB¦�§ �R³�ª&¥�¬�§¡¤¸§�½
Sn

¬�¤*¥�§
xn+1 = 0

µ�¤�¨¶¥$¹�µv¥;¬�¤Ô¥�¹B³/ÉÂ¬�¤Bß¡§vò;²�ß[¬1²4Å«µ¡ª&³

dxi = cosh r dr, i = 1, . . . , n.
ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³Qò>³ä¹�µeÑ¡³Q¥�¹�³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ� 

� ��#�#�� �¡��  ®�$ /2;
	 9 4
Mp(U), U ⊂ Sn *-(

Hn 
Qú '$)/.Bø � 2�4I��ú�û¡ø�#�ù ,-* � 2>!Lø * 0 )/.Bø* (*)�.�*�% *vù
# � ��(+* �zø34()�ú *vù * 0 U ú�ù�) * )/.Bø .�*-(�ú
�>*vù�) # � .%1
��ø (��
�9#vùtø
xn+1 = 0


 4+* 27ù,)�ú�ù % * (�ú
�
øzù,) # )�ú *vù 6

¢
¥;¬�²Mòc³�Î�Î�ß[¤B§vòl¤H¥�¹�µ�¥
sin r

µ�¤«¨
sinh r

µ�¦$³Q¥�¹B³/Î�³z¤BÖ¡¥�¹�²M§¡½ �*µ¡ªz§¡ÍB¬`â�³�Î�¨B²;¬�¤
S2 µ¡¤�¨

H2 Á7¦�³�²4Å`³�ª&¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì� PË@³z¤�ªz³/¬Ò¥;¬�²M³�µ�²4ÌÄ¥�§L²4¹�§vò ¥�¹«µv¥

∇2
cos r = −(cos r)g on Sn, ∇2

cosh r = (cosh r)g on Hn

��²4³�³D/";
	 9 ÁB¿C³z´�´Lµ�­ 4��& FË;³�¤�ª&³äÍ[ÌÄ¿1³�´�´LµL¯7 ��¡Á[¬�½
N ⊂ Sn §�¦ Hn ¬�²lµ k ×
¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Î´�¬�¤B¬�´Lµ¡Î1²4©BÍ�´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨¶§�¦;µ�ª&§¡¤�³¡Á[¥�¹�³z¤

�4�¡�*?���� 4 cos r = −k cos r, 4 cosh r = k cosh r,
òl¹B³�¦�³>¥$¹B³lÑ¡³�¦4¥$³(:Ê§�½`¥�¹�³;ª&§¡¤�³M²�¹B§�©BÎ�¨�Í`³M¥�¹B³lÅ`§¡¬�¤*¥

p
½�¦$§¡´ òl¹B¬�ª�¹�¥$¹B³;¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³c½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤

r
¬�²�´�³�µ�²4©B¦$³�¨1  ¢�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�¬�¤BÖ �R�¡�(?«� ��µ�¤«¨ ½�§�Î�Î�§vòl¬�¤�ÖÙ¥�¹�³ÔÅ�¦�§[§�½Q§�½Q¼-¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤ Æ   ­Ù§¡¦

¼F¦$§¡Å`§�²�¬�¥�¬�§¡¤Ô¯B  Ï�Á7òc³äÖ�³&¥l¥�¹�³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ� 
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���t�!�������������C� �¡�¡  ­�$ /2;
	 9 4 �!*-(=#vù�1$!�ú�ù«ú�!$# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û N ú�ù
Sn * (

Hn #vù`û
#�ù�1���*vú�ù,)

p
ú�ù
Sn *-(

Hn 


�4�¡�*?*® �
Mp(N) ≤Mp(p××∂N).

Ü ³F¤B§vò ¹�µeÑ¡³ï¥�¹�³-ª&§�´�Å«µ�¦$¬�²�§¡¤@½�§¡¦$´�©BÎ�µ¡²t¥$¹�µv¥1ò>³�¤B³�³�¨��1¼-¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤/¯7  Æ µ�¤�¨O¼F¦$§¡Å`§�×
²�¬Ò¥$¬�§�¤ó�¡��  ­� ;Üÿ¬Ò¥$¹Ù¥$¹B³�²�³�¬�¤ö§�©B¦@¹�µ¡¤�¨B²Qòc³�ªzµ�¤ö©�²4³�¥�¹B³�µ�¦$Ö¡©B´�³�¤�¥�²;§¡½-¨7³zÑ�³zÎ�§¡ÅB¬�¤BÖHµ¡¤�¨
ªz©7¥4¥$¬�¤BÖLµ¡¤�¨ÔÅ�µ¡²4¥�¬�¤BÖLµ¡²M¬�¤Ù·[³�ª&¥�¬�§¡¤ Æ µ¡¤�¨ÔÅB¦$§vÑ¡³

��� ���!���
# ���¡  Æ $ /";
	 9 4
��ø()
S
��ø #G!�ú�ù�ú�!E# �5' 2�( 0 #�4�ø�ú�ù Sn #�ù`û

p
# �
*�ú�ù,) * 0 S 6÷ ' ' 2>!Lø$)/.�# )

r ≤ π/2
*�ù

S 6 � 0 ∂S ú 'H( #¡ûvú # ��� 1 43*�ù�ù`ø34I)
ø�û 0 (+* ! p

 )/.�# )Oú ' 
 {s : s =

dist(p, q), q ∈ ∂S} ú 'D#;43*�ù�ù`ø34I)
ø�ûÄú�ù,)�ø ( , # � 
 )�.�ø&ù 4πMp(S) ≤ Length(∂S)2 6 � � 2,# ��ú�) 1.�* ��û 'Êú 0 #vù`û *vù�� 1Lú 0 S ú '=#E) * ) # ��� 1D%�ø3*�û¡ø('�ú 4�û�ú '�� � ú�)/. 4�øzù,)�ø (@# )
p 6

ÇM¹B³>²�µ¡´�³-¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌä¬�²�½�µ¡Î�²�³F½�§�¦C´�¬�¤�¬�´Lµ�Î[²�©B¦4½�µ�ª&³�²1¬�¤
Hn  ï¢�¤/½�µ¡ª&¥�Ávµ�´�§¡¤�Ö@¨7§¡´Lµ¡¬�¤�²

¬�¤
H2 òl¬Ò¥$¹ ÅB¦$³�²$ª&¦$¬�Í«³�¨óÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�ÌDÎ�³z¤BÖ¡¥�¹1ÁP¥$¹B³Ô´�§7¨7¬�â�³�¨ µ�¦$³�µÙ¹�µ¡²�¤B§ö©�ÅBÅ«³�¦�Í«§�©B¤�¨� 

ÉÂ§�¦�³�§vÑ¡³�¦�Á`§¡©B¦äÅB¦$§[§�½F½�µ¡¬�Î�²ä¬�¤
Hn Í«³�ªzµ�©«²4³�¥�¹�³�Å�¦�§ �R³�ª�¥$¬�§�¤ö¬�¤ ÉÙ¬�¤Bß�§vò;²4ß[¬P²4Å«µ¡ª&³

R
n+1

½�¦$§¡´
Hn §�¤*¥�§Ô¥�¹B³H¹*Ì[Å`³z¦$ÅBÎ�µ�¤B³

xn+1 = 0
¬�²Êµ¸Î�³z¤BÖ¡¥�¹7×
¬�¤«ª&¦$³�µ¡²�¬�¤BÖ¶´Lµ¡Å1 H¢�¤óÇM¹B³�§¡¦$³z´

���¡  Ï@Í`³zÎ�§vò/Á¡¹B§vò>³zÑ�³z¦�Áv¬Ò¥còl¬�Î�ÎBÍ`³@²4¹�§vòl¤�¥$¹�µv¥F¥$¹B³;²$µ�´�³l¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÊ¹B§¡Î�¨B²�Á¡³�Ñ¡³z¤�¬�¤�¹B¬�Ö�¹B³z¦
¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤1Á7¬�¤Âªzµ¡²�³

∂S
Î�¬�³�²M¬�¤Âµ�²4Å�¹B³z¦$³ä§�½

Hn ªz³z¤*¥�³�¦�³�¨¶µ�¥ p  
�@²�ò>³H¹�µeÑ�³¶²�³z³�¤ ¬�¤ ·[³�ª&¥�¬�§¡¤9ÕBÁP¥�¹�³¶´�§¡¤�§�¥�§�¤B¬�ª&¬�¥RÌ §¡½l¥�¹B³ÔÑ¡§�Î�©�´�³¶§�½Qµö´�¬�¤B¬�´Lµ�Î

²�©BÍB´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨ö¬�²äª&Î�§�²�³zÎ�Ì¸¦�³�Î�µ�¥�³�¨¸¥�§¶¥�¹B³�¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªÊ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥�¬�³�²� ÊÇM¹B³�´�§¡¤B§¡¥�§¡¤�¬�ªz¬Ò¥RÌ
¹�µ�²ïÍ«³�³z¤�ÅB¦$§vÑ¡³�¨Ê½�§¡¦

R
n µ�¤�¨�½�§¡¦ Hn / � é 4�Á�ÍB©7¥F¤B§¡¥ï½�§�¦

Sn ��²�³z³M¹B§vò>³zÑ¡³�¦ / 	�1�4�Á�Å1 ¡­�¯¡­ �& 
ÇM¹B³H¤B³(:[¥�ÅB¦$§¡Å`§�²�¬�¥�¬�§¡¤ó²4¹�§vò;²O¥�¹�µ�¥�´�§7¨7¬Òâ«³�¨DÑ¡§�Î�©�´�³L³�¤ �R§vÌ7²ä¥�¹�³H´�§¡¤B§¡¥�§�¤B¬�ªz¬Ò¥RÌÞ¬�¤ µ¡Î�Î
¥$¹B¦�³�³/ªzµ¡²�³�²� 

���t�!�������������C� �¡�¡ r¯�$ /";
	 9 4���øI)
N

��ø�# � �4ûvú�!Lø&ù,'�ú *vù�# � !�ú�ù«ú�!$# � ' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û
ú�ù

Sn �
Hn 
�(�ø('��Bø34I)�ú�,vøI� 1 � #�ù`û r )�.�ø ûvú '*) #vù�4�ø ú�ù Sn (Hn 
 (�ø(' ��ø34()�ú�,vø(� 1

) 0 (�* ! p 6��.Bøzù
Mp(N ∩ Bp(r))/ sink r (Mp(N ∩ Bp(r))/ sinhk r


H($ø*'���ø+4I)�ú�,eøI� 1
)
ú ' # !H*�ù�* �

) *vù«ú 4 # ��� 1Ôù�*vùtû¡ø34 (�ø�#�'�ú�ù % 0 27ù�4()�ú *vù * 0 r 0 * ( 0 < r < min(π/2, dist(p, ∂N)) (0 < r <
dist(p, ∂N)


 (�ø('��Bø34I)�ú�,vøI� 1
) 6

���t�ï��� $;ØQ³&â«¤B³
Nr = N ∩Bp(r) ⊂ Sn  FÇM¹B³z¤

Mp(Nr) = −1

k

∫

Nr

4 cos r =
1

k

∫

∂Nr

sin r
∂r

∂ν
=

1

k
sin r

∫

∂Nr

|∇r|.
ØQ³z¤B§¡¥�³�¥�¹B³�Ñ�§¡Î�©B´�³Ê½�§¡¦$´L²O§�½

N
µ�¤�¨

∂Nr
Í[Ì

dv
µ�¤�¨

dSr
Á1¦$³�²�Å«³�ª�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì� ÊÇM¹B³z¤

dv =
1

|∇r|dSrdr
 -Ë@³z¤�ªz³

d

dr

∫

Nr

cos r|∇r|2dv =
d

dr

∫ r

0

∫

∂Nr

cos r|∇r|dSrdr = cos r

∫

∂Nr

|∇r|.
ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

Mp(Nr) =
sin r

k cos r
cos r

∫

∂Nr

|∇r| =
sin r

k cos r

d

dr

∫

Nr

cos r|∇r|2

≤ sin r

k cos r

d

dr

∫

Nr

cos r =
sin r

k cos r

d

dr
Mp(Nr).

Ë@³z¤�ªz³
d

dr
log[Mp(Nr)/ sink r] ≥ 0.

ÇM¹[©�²
Mp(Nr)/ sink r

¬�²l¤B§�¤�¨7³�ª&¦$³�µ¡²�¬�¤BÖ,�[²4¬�´�¬�Î�µ�¦$Î�ÌL½�§¡¦
N ⊂ Hn  

�



���I���>������� ����������� ���
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�
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�
� ������� �����

� Ñ¡³�¦�ÌL²�Å«³�ª&¬�µ�Îtªzµ¡²�³O§�½1¥$¹B³ä¦$µ�¨7¬�µ¡Î�Î�Ì�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨HÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�ÌL§7ª�ª&©B¦�²-òl¹�³z¤
∂N

Î�¬�³�²>¬�¤
µ�Ö¡³z§7¨7³�²4¬�ª@²�ÅB¹B³�¦�³� P¢�¤Ä¥�¹�¬�²Mªzµ�²4³@¥�¹B³äª&§�¤�ª&Î�©�²�¬�§�¤Ä§�½ïÇM¹B³z§�¦�³�´ô���¡  Æ ´LµeÌ�Í«³ä³(:[¥$³z¤�¨7³�¨L¥$§
¹[Ì[Å«³�¦�Í`§¡Î�¬�ªO²�Å�µ�ª&³¡Á7µ¡¤�¨¶¥�¹B³/´�¬�¤B¬�´Lµ¡ÎC²4©�ÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨H´LµeÌÄ¹«µeÑ¡³äµ�¤[ÌH¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤1 

��� ���!���
# �¡��  Ï�$ /";
	 9 4
�CøI)
N

��ø #
k
�4û�ú�!�øzù�'�ú *vù
# �5!�ú�ù«ú�!$# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û¶ú�ù Sn* (

Hn 6 ÷ '�' 2>!Lø=)/.�# ) ∂N ��ú�ø('�ú�ù #E%�ø3*�û¡ø('�ú 4E'��
.Bø (�ø�4$øzù,)�ø (�ø�û # ) #	��*vú�ù,)
p
* 0 N #�ù`û

)/.�# )
r
ú ' )�.�øQû�ú '*) #�ù�4�ø;ú�ù

Sn *-(
Hn 0 (+* ! p 6 ��2�(*)/.Bø (*!H* (�ø 
�ú�ù�4�#�'zø * 0 N ⊂ Sn 
H#�'�' 2>!�ø

r ≤ π/2
*�ù

N 6 ��.Bøzù
kkωkMp(N)k−1 ≤ Vol(∂N)k.

� � 2,# �Òú�) 1�.�* ��û 'Êú 0 #vùtû;*vù�� 1Äú 0 N ú '=#G) * ) # ��� 1=%�ø3*�û¡ø('�ú 4 � # ���!4�ø&ù�)
ø (�ø�û # )
p 6

���t�ï��� $ �Q²�²�©B´�³
N ⊂ Hn µ�¤«¨DÎ�³z¥

R
Í`³L¥$¹B³H¦�µ¡¨7¬�©�²/§¡½M¥�¹B³¶Ö¡³z§7¨7³�²4¬�ªL²�ÅB¹B³z¦$³L¬�¤

òl¹B¬�ª�¹
∂N

Î�¬�³�²� FÇM¹B³�¤

Mp(N) =
1

k

∫

N

4 cosh r =
1

k

∫

∂N

sinh r
∂r

∂ν

=
1

k
sinhR

∫

∂N

∂r

∂ν
≤ 1

k
sinhR · Vol(∂N).

·[¬�¤�ªz³
limr→0Mp(N ∩ Bp(r))/ sinhk r = ωk

Á7ò>³/§¡Í7¥�µ�¬�¤H½�¦$§¡´ü¼F¦�§�Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤ �¡��  ¯

Mp(N)/ sinhk R ≥ ωk.
Ë@³z¤�ªz³

Mp(N) ≤ 1

k
ω
−1/k
k Mp(N)1/kVol(∂N)

µ¡¤�¨L²4§�¥�¹B³O¨7³�²�¬�¦�³�¨L¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�½�§�Î�Î�§vò;²z F°QÍ[Ñ[¬�§�©�²4Î�Ì�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�¹B§�Î�¨�²-¬�½Cµ�¤�¨Ä§¡¤BÎ�Ì�¬Ò½
N
¬�²>µ

ªz§¡¤B³/òl¬�¥�¹ö¨B³z¤�²�¬Ò¥RÌÔµv¥;¥$¹B³�ªz³z¤*¥�³�¦;³�à*©�µ¡Î�¥�§ö�¡Á�§�¦@³�à�©�¬�Ñvµ�Î�³z¤*¥$Î�Ì�Á
N
¬�²Qµ�¥�§¡¥$µ¡Î�Î�Ì¶Ö�³z§7¨7³�²4¬�ª

Í�µ¡Î�Î�  � ²4¬�´�¬�Î�µ�¦lÅ�¦�§[§�½ï¹B§¡Î�¨B²>½�§�¦
N ⊂ Sn  

�

æ�91ç C ? � < ê�ñ ��?Âè <�ì 3 ?*ëvñ A ?*ê�ëeñ�ðHè&é ?���î < ��ñ�ê �
�>ÌL¥�¹�³Êª&Î�µ¡²$²4¬�ªzµ¡Î`¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªO¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ ��Õ ?«� �c½�§�¦

D ⊂ R
n òc³/¹�µeÑ�³

�4��® ?����
nnωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D)n.

�@¤ö¬�´�´�³�¨7¬�µ�¥�³�ª&§¡¤«²4³�à�©�³z¤�ªz³�§�½�¥$¹B¬�²Q¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ¸¬�²@¥$¹�µv¥O¬Ò½
H
¬�²Qµ¶ª&Î�§�²�³�¨Â¹�µ¡ÎÒ½>²4Å�µ�ª&³�§�½

R
n µ�¤�¨ D ¬�²lµ�²�©BÍ�²�³&¥;§¡½

H
¥�¹B³�¤

1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂H)n

µ¡¤�¨H³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ¶¹B§¡Î�¨B²M¬�½Fµ�¤�¨¶§¡¤BÎ�ÌH¬�½
D
¬�²;µ�¹�µ¡ÎÒ½PÍ�µ¡Î�Î�òl¬�¥�¹¸¥$¹B³äý«µv¥;Å«µ�¦�¥M§¡½ï¬�¥$²;Í«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì

ªz§¡¤*¥$µ¡¬�¤B³�¨�¬�¤
∂H

 ïÇM¹B¬�²P½�§�Î�Î�§vò;²P¬Ò½t§¡¤�³;µ�ÅBÅBÎ�¬�³�² �R�e® ?«����¥�§ä¥$¹B³l©B¤B¬�§¡¤�§�½
D
µ�¤�¨�¬�¥$²�´�¬�¦�¦$§¡¦

¬�´Lµ�Ö¡³äµ¡ªz¦�§*²�²
∂H

 �ÇM¹B³z¤Âµ�¤�µ�¥�©B¦�µ�Î1à*©B³�²R¥$¬�§�¤H¥$§Äµ¡²�ßL¬�²M¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 
���B�B� ���t�  �"���# ��®B ��%$ � 0 C ⊂ R

n ú '�# 4+*�ù�,vø��óû5* !E#vú�ù #�ù`û
D

ú ' # '32 �('zø() * 0
R

n ∼ C

>û5*�ø('

D
'I# )�ú ' 0 1 )�.�øÊú ' *
��ø (�ú�!�øI) (�ú 4�ú�ùtø � 2,# �Òú�) 1

�4��® ?*® � 1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂C)n?
� *�ø('Oø�� 2,# ��ú�) 1 .�* ��ûLú 0 #�ù`û=*�ù,� 1�ú 0 C = H

#�ù`û
D
ú ' # .�# � 0 ��# ��� � ú�)/..)�.�ø � # ) �,#-(*) * 0 ú�) '

�3*-27ùtû # ( 1E� 1vú�ù %¶ú�ù
∂H �

¢�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ �R�e® ?*® �>¬�²;ª�µ�Î�Î�³�¨H¥$¹B³�(�øI�9# )�ú�,vøÊ¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªO¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ¡Á
C
¬�²@ªzµ�Î�Î�³�¨¶¥�¹B³

²�©BÅBÅ`§¡¦�¥�¬�¤BÖ¶²�³&¥/§¡½
D
Á1µ�¤«¨

Vol(∂D ∼ ∂C)
¬�²Oª�µ�Î�Î�³�¨Â¥$¹B³�¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³�Ñ�§¡Î�©B´�³�§¡½

∂D
 �ÓB§�¦

n = 2
¬�¥Q¬�²@³�µ¡²�ÌH¥$§HÅB¦$§vÑ¡³.�R��®�?[® �*� �R©�²R¥ä¦$³&ý�³�ª�¥@¥$¹B³�ª&§¡¤[Ñ�³(:¶¹[©BÎ�Îï§�½

D
µ¡Í«§�©7¥Q¬�¥$²QÎ�¬�¤B³�µ�¦

Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$Ì¡ 



����� �������
	���

�����������

� Å«µ�¦�¥�¬�µ�Îcµ¡¤�²�òc³�¦/½�§¡¦
n ≥ 3

òMµ¡²�§¡Í7¥�µ�¬�¤B³�¨DÍ[Ì ¢� ïþä¬�´ / � 9 4 �F¹�³¶²�¹B§vòc³�¨Þ¥�¹�µ�¥�¬�½
U = {(x, y) ∈ R

2 : y ≥ f(x), f ′′ ≥ 0} Á�¥�¹B³�¤ �R�e® ?[® �@¹�§¡Î�¨B²ä½�§¡¦ C = U × R
n−2  H¢�¤

¥$¹B¬�²�²4³�ª�¥�¬�§¡¤ ò>³Ä²4¹�µ¡Î�ÎPâ«¦$²4¥�²4³�³�¥�¹�µ�¥/¥�¹B³L¦$³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³�¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª�¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÙ¹B§�Î�¨B²Ê¬Ò½
C¬�²@µ�Ö�¦$µ¡ÅB¹¸òl¹B¬�ª�¹Â¬�²@²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ª�µ�Í`§¡©7¥

n − 1
¹[Ì[Å«³�¦�ÅBÎ�µ�¤�³�²;§¡½

R
n /2; � 4� M¢�¤ÙÅ�µ¡¦4¥$¬�ªz©BÎ�µ�¦�Á

�4��® ?*® ��¹B§�Î�¨�²-òl¹B³�¤
C
¬�²cµ/Í«µ�Î�Î� �ÇM¹B³@¥�§[§¡Î�²F§¡½6/2; � 4tµ¡¦�³ FO¦$§¡´�§vÑt» ²-´�³&¥�¹�§[¨Ä§�½1©�²�¬�¤�Ö/¥�¹B³

¨7¬�Ñ¡³�¦�Ö�³z¤�ªz³-¥$¹B³z§�¦�³�´ µ�¤«¨�·[¥�³z¬�¤B³�¦�» ²�´�³&¥$¹B§7¨�§¡½t²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬97�µv¥$¬�§�¤1 ïÇM¹�³z¤�òc³l²�¹�µ�Î�ÎBÖ�¬�Ñ�³Mµ¡¤
§�©7¥�Î�¬�¤�³l§�½`¥�¹B³;Å�¦�§[§�½`§�½t¥�¹�³l¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³M¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªM¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌÊòl¹�¬�ª�¹�¹�µ�²�Í«³�³z¤L§�Í7¥$µ¡¬�¤B³�¨
¦$³�ªz³z¤*¥�Î�ÌLÍ[ÌÄ¥�¹�³Êµ�©7¥$¹B§¡¦lµ�¤«¨Ôã;¬Ò¥$§¡¦
	 /";DC$4
 

æ
9�ç�æ«ç 	 ëvì�A ì � F < � ?*ê@Bïì1ícç ¢�¤ / 	 ë 4 FO¦$§¡´�§vÑ�Ö*µeÑ¡³@µ�¤B³�ò ÅB¦$§*§¡½1§�½1¥$¹B³äª&Î�µ¡²$²4¬�ªzµ¡Î
¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªl¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡ ��@²>Ó> [ÉÙ§¡¦$Ö�µ�¤�Å`§¡¬�¤*¥�³�¨Ä§¡©7¥c¥�§�©«²zÁ7þä¤B§¡¥�¹B³@/ � é 4tµ¡¤�¨G�>³z¦$Ö¡³�¦
/ B � 4äµ¡Î�²�§ó©�²�³�¨ ¥$¹B³ö²$µ�´�³Ù´�³&¥$¹B§7¨ µ¡² FO¦�§�´�§vÑ`  Ë@¬�²HÅB¦�§[§¡½ä¬�²ÄÍ«µ¡²�³�¨ §¡¤ µ Ñ¡§�Î�©B´�³z×
ÅB¦$³�²�³z¦$Ñ[¬�¤�ÖO´Lµ¡ÅLòl¹B§�²�³@¨7¬�Ñ¡³�¦�Ö�³z¤�ªz³l¬�²-ÍB¬�Ö�Ö¡³�¦�¥�¹�µ¡¤Ä§¡¦-³�à*©�µ�Î�¥�§/¥$¹B³Q¨B¬�´�³z¤«²4¬�§¡¤L§¡½�²�Å�µ�ª&³¡ 
Ë@³z¦$³/òc³Ê²�¹�µ�Î�ÎC²�³z³/¹B§vò FO¦$§¡´�§vÑt» ²M´�³&¥$¹B§7¨Âªzµ¡¤ÔÍ`³�µ�¨Bµ�Å7¥$³�¨¶½�§¡¦@§¡©B¦;Å�©B¦�Å`§�²�³/µ�¤�¨¸òl¹[Ì
¥$¹B³Êª&§�¤*Ñ�³(:7¬�¥RÌ�§¡½�¥$¹B³Ê²�©BÅBÅ`§¡¦�¥�¬�¤BÖL²4³z¥;¬�²M¤B³�ª&³�²�²$µ�¦$Ì¡ 

��� ���!���
# ��®7 r®�$ /"; � 4 �CøI)
C

��ø # 43*vù�,eø
�ÿû�* !$#�ú�ù ú�ù
R

n #�ù`û
D
# ' 2 �*'zøI)=* 0

R
n ∼ C � ú�)�. �`ú�ø34�ø � ú '&ø C1 �3* 27ù`û # ( 1 6 � 2 � �
* 'zø=)/.�# );ø ,vø ( 1Hù�*-(*!E# �!,eø34I) * ( η ) * ∂D ∩

∂C
) * � # (�û0)�.�øÂø�� )�ø (�ú * ( * 0 D û5*�ø('¶ù�* ) ��*vú�ù,) 2 � � #-(�û 
=)/.�# )/ú ' 
 〈η, ∂/∂xn〉 ≤ 0 0 * (

)/.Bø�27ù�ú�) ,vø (*)�ú 4�# �E,vø34() *-(
∂/∂xn 6 � 2 ����*�'zø�# �2' * )/.�# ) )/.Bø (�ø¸ø���ú '*) ,eø (*)�ú 4�# � .%1
��ø (����9#�ù`ø('

Π1, . . . ,Πn−1
� .[ú 43. #-(�ø ! 2>) 2,# ��� 1 ��ø (��Bøzù`û�ú 4 2>�9# (=' 2�43. )�.,# ) C #�ù`û

D
# (�øD' 1 !D!LøI) (�ú 4

# �+* 2>)>ø�#�43. * 0 )/.BøI! 6 ��.Bøzù
1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂C)n,

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 D ú '=#�.�# � 0 ��# ��� 6
� � ����� � "��'�`�ï� � $@Óï¬�¦�²R¥@¨B³&â�¤B³/µ

C1 ´Lµ�Å φD : D → [0, 1]n
Í*Ì

φD(x1, . . . , xn) = (φ1, . . . , φn), φi =
vi

vi
,

vi = Ln−i+1{(a1, . . . , an) ∈ D : aj = xj , 1 ≤ j ≤ i− 1, −∞ ≤ ak ≤ ∞, i ≤ k ≤ n},
vi = Ln−i+1{(a1, . . . , an) ∈ D : aj = xj , 1 ≤ j ≤ i− 1, −∞ ≤ ai ≤ xi,

−∞ ≤ ak ≤ ∞, i+ 1 ≤ k},
òl¹B³�¦�³

Lk ¬�² k ×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�Î«¿1³zÍ`³�²�Ö¡©�³l´�³�µ¡²�©B¦$³¡ �ÇM¹�³z¤ φi = φi(x1, . . . , xi)
µ¡¤�¨�¥�¹B³���µ�×

ªz§¡ÍB¬�µ�¤Ê´Lµ�¥�¦$¬ :Ê§¡½
φD , (∂φi/∂xj)

Á¡¬�²ïÎ�§vòc³�¦C¥$¦�¬�µ�¤BÖ�©BÎ�µ�¦Còl¬�¥�¹�¨7¬�µ�Ö�§¡¤�µ¡Î�³�¤�¥$¦�¬�³�²
∂φi/∂xi =

vi+1/vi
µ�¤«¨

∂φn/∂xn = 1/vn
 FÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

det

(
∂φi

∂xj

)
=

1

v1
.

·[¬�´�¬�Î�µ�¦$Î�Ì¡ÁB¨7³zâ�¤B³
φB : B → [0, 1]n

òl¹B³�¦�³
B
¬�²M¥�¹B³/¹«µ�Î�½�Í�µ¡Î�Î

�4��® ?�­ � {
(x1, . . . , xn) ∈ R

n : xn ≥ 0,
∑

x2
i ≤ (2ω−1

n Vol(D))2/n
}
.

å@§�¥�³ä¥$¹�µv¥
Vol(B) = Vol(D) = v1

 c¿1¬�ß¡³
φD

¥�¹�³ ��µ�ª&§¡Í�¬�µ¡¤Ô¨7³z¥�³�¦�´�¬�¤�µ�¤*¥;§�½
φB

³�à*©�µ¡Î�²
1/v1

 F¿C³&¥
ψ : D → B

Í`³ä¨7³&â�¤�³�¨¶Í*Ì
ψ = φ−1

B ◦ φD
 �ÇM¹B³�¤H¥$¹B³ ��µ�ª&§¡Í�¬�µ¡¤H¨7³&¥$³z¦$´�¬�¤�µ¡¤*¥

§¡½
ψ
³�à*©�µ¡Î�²ä�� P¢�¤Ô§¡¥�¹B³�¦lòc§�¦$¨�²zÁ

ψ
¬�²lµ�Ñ�§¡Î�©B´�³&×
ÅB¦$³�²�³z¦$Ñ*¬�¤BÖ�´�µ¡Å1 

å;§vòJª&§¡¤«²4¬�¨7³z¦äµ¶Ñ¡³�ª&¥�§�¦Qâ«³zÎ�¨
V
§¡¤

D
¨7³zâ�¤B³�¨ÙÍ[Ì

V (x)
� )/.Bø���*�'�ú�)�ú *vù ,vø34() *-(�* 0

ψ(x), x ∈ D
 �·[¬�¤�ª&³M¥$¹B³ �*µ¡ª&§�ÍB¬�µ�¤�´Lµ�¥�¦$¬ :�§�½

ψ
¬�²Fµ¡Î�²�§äÎ�§vò>³z¦ï¥$¦�¬�µ�¤BÖ�©BÎ�µ�¦�Áv¬Ò¥F½�§�Î�Î�§vò;²ï½�¦$§¡´

¥$¹B³Êµ�¦$¬Ò¥$¹B´�³&¥$¬�ª&×�Ö�³z§¡´�³z¥�¦$¬�ª@´�³�µ�¤¸¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌL¥�¹«µv¥
�4��® ? Æ �

n = n(detDψ)1/n ≤ divV.
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¿C³&¥
Πn

Í`³l¥$¹B³;¹B§�¦�¬87z§�¤�¥�µ�Î7¹[Ì[Å«³�¦�Å�Î�µ¡¤B³ {xn = 0} µ�¤�¨�Î�³&¥ U1, . . . , U2n−1

Í«³;¥�¹B³@ªz§¡¤BÖ�¦�©B×
³�¤�¥;²�©BÍ�²�³&¥�²c§¡½

Πn
²�³zÅ�µ¡¦$µ�¥�³�¨LÍ[ÌL¥�¹B³äÑ�³z¦�¥�¬�ªzµ�Ît¹[Ì[Å«³�¦�Å�Î�µ¡¤B³�²

Π1, . . . ,Πn−1
 FÇ�¦$µ¡¤�²�Î�µ�¥�¬�¤BÖ

C
µ¡¤�¨

D
¬�¤Ôµ�²�©B¬Ò¥�µ�ÍBÎ�³@òMµeÌ�òc³Q´LµeÌ�µ�²�²�©B´�³;¥$¹�µv¥M³�µ�ª�¹

Πi
ª&§�¤*¥$µ�¬�¤�²

(0, . . . , 0)
 �Ø@³zâ�¤B³

¥$¹B³@ÅB¦$§ �R³�ª�¥$¬�§�¤
p : R

n → Πn
Í[Ì

p(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, 0).
�>Ì�¥�¹B³ä¨7¬�Ñ¡³�¦�Ö�³z¤�ªz³

¥$¹B³z§�¦�³�´üµ�ÅBÅ�Î�¬�³�¨H¥�§ �4��® ? Æ �

�4��® ?*¯ �
nVol(D) ≤

∫

∂D∼∂C

〈V, η〉 +

∫

∂D∩∂C

〈V, η〉,
òl¹B³�¦�³

η
¬�²M¥$¹B³/§¡©7¥RòMµ�¦�¨Ä©�¤B¬Ò¥;¤�§¡¦$´�µ¡Ît¥�§

∂D
 6�>Ì �R�e® ?*­ �còc³/¹�µeÑ�³

�4��® ?�Ï � |V | ≤ (2ω−1
n Vol(D))1/n on ∂D ∼ ∂C.

�>ÌÔ¥�¹B³�²�Ì*´�´�³&¥$¦�Ì¸§¡½
C
µ�¤�¨

D
µ�Í`§¡©B¥

Π1, . . . ,Πn−1
µ¡¤�¨ÙÍ[ÌÔ¥�¹�³�ªz§¡¤[Ñ¡³I:[¬�¥RÌÔ§�½

C
Á�ò>³

Ö�³&¥
�4��® ?[¾ � 〈V, η〉 ≤ 0 on ∂D ∩ ∂C.
ÇM¹B¬�²l¬�²;Í`³�ª�µ�©�²�³Ê¬�½

x ∈ ∂D ∩ ∂C µ�¤«¨
p(x) ∈ Uk, 1 ≤ k ≤ 2n−1 ÁB¥�¹�³z¤ÂÍ`§�¥�¹ ψ(x)

µ�¤«¨
−p(qη)

Î�¬�³Ê¬�¤
Uk
Á�òl¹B³�¦�³

qη ∈ R
n ¬�²M¥$¹B³ÊÅ`§¡¬�¤�¥;òl¹�§�²�³/Å«§*²4¬�¥�¬�§¡¤¸Ñ¡³�ª�¥$§¡¦l¬�²

η
 >ÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³

¬�¥l½�§¡Î�Î�§vò;²c½�¦$§¡´ �4��®�?[¯ �&Á �R�e® ?�Ï �&Á�µ�¤«¨ �4��® ?B¾ �c¥�¹«µv¥

nVol(D) ≤ (2ω−1
n Vol(D))1/nVol(∂D ∼ ∂C),

òl¹B¬�ª�¹Ô¬�´�ÅBÎ�¬�³�²@�R�e® ?[® �� 
·[³�³E/2; � 4C½�§¡¦M¥�¹�³Êªzµ¡²�³ä§�½ï³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ¡ 

�

æ
9�ç�9�ç 1 ê>?[ñ�é ?�ë%F < 1 � A A ?*êzëvñ�� < ê�ñ�ì`é-ç °Q¤B³�§�½*¥�¹B³-§¡Î�¨7³�²4¥Cµ�¤�¨O´�§�²4¥1Å`§vòc³�¦4½�©BÎ¡´�³z¥�¹7×
§7¨B²@¬�¤Ù¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ª/¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥�¬�³�²Q¬�²O·*¥$³z¬�¤B³z¦�» ²@²�Ì*´�´�³&¥$¦�¬87�µ�¥�¬�§¡¤�/"1 9 4
 QÇM¹B³�ß¡³zÌÔ¬�¨7³�µH§�½
¥$¹B¬�²M´�³z¥�¹B§7¨Ô¬�²l¥�¹�µ�¥;Ö¡¬�Ñ¡³z¤

k
½�©B¤�ª�¥$¬�§�¤�²

xn = f1(x1, . . . , xn−1), . . . , xn = fk(x1, . . . , xn−1),
¥$¹B³QÑ�§¡Î�©B´�³@§¡½�¥�¹B³OÖ¡¦�µ�ÅB¹H§�½�¥�¹�³äµeÑ�³z¦�µ�Ö�³c½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤H§�½

f1, . . . , fk
¬�²c¤B§�¥MÍB¬�Ö¡Ö�³z¦F¥$¹�µ�¤H¥�¹B³

µeÑ�³z¦�µ�Ö¡³ä§¡½�¥�¹B³�Ñ¡§¡Î�©B´�³�²@§�½�¥$¹B³�Ö�¦$µ¡ÅB¹�²;§¡½
f1, . . . , fk

 QÇM¹B¬�²@Ñ�§¡Î�©B´�³Ê³�²4¥�¬�´Lµv¥$³�¬�²@Í�µ�²4³�¨
§�¤�¥�¹B³O²4¬�´�ÅBÎ�³@¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ�½�§¡¦

k
Ñ¡³�ª�¥$§¡¦�²�¬�¤

R
n � |v1 + · · ·+ vk| ≤ |v1|+ · · ·+ |vk|

 �Ë;³z¦$³¡Á
©�²�¬�¤BÖ�¥�¹B³Ê²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬97�µv¥�¬�§¡¤¶´�³&¥�¹�§[¨1ÁBòc³Ê²�¹�µ¡Î�Î�¬�´�ÅB¦�§vÑ�³OÇM¹�³z§¡¦$³z´£��®7 r®7 

��� ���!���
# ��®B  ­�$ /2; � 4 ��ø()
C

�$øD#�43*vù�,eø
�¶û5* !E#vú�ù ú�ù
R

n 
 D
# ' 2 �('&øI) * 0

R
n ∼ C

� ú�)/. �tú�ø+4�ø � ú 'zø C1 �3*-27ùtû #-( 1�
@#vùtû
Πn

# .�*-(�ú
�>*vù�) # � .�1
�Bø (����9#�ù`ø {xn = 0} 6 � 2 ����*�'zø
)/.�# ) �3* )/.

∂D ∼ ∂C
#vù`û

∂D ∩ ∂C
# (�ø % (�# �
. ' *-,vø ( # 4(�8* 'zø$û�'zø()

A ⊂ Πn
6 � 0 Aú '�' 1 ! !�øI) (�ú 4 # �+* 2>)

n − 1
,vø (*)�ú 4�# � .%1
��ø (����9#�ù`ø('

Π1, . . . ,Πn−1
� .[ú 43. #-(�ø ! 2>) 2,# ��� 1

��ø (���øzù`ûvú 4 2>�9# ( 
 )�.�ø&ù
1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂C)n,

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 D ú '=#�.�# � 0 ��# ��� 6
� � ����� � "��'�`�ï� � $@¿1³z¥

f0, g0 : A→ R
Í`³ä¥�¹�³ä½�©B¤�ª�¥$¬�§�¤�²l¨7³zâ�¤B³�¨ÔÍ[Ì

xn = f0(x1, . . . , xn−1), xn = g0(x1, . . . , xn−1)
²�©�ª�¹Â¥$¹�µv¥

∂D ∼ ∂C, ∂D ∩ ∂C µ�¦$³Ê¥�¹�³�Ö�¦$µ¡ÅB¹�²;§¡½
f0, g0

Át¦�³�²4Å`³�ª&¥�¬�Ñ¡³zÎ�Ì¡ ä¿1³z¥
G
Í«³�¥�¹B³

Ö�¦�§�©BÅ §¡½O¬�²�§¡´�³&¥$¦�¬�³�²�§¡½
R

n Ö¡³�¤B³z¦�µv¥$³�¨ Í[Ì
n − 1

¹B§¡¦$¬87z§¡¤*¥�µ�ÎM¦�³zý�³�ª&¥�¬�§¡¤�²Äòl¹B¬�ª�¹ Î�³�µeÑ�³
Π1, . . . ,Πn−1

â�:7³�¨�ÁF¦$³�²�Å`³�ª�¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì¡ 
G
ªz§¡¤�²�¬�²4¥$²�§�½

2n−1 ³�Î�³�´�³�¤*¥$²�Á-²�µeÌ�Á r1, . . . , r2n−1

 
ØQ³&â�¤�³

fi = f0 ◦ ri
µ�¤�¨

gi = g0 ◦ ri, i = 1, . . . , 2n−1  ��;Î�²4§�¨7³zâ�¤B³ f = 21−n
∑2n−1

i=1 fi
Á

g = 21−n
∑2n−1

i=1 gi
 �·7¬�¤�ªz³

f0 ≥ g0
§�¤

A
µ�¤�¨

f0 = g0
§�¤

∂A
Á1ò>³�¹�µeÑ�³

f ≥ g
§�¤

A



����� �������
	���

�����������

µ¡¤�¨
f = g

§�¤
∂A

 PË@³z¤�ªz³@Ö�¦$µ¡ÅB¹
(f)

µ¡¤�¨�Ö¡¦�µ�Å�¹
(g)

³z¤�ªzÎ�§*²4³QµÊ¨7§¡´Lµ¡¬�¤
D̂
Á[µ�¤«¨L¬Ò¥>¬�²-³�µ�²4Ì

¥$§�²�³z³O¥$¹�µv¥
�4��® ?�Õ �

Vol(D) = Vol(D̂).
å@§�¥�³/µ¡Î�²�§�¥�¹�µ�¥

D̂
¬�²;²�Ì*´�´�³&¥$¦�¬�ªäµ�Í`§¡©7¥

Π1, . . . ,Πn−1
µ�¤«¨¶Ö�¦$µ¡ÅB¹

(g) ⊂ ∂D̂
¬�²lµL²4©BÍ«²4³z¥

§¡½
∂Ĉ

½�§�¦;²4§�´�³äªz§¡¤[Ñ¡³I:H¨7§�µ¡´Lµ�¬�¤
Ĉ
 FÉÂ§�¦�³�§vÑ¡³�¦

Vol(∂D̂ ∼ ∂Ĉ) = Vol(graph(f)) =

∫

A

∣∣∣∣∣

(
21−n

∑

i

∂fi

∂x1
, . . . , 21−n

∑

i

∂fi

∂xn−1
, 1

)∣∣∣∣∣

= 21−n

∫

A

∣∣∣∣∣

(∑

i

∂fi

∂x1
, . . . ,

∑

i

∂fi

∂xn−1
, 2n−1

)∣∣∣∣∣

≤ 21−n

∫

A

2n−1∑

i=1

∣∣∣∣
( ∂fi

∂x1
, . . . ,

∂fi

∂xn−1
, 1

)∣∣∣∣

= 21−n
2n−1∑

i=1

Vol(graph(fi)) = Vol(graph(f0)) = Vol(∂D ∼ ∂C).

ÇM¹B¬�²ÊÅ�Î�©�².�R�e® ?*Õ ��Áï¥�§�Ö¡³&¥$¹B³z¦�òl¬Ò¥$¹ ÇM¹B³z§�¦�³�´ �e®7 r®¸µ�ÅBÅBÎ�¬�³�¨ ¥�§
Ĉ, D̂

ÁPÖ¡¬�Ñ¡³�²ä¥�¹�³¶¨7³�²4¬�¦�³�¨
¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡ 

·[³�³E/2; � 4C½�§¡¦M¥�¹�³/ÅB¦�§[§¡½�§�½ï¥�¹�³O³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ¶ªzµ¡²�³¡ 
�

�;Î�¥�¹�§¡©BÖ�¹Â¥�¹B³�²4Ì[´�´�³&¥$¦�Ì¸µ¡²$²4©�´�ÅB¥�¬�§¡¤Â¬�²;¦$³�à*©B¬�¦�³�¨¸¬�¤öÇM¹�³z§¡¦$³z´L²/�e®7 r®Lµ�¤«¨D��®7  ­BÁ«¬Ò¥
¬�²M¤B§�¥;¤�³�ª&³�²�²$µ�¦$Ì�¬�¤Âª�µ¡²�³Q¥$¹B³Êª&§�¤[Ñ¡³(:H²�³&¥

C
¬�²@µ�Í«µ�Î�Î �

��� ���!���
# ��®B  Æ $=/"; � 4 � 0 � ú 'G# ��# ����ú�ù
R

n #vùtû
D
ú 'E#.' 2 �('&øI)'* 0

R
n ∼ C � ú�)�.(�ø34I)�ú 	 # �I��ø �+* 27ù`û #-( 1�
 )/.Bøzù

1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂C)n

� ú�)/.Ùø�� 2,# ��ú�) 1Lú 0 #vùtû;*�ù,� 1Lú 0 D ú '@# .�# � 0 ��# ��� 6
¢
¥@¬�²l³�µ�²4ÌÄ¥�§LÅB¦$§vÑ¡³O¥�¹�¬�²M¥$¹B³z§�¦�³�´ü§�¤�ª&³/ò>³/ß[¤B§vò ¥$¹�µv¥;¥$¹B³/¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªä¦�³�Ö¡¬�§¡¤Ô§�½

¥$¹B³Oªz§¡´�ÅBÎ�³z´�³z¤*¥M§�½�µ�Í�µ¡Î�Ît¬�²c¦$§�¥�µv¥$¬�§�¤�µ�Î�Î�Ì�²�Ì*´�´�³&¥$¦�¬�ª@µ¡Í«§�©7¥lµ�Î�¬�¤�³@¥$¹B¦�§�©BÖ¡¹H¥�¹B³äª&³�¤*¥�³z¦
§¡½C¥�¹�³/Í�µ�Î�Î� 

� ��#�#�� �e®7 r¯�$ /"; � 4�� 2>) '�ú�û�ø@# ��# ���
C ⊂ R

n )/.Bø (�øÊø
�¡ú '*) ' #D'zø() D̃ � .�*�'zø �3* 27ù`û # ( 1
.,#�' )/.Bø ��ø�#�'*) (�øI�9# )�ú�,vø ,C* � 2>!�ø

Vol(∂D̃ ∼ ∂C)
# !=*vù %E# ����'&øI) ' * 2>) '�ú�û�ø

C � ú�)�. )/.Bø 'I# !Lø
,-* � 2>!Lø # '

D̃ 6 ��ù 0 #54() 
 ∂D̃ ∼ ∂C
ú ' # ' ��.Bø (�ú 4�# ��4�#
� �Bø (���ø&ùtûvú 4 2>�9#-( ) *

∂C
#�ù`û

∂D̃∩∂C��ú�ø('/ú�ù0#�ù *
��øzù .BøI!�ú ' ��.Bø (�øH* 0 ∂C 6
���t�ï��� $;ÇM¹�³ö³(:7¬�²R¥$³z¤�ªz³ö§¡½

D̃
ªzµ¡¤ Í`³Þ§�Í7¥$µ¡¬�¤B³�¨ÿÍ[Ì9½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖó¥$¹B³ ªz§¡´�Å�µ�ª�¥�¤�³�²$²

µ¡¦�Ö�©B´�³z¤*¥l¬�¤�/"1�354
Á�ÅBÅ1  Æ�Æ �&× Æ¡Æ�Æ  -°QÍ[Ñ[¬�§�©�²4Î�Ì
∂D̃ ∼ ∂C

¹«µ¡²;ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥;´�³�µ�¤Âª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³
µ¡¤�¨¸´Lµ�ß¡³�²

90◦
òl¬�¥�¹

∂C
 lÜÞ³�ª&Î�µ�¬�´ü¥$¹�µv¥

D̃
¬�²;¦$§�¥$µ�¥�¬�§¡¤�µ¡Î�Î�ÌH²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ªÊµ¡Í«§�©7¥QµLÎ�¬�¤B³¡ 

·[©�ÅBÅ«§*²4³/¤�§�¥� MÇM¹B³�¤¸¥�¹B³�¦�³/³I:[¬�²4¥$²;µ¡¤
(n − 3)

×�¨7¬�´�³�¤�²4¬�§¡¤«µ�Î1Ö�¦�³�µ�¥;²4ÅB¹�³z¦$³
S
¬�¤
∂C

²4©�ª�¹
¥$¹�µv¥

D̃
¬�²c¤�§�¥>²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ªOµ�Í`§¡©B¥>µ�¤[Ì�¹[Ì[Å«³�¦�ÅBÎ�µ�¤�³Qª&§�¤*¥$µ�¬�¤B¬�¤BÖ

S
 -Èc¹B§[§*²4³OµÊ¹[Ì[Å«³�¦�ÅBÎ�µ�¤�³

Π
ªz§¡¤*¥$µ¡¬�¤B¬�¤BÖ

S
¥$¹�µv¥@¨B³zÑ[¬�¨B³�²

D̃
¬�¤*¥�§

D̃1
µ�¤�¨

D̃2
§�½P³�à*©�µ¡Î�Ñ¡§¡Î�©B´�³¡ -·7©BÅBÅ`§�²�³/òl¬Ò¥$¹B§¡©7¥

Î�§�²$²P§�½�Ö¡³�¤B³z¦�µ�Î�¬�¥RÌ/¥�¹�µ�¥
Vol(∂D̃1 ∼ (∂C ∪Π)) ≤ Vol(∂D̃2 ∼ (∂C∪Π)).

¿1³&¥
D̃3

Í`³l¥�¹B³
´�¬�¦�¦$§¡¦l¬�´Lµ�Ö¡³/§¡½

D̃1
µ¡ª&¦$§�²$²

Π
µ¡¤�¨Â¨7³&â«¤B³

D̃13
¥�§ÄÍ`³/¥�¹�³Ê©B¤B¬�§¡¤Â§¡½ï¥$¹B³�ªzÎ�§*²4©B¦$³�²;§�½

D̃1µ¡¤�¨
D̃3

 �¢
½
∂D̃ ∼ ∂C

¬�¤*¥�³z¦�²�³�ª�¥�²
Π
µ�¥

90◦
ÁC¥�¹B³�¤ö¥$¹B³L©B¤B¬�à*©B³Lª&§¡¤*¥$¬�¤[©�µ�¥�¬�§¡¤ ÅB¦�§�Å«³�¦4¥RÌ

§¡½F¥�¹B³Äªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥O´�³�µ¡¤ ªz©B¦$Ñeµ�¥�©B¦$³�¹*Ì[Å`³z¦�²4©�¦4½�µ�ª&³�²Q¬�´�Å�Î�¬�³�²O¥$¹�µv¥
D̃
¬�²/²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ª�µ�Í`§¡©B¥

Π
ÁBª&§¡¤*¥$¦$µ�¨7¬�ª&¥�¬�¤BÖÊ§�©B¦M¹*Ì[Å`§�¥$¹B³�²�¬�²� �ÇM¹B³z¦$³&½�§�¦�³O²4§�´�³@Å�µ¡¦4¥M§�½

∂D̃13 ∼ ∂C
²�¹B§¡©BÎ�¨ÄÍ`³ä¤B§�¥
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C1 µ�Î�§¡¤BÖ Π
 FÇM¹B³�¤Hò>³Qª�µ�¤¶²�Î�¬�Ö�¹�¥$Î�Ì�Å`³z¦�¥�©B¦$Í

D̃13
µ¡Î�§�¤BÖÊ¥$¹B¬�²>²�¬�¤BÖ¡©BÎ�µ�¦>Å�µ¡¦4¥c¥�§�Ö¡³&¥lµ�²�³&¥

D′ ⊂ R
n ∼ C

²4©�ª�¹Ô¥$¹�µv¥

Vol(D′) = Vol(D̃13) = Vol(D̃),
µ¡¤�¨

Vol(∂D′ ∼ ∂C) < Vol(∂D̃13 ∼ ∂C) ≤ Vol(∂D̃ ∼ ∂C).
�>©7¥ä¥�¹�¬�²/ªz§¡¤*¥�¦�µ¡¨7¬�ª�¥�²Q¥�¹B³�Î�³�µ¡²4¥/¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³�Ñ¡§�Î�©B´�³�ÅB¦$§¡Å`³z¦�¥RÌÂ§�½

∂D̃
 LË;³�¤�ª&³

D̃
´�©�²4¥/Í«³

¦$§�¥�µv¥�¬�§¡¤«µ�Î�Î�Ì ²4Ì[´�´�³&¥�¦$¬�ª¶µ¡Í«§�©7¥�µöÎ�¬�¤B³
l
 Då;§vò Î�³&¥ {q} = (∂D̃ ∼ ∂C) ∩ l

µ¡¤�¨D¥$µ¡ß¡³
µÔ²4Å�¹B³z¦$¬�ª�µ�Î�ªzµ¡Å

A
¥�¹�¦�§�©BÖ¡¹

q
òl¹B¬�ª�¹Þ¬�²O¦�§¡¥$µv¥$¬�§�¤�µ�Î�Î�Ì¸²�Ì[´�´�³z¥�¦$¬�ª�µ�Í`§¡©B¥

l
µ�¤«¨ö¹�µ�²Q¥�¹B³

²$µ�´�³�´�³�µ�¤Þªz©B¦$Ñeµ�¥�©B¦$³�µ�²
∂D̃ ∼ ∂C

 �·7¬�¤�ªz³
∂D̃ ∼ ∂C

¬�²Q¥$µ¡¤BÖ¡³�¤*¥@¥�§
A
µv¥
q
Á�ò>³�ªzµ�¤

µ¡ÅBÅBÎ�Ì�¥�¹B³ä´Lµ :7¬�´�©B´ ÅB¦$¬�¤�ª&¬�ÅBÎ�³Oµ¡¤�¨Hªz§¡¤�ªzÎ�©�¨B³@¥$¹�µv¥
∂D̃ ∼ ∂C

¬�¥$²�³zÎ�½�¬�²>µ�²�ÅB¹B³z¦$¬�ªzµ�Î�ª�µ�Å1 
ÇM¹B³�¤

∂D̃ ∩ ∂C ¬�²lµL²4©BÍ«²4³z¥M§¡½Pµ¡¤¶§�Å«³�¤¸¹B³z´�¬�²4ÅB¹�³z¦$³O§¡½
∂C

 
�

æ
9�ç �1ç �¶ñ A ?[é!<�ñ�ì`é < � B�ë-?%? < éïí K ì«î�ë[ç ÇM¹B³Âµ¡©7¥�¹B§�¦Äµ�¤�¨9Éó Fãl¬�¥�§�¦�	¸¹�µeÑ�³¶¦$³&×
ªz³z¤*¥�Î�Ì Å�¦�§vÑ�³�¨ �R�e® ?*® �L¬�¤ ªzµ�²4³

n = 3
/2;DCG4� 5Ë;³z¦$³Ùò>³öÖ�¬�Ñ�³öµ�¤ÿ¬�¨7³�µ §�½/¥$¹B³öÅB¦$§[§�½R 

FO¬�Ñ¡³�¤ µÂª&§¡¤[Ñ�³(: ²�³&¥
C ⊂ R

n Á�¨7³zâ�¤B³L¥$¹B³ (�øI�9# )�ú�,vø¶ú ' * �Bø (�ú�!Lø() (�ú 4 ��(+* 	6��øH§¡½
R

n ∼ C
Á

IC : R
+ → R

+ ÁBÍ[Ì

IC(v) = inf
D

{
Area(∂D ∼ ∂C) : D ⊂ R

n ∼ C, Vol(D) = V
}
.

¿C³&¥
H

+ = {(x1, . . . , xn) ∈ R
n : xn ≥ 0} Í`³�¥$¹B³�©BÅBÅ`³z¦ä¹�µ�Î�½c²�Å�µ¡ªz³�§¡½ R

n  /ÇM¹B³z¤ö¥�¹B³
¦$³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³QÅB¦$§�â«Î�³ä§�½

R
n ∼ H

+ ¬�²MÖ�¬�Ñ�³z¤ÔÍ*Ì

IH+(V ) = n
(ωn

2

)1/n

V (n−1)/n,

µ¡¤�¨Ä¥$¹B³/¦$³zÎ�µv¥�¬�Ñ¡³O¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªQ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ0�R��®�?[® �c¬�²l³�à*©B¬�Ñvµ�Î�³z¤*¥M¥�§
�4��® ?�Ú �

IC(Vol(D)) ≥ IH+(Vol(D)),
òl¬�¥�¹¸à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌH¬Ò½Pµ�¤�¨¶§¡¤BÎ�ÌL¬�½

D
¬�²lµ�¹�µ¡ÎÒ½ïÍ�µ�Î�Î� PË@§vò ª�µ�¤H§�¤B³äÅB¦$§vÑ¡³D�4��®�?*Ú � �ÂÇM¹B³ä¬�¨B³�µ�¬�²

¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« ïÓï¬�¦$²4¥;òc³/²�¹�µ�Î�Ît¥$µ¡ß¡³O¥�¹�³äâ�¦$²4¥lÑvµ�¦$¬�µ�¥�¬�§¡¤Ô§�½ �R��®�?*Ú �c¥$§�Ö¡³&¥
�4��® ?���Û �

sup
p∈∂D∼∂C

{H(p) : H(p) is the mean curvature of ∂D at p} ≥ H0(Area(∂D ∼ ∂C))

òl¹B³�¦�³
H0(Area(∂D ∼ ∂C))

¬�²ö¥�¹�³ ´�³�µ¡¤ ª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³ §�½L¥�¹�³ ¹B³�´�¬�²�ÅB¹B³z¦$³ §¡½Hµ�¦$³�µ
Area(∂D ∼ ∂C) in R

n  
ÇM¹B³�¤ �4��®�?«��Û ��½�§�Î�Î�§vò;²>½�¦�§�´

�4��® ?���� � ∫

∂D∼∂C

H2 ≥ 2π.

Ü ³�ÅB¦�§vÑ�³Ê¥$¹B¬�²ä¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌÂÍ[ÌÙ©�²�¬�¤BÖÔµÔ´�³&¥$¹B§7¨ö§¡½>ªz§¡¤7½�§�¦�´Lµ�ÎPÖ�³z§¡´�³z¥�¦$Ì��Q¢
½
k1

µ�¤�¨
k2µ¡¦�³l¥$¹B³@Å�¦�¬�¤�ª&¬�Å�µ¡Î`ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³�²-§�½

∂D ∼ ∂C
Á*¥$¹B³z¤ ∫

∂D∼∂C(k1 − k2)
2 ¬�²-¬�¤[Ñeµ¡¦�¬�µ�¤*¥-©�¤�¨7³z¦

¥$¹B³Êª&§�¤7½�§¡¦$´Lµ�Î�ª�¹�µ�¤�Ö¡³O§�½P´�³z¥�¦$¬�ªO¬�¤
R

3  Få;§¡¥�³ä¥$¹�µv¥

1

4

∫

∂D∼∂C

(k1 − k2)
2 =

∫

∂D∼∂C

(H2 −K),

òl¹B³�¦�³
K
¬�²>¥$¹B³@Fäµ�©�²$²�¬�µ¡¤Ôªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³¡ PÇM¹B³z¤��4��® ?���� �>ªzµ¡¤¶Í`³ä§¡Í7¥�µ�¬�¤B³�¨¶Í[ÌHª&§�¤7½�§¡¦$´Lµ�Î�Î�Ì

ÍBÎ�§vòl¬�¤BÖÊ©BÅ
∂D ∼ ∂C

µ�¦$§¡©B¤«¨�¬Ò¥�²-Í`§¡©B¤«¨Bµ�¦$Ì�Å`§¡¬�¤*¥>µ¡¤�¨LÍ[Ì�©�²4¬�¤BÖ/¥$¹B³Qªz§¡¤[Ñ¡³I:7¬Ò¥RÌ�§�½
∂C

 
¢�¤ /2;DC$4ïµ�¤�³zò ¥RÌ*Å`³/§�½ï¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³ä¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª@¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÄ¬�²;µ�Î�²�§�ÅB¦$§vÑ¡³�¨��
��ø()

C1, C2
��ø 43*vù�,eø
�Hû5* !E#vú�ù,'Oú�ù

R
3 #�ù`û D #D' 2 �('zø() * 0

R
3 ∼ (C1 ∪C2)

6 � 0 ∂C1#�ù`û
∂C2

!E#���ø #vù0#�ù % ��ø * 0 # ) ��ø�# '�) θ 
 )/.Bøzù

18θVol(D)2 ≤ Area(∂D ∼ ∂(C1 ∪ C2))
3



����� �������
	���

�����������

� ú�)/.Âø�� 2,# ��ú�) 1�ú 0 #�ù`û�*�ù,� 1Lú 0 C1
#�ù`û

C2
# (�ø .�# � 0 ' �,#�4�ø(' � ú�)/. #�ù #vù % ��ø * 0 θ #�ù`û ∂D ∼

∂(C1 ∪ C2)
ú ' ��# (*) * 0 #$'��
.�ø ($ø ��ø (���øzù`ûvú 4 2>�9# (=) *$)�.�ø �
�9#vùtø*' ∂C1

#�ù`û
∂C2

6
ÇM¹B³äµ�©7¥$¹B§¡¦>µ�Î�²4§�ÅB¦$§vÑ¡³�¨�¥$¹B³O¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³;¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª;¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ �R�e® ?*® �F¬�¤

R
4 /2; � 4� 

Èc¦$§¡ß�³¡» ²�µ�¦$Ö¡©�´�³�¤*¥$²Ê¬�¤ /2; ë 4lòc§�¦�ßD¤B¬�ª&³�Î�Ìó¬�¤ ¥$¹B³¶¦$³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³¶²�³&¥�¥�¬�¤BÖ µ�²�ò>³zÎ�Îl¨7©B³¶¥�§Þ¥�¹B³
½�§�Î�Î�§vòl¬�¤�Öó§¡Í�²�³z¦$Ñvµv¥�¬�§¡¤ � ÇM¹B³Þ¨7¬�²4¥$µ¡¤�ª&³ÞÍ«³z¥Ròc³�³z¤ ¥Rò>§ ¦�µeÌ[²Ä¬�¤

R
n ³�´Lµ�¤�µ�¥�¬�¤BÖó½�¦$§¡´ µ

Å`§¡¬�¤*¥äÖ�¦�§vò;²QÎ�¬�¤B³�µ�¦$Î�Ì�Á1òl¹B¬�Î�³�¥$¹B³Ä¨7¬�²R¥�µ�¤�ªz³�Í`³&¥Rò>³z³�¤ö¥Rò>§Ô¦$µeÌ7²O¬�¤
D
Ö¡¦$§vò;²;½�µ�²R¥$³z¦Êµ�½�¥�³z¦

¥$¹�µ�¤ÔÍ«³z½�§¡¦$³ä¥�¹B³ä¦�µeÌ7²c¹�¬Ò¥@µ¡¤�¨ÔÍ«§�©B¤�ª&³ä§¡º
∂C

 
Ç�§óÍ«³ÙÅ�¦�³�ª&¬�²4³�Á-¥$¹B³Â¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³¸¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª¶¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²L§�½E/";=CE4Qµ�¤�¨ /"; � 4O¹B§¡Î�¨

¬�¤ µÔãl¬�³z´Lµ�¤�¤B¬�µ¡¤Þ´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨
Mn �

n = 3, 4
�;§¡½c¤B§�¤BÅ«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³¡ �ÇM¹�³�²�³�¦$³�²�©BÎ�¥$²

Å�µ¡¦4¥$¬�µ¡Î�Î�ÌÄµ�¤«²4ò>³z¦>¥�¹�³�°QÅ«³�¤Ô¼-¦�§�ÍBÎ�³�´á��®B  Ï�Í`³zÎ�§vò/ 
¢
¥Fò>§¡©BÎ�¨�Í«³l¬�¤*¥�³z¦$³�²4¥�¬�¤BÖä¬�½`§�¤B³;ª&§�©BÎ�¨�¨7³�¦�¬�Ñ¡³lµäÑ¡³�¦$²�¬�§¡¤�§¡½«¥$¹B³l¦$³zÎ�µv¥�¬�Ñ¡³>¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª

¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ/½�§�¦�´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²�©B¦�½�µ¡ª&³�²z ïÇM¹B³z¦$³&½�§�¦�³�Á�ª&§�´�ÍB¬�¤B¬�¤BÖ�°QÅ«³�¤�¼-¦�§�ÍBÎ�³�´L²�ÕB ��Mµ¡¤�¨Ô��®B ���Á
§�¤B³/ªzµ�¤ÔÅB¦$§¡Å`§�²�³@¥$¹B³ä½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖ« 

���B�B� �'�`�! �"*�
# ��®B  Ï�$ � ú�,vø&ù # 43*vù�,eø
�Äû�* !$#�ú�ù
C
ú�ù

R
n #�ù`û$#vù m �4û�ú�!�øzù�'�ú *�ù�# �

!�ú�ù�ú�!E# ��' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û N * 2>) '�ú�û�ø
C
' 2�4+. )/.�# )

N
ú ''*-(*)/.
* %5*�ù�# �
) *

∂C
# �8*vù %

∂C∩∂N 

��(�*-,vø@)/.�# )

1
2 m

mωmVol(N)m−1 ≤ Vol(∂N ∼ ∂C)m,
� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 N ú '=#�.�# � 0 ��# ��� 6

¢� Pþä¬�´ / � æ 4>§�Í7¥$µ¡¬�¤�³�¨óµÂÅ�µ¡¦4¥$¬�µ¡Î-¦$³�²�©BÎ�¥Ê½�§¡¦�¥�¹B¬�²Ê§�Å«³�¤ ÅB¦$§¡ÍBÎ�³z´ òl¹B³z¤
N
¬�²�¥Ròc§¡×

¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Î� �Ë;³�ÅB¦$§vÑ¡³�¨Â¥�¹�µ�¥ä¬�½
S
¬�²/µH´�¬�¤B¬�´Lµ¡ÎF²4©B¦�½�µ¡ªz³�¬�¤óµ¶ã;¬�³�´�µ¡¤B¤B¬�µ�¤ ´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨

M
§�½Fª&§�¤�²4¥$µ�¤*¥@²�³�ª&¥�¬�§¡¤�µ¡ÎCª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³

K ≤ 0
Á
S
Î�¬�³�²;§�©7¥$²�¬�¨7³�µLª&§¡¤[Ñ�³(:Ô²�³&¥

C
¬�¤
M

µ�¤�¨
¬�²>§¡¦�¥�¹B§�Ö¡§¡¤«µ�Î«¥�§

∂C
ÁBµ¡¤�¨

∂S ∼ ∂C
¬�²Mª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨¶§¡¦M¦�µ¡¨7¬�µ�Î�Î�Ì�ªz§¡¤B¤�³�ª�¥$³�¨H½�¦�§�´ µ�Å`§¡¬�¤*¥

§¡½
∂S ∩ ∂C Á[¥�¹B³�¤

2πArea(S) ≤ Length(∂S ∼ ∂C)2 +K Area(S)2

µ¡¤�¨Ô³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ¶¹B§�Î�¨�²l¬Ò½-µ¡¤�¨¸§¡¤�Î�Ì¶¬Ò½
S
¬�²@µ�¥$§�¥$µ¡Î�Î�ÌHÖ�³z§7¨7³�²4¬�ªä¹�µ�Î�½-¨7¬�²4ßt MÓB§�¦;¥�¹�³ÊÅB¦$§*§¡½�§�½

¥$¹B¬�²�ÁB¹B³Oâ�¦�²4¥l²�¹B§vò>³�¨H¥�¹�µ�¥

Area(S) ≤ Area(p××(∂S ∼ ∂C)) for any p ∈ C
µ¡¤�¨

Angle(∂S ∼ ∂C, p) ≥ π for any p ∈ ∂S ∩ ∂C.
ÇM¹B³�¤Þ¹�³L©�²4³�¨Ù¥$¹B³L´�³&¥$¹B§7¨Þ§¡½>¨7³�Ñ¡³�Î�§�ÅB¬�¤�Ö¸µ¡¤�¨ ª&©7¥�¥�¬�¤BÖÙµ�¤�¨ÞÅ�µ�²R¥$¬�¤BÖÂµ�²ä¬�¤ó·[³�ª&¥�¬�§¡¤ Æ  
þä¬�´üµ�Î�²�§�³I:[¥�³z¤«¨7³�¨Ôþ���²4¥�³z¦�» ²MÎ�¬�¤B³�µ¡¦l¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªQ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ
�Bþ���²R¥$³z¦ / � î 4�ÅB¦�§vÑ�³�¨

Vol(N) ≤ R

m
Vol(∂N)

½�§�¦äµ¡¤
m
×
¨B¬�´�³z¤«²4¬�§¡¤�µ¡Î�´�¬�¤B¬�´�µ¡ÎF²4©�ÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨

N
§�½

R
n ª&§�¤�¥�µ�¬�¤B³�¨ö¬�¤DµÔª&Î�§�²�³�¨ÙÍ«µ�Î�Î�§�½

¦�µ¡¨7¬�©�²
R
 �þä¬�´á§¡ÍB¥$µ�¬�¤B³�¨Þµ¶Î�¬�¤B³�µ�¦ä¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª�¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÂ½�§¡¦/µÔ´�¬�¤�¬�´Lµ�ÎF²�©BÍB´Lµ¡¤B¬Ò×

½�§�Î�¨
Nm ¬�¤ÙµHª&§¡´�ÅBÎ�³&¥$³�²�¬�´�ÅBÎ�ÌÂª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨Âã;¬�³�´�µ¡¤B¤B¬�µ�¤¸´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨

Mn òl¬�¥�¹Ù²�³�ª�¥$¬�§�¤�µ�Î
ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³QÍ`§¡©�¤�¨7³�¨¸µ¡Í«§vÑ�³QÍ[Ì¶µ�¤B§�¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³äªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥

K
�

Vol(N) ≤ αm,K(R)

α
′

m,K(R)
Vol(∂N),

òl¹B³�¦�³
N
¬�²>ª&§�¤�¥�µ�¬�¤B³�¨�¬�¤Hµ/Ö�³z§7¨7³�²4¬�ªlÍ�µ¡Î�Î`§�½�¦�µ¡¨7¬�©�²

R
¬�¤
M

µ�¤�¨
αm,K(R)

¨7³�¤B§�¥$³�²F¥�¹B³
Ñ�§¡Î�©B´�³c§¡½B¥�¹B³lÖ�³z§7¨7³�²4¬�ªFÍ�µ¡Î�Î7§¡½«¦�µ¡¨7¬�©�²

R
¬�¤�¥$¹B³

m
×�¨7¬�´�³�¤�²4¬�§¡¤«µ�Î7²4Å«µ¡ª&³c½�§¡¦$´ §¡½«²4³�ª�¥$¬�§�¤�µ�Î

ªz©B¦�Ñvµ�¥�©B¦$³
K
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æ �1ç�� ? � < ê�ñ ��? � � ; î�ë���?[í 1 î�ë-I < ð�?%<
�@²;òc³/¹�µeÑ�³O²�³z³�¤¸¬�¤Ù·[³�ª�¥�¬�§¡¤D��ÁB¬Ò¥;òMµ¡²@È>µ¡¦�Î�³z´Lµ¡¤ /";D< 4Còl¹B§�â�¦�²4¥l²�¹B§vò>³�¨H¥�¹�µ�¥l¥�¹B³

ªzÎ�µ�²�²�¬�ª�µ�Î>¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ª¶¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ
4πA ≤ L2 ²R¥$¬�Î�Îl¹B§�Î�¨B²�½�§�¦L²4§�´�³¸ª&©�¦�Ñ�³�¨ ²�©B¦�½�µ¡ªz³�²&�

¨7¬�²�ßÂ¥RÌ[Å«³L´�¬�¤B¬�´Lµ¡ÎF²4©B¦�½�µ¡ªz³�²ä¬�¤ ²�Å�µ�ª&³¡ LÇM¹B³�¤D¬�¤9��Ú*®�Ï¶ÜÞ³�¬�Î / � ? 4-§¡ÍB¥$µ�¬�¤B³�¨Ù¥$¹B³Ä²�µ¡´�³
¦$³�²�©BÎ�¥�½�§¡¦-¨7¬�²�ß�¥RÌ[Å`³@²4©�¦4½�µ�ª&³�²P§¡½�¤B³zÖ*µv¥�¬�Ñ¡³ Fäµ¡©�²�²�¬�µ�¤Lª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³� ïÇM¹�³z¦$³�µv½�¥$³z¦Fµ/Ñvµ¡¦�¬�³&¥RÌ�§�½
¨7¬�ºt³z¦$³z¤*¥l´�³z¥�¹B§7¨B²;òc³�¦�³O³z´�ÅBÎ�§vÌ¡³�¨HÍ[ÌHµ�¨7§ 7z³z¤Ô´Lµv¥$¹B³z´Lµv¥$¬�ªz¬�µ¡¤�²>¥�§�ÅB¦$§vÑ¡³Q¥�¹�³Ê²�µ¡´�³O§¡¦
´�§¡¦$³OÖ¡³z¤�³z¦�µ�Î`¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²I���>§�Î / B ì 41©�²�³�¨¶Å�µ¡¦$µ¡Î�Î�³zÎ�ª&©�¦�Ñ�³�²Mµ�¤�¨ �;Î�³(:Bµ¡¤�¨7¦$§vÑ / ���
4�©�²4³�¨
¥$¹B³�´�³z¥�¹B§7¨Ù§¡½-Å`§¡Î�Ì*¹�³�¨7¦�µ�ÎPµ�ÅBÅ�¦�§�:7¬�´�µ�¥�¬�§¡¤1 äË;©�Í«³�¦ / J î 4P¬�´�ÅB¦$§vÑ¡³�¨Â¥�¹B³�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌÂ§�½
È>µ¡¦�Î�³z´Lµ�¤�µ�¤�¨�¬Ò¥�²PÖ¡³z¤�³z¦�µ�Î�¬97�µv¥�¬�§¡¤ä¥$§O²�©BÍB¹«µ�¦$´�§�¤B¬�ªF½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤«²�Í[Ì=�>³�ª�ß¡³z¤[Í�µ�ª�¹Êµ�¤�¨�ã;µ¡¨�A
/ BDCE4� ¶¢�¤D¥�¹B¬�²Ê²�³�ª�¥$¬�§�¤Dòc³LÖ�¬�Ñ�³�µ¸¤�³zò ²4¬�´�ÅBÎ�³HÅB¦�§[§¡½>§¡½

4πA ≤ L2 ½�§�¦/¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì
ªz©B¦�Ñ�³�¨ÿ²�©B¦�½�µ¡ª&³�²Ä©�²�¬�¤BÖó¥�¹�³Þ´Lµ :7¬�´�©B´ ÅB¦$¬�¤�ª&¬�ÅBÎ�³ � FO¬�Ñ¡³z¤ µ ¨7¬�²4ß9¥RÌ[Å«³Þ¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì
ªz©B¦�Ñ�³�¨Â²�©B¦�½�µ¡ª&³

S
Átòc³�ª&§�¤�²4¥�¦$©�ª�¥äµH¨7§�´�µ¡¬�¤

S
¬�¤

R
2 òl¬�¥�¹Dµ�¦$³�µÄÎ�µ¡¦�Ö�³z¦l¥$¹�µ�¤ö¥�¹�µ�¥O§¡½ Sµ¡¤�¨öÅ`³z¦$¬�´�³z¥�³�¦O³�à*©�µ�ÎP¥$§¶¥$¹�µv¥/§¡½

S
 LÇM¹B³�¤ö¥$¹B³�¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌÙ½�§¡¦

S
½�§�Î�Î�§vò;²O¬�´�´�³�¨B¬�µ�¥�³zÎ�Ì

½�¦$§¡´ ¥$¹B³Êª&Î�µ¡²$²�¬�ª�µ�Ît¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³z¥�¦$¬�ªQ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÄ½�§�¦
S
 

��� ���!���
# ��­B �� $ � 0 S ú 'E# '�ú�! ��� 1 43*�ù�ù`ø34I)
ø�û¶ù�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,eøI� 1 4 2�( ,vø�û.'32�( 0 #54�ø 
 )/.Bøzù
4πA ≤ L2 6

Ë;³�¦�³Qòc³Qòl¬�Î�Î`Ö¡¬�Ñ¡³l¥Rò>§�ÅB¦$§[§�½�²-§�½�¥�¹�¬�²c¥�¹�³z§¡¦$³z´¸ F°Q¤B³@¬�²>µÊÖ¡³�§¡´�³&¥$¦�¬�ªlÅB¦$§[§�½1Ö�¬�Ñ�³z¤L¬�¤
/ � +�4�ÁBµ¡¤�¨H¥�¹B³/§¡¥�¹B³�¦l¬�²l´�§�¦�³äµ�¤�µ¡Î�Ì*¥$¬�ªO¬�¤Ô¤«µv¥�©�¦�³� 

�����!#@�B������� ���t��� ���+�
	���" ���C��� $äÈc§¡¤�²�¬�¨B³z¦ï¥�¹B³>½�§�Î�Î�§vòl¬�¤�ÖO²�Å«³�ª&¬�µ�Î7ªzµ�²4³� P·7©BÅBÅ`§�²�³
¥$¹�µv¥

S
¹�µ�²Qªz§¡¤B¤B³�ª�¥$³�¨ö²�´�§[§�¥�¹öÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�ÌÂµ�Î�ÎP§�½-òl¹�§�²�³�Å�µ¡¦$µ¡Î�Î�³zÎïª&©B¦$Ñ¡³�²

lt = {x ∈ S :
dist(x, ∂S) = t} Á�³I:7ªz³zÅ7¥�¥$¹B³�½�©B¦�¥�¹�³�²4¥C§¡¤B³ lr

Ávµ�¦$³�²4´�§[§�¥$¹/²4¬�´�ÅBÎ�³cª&Î�§�²�³�¨äª&©B¦$Ñ¡³�²z 1ØQ³z¤�§�¥�³
Í[Ì

A(t)
¥�¹�³;µ�¦$³�µQ§�½`¥�¹B³;²�³&¥

St = {x ∈ S : dist(x, ∂S) < t}   -@¤�¨7³�¦�¥�¹B³�²4³lµ�²�²�©B´�Å7¥�¬�§¡¤«²
A′(t) = l(t)

Á�òl¹�³z¦$³
l(t)

¬�²Q¥�¹�³�Î�³z¤BÖ¡¥�¹ §�½
lt
 @�c©B¥O¥$¹B³�â�¦$²4¥äÑeµ¡¦�¬�µv¥$¬�§�¤Â½�§¡¦$´�©�Î�µÄ½�§¡¦

l(t)²$µeÌ7²
dl

dt
= −

∫

lt

kds

òl¹B³�¦�³
k
¬�²�¥�¹B³ÔÖ¡³�§[¨B³�²�¬�ª¶ª&©B¦$Ñvµv¥�©�¦�³¶§�½

lt
òl¬�¥�¹ ¦�³�²4Å`³�ª&¥�¥$§ö¥$¹B³¶¬�¤[ò>µ¡¦$¨ ¤B§¡¦$´Lµ�Îc¥�§

lt
 

�Q²�²�©B´�³L¥�¹«µv¥
A′′(t) = l′(t)

µ¡Î�²�§Â³(:7¬�²R¥�²Êµ�¤�¨D¬�²�ªz§¡¤*¥�¬�¤[©B§¡©«²/¬�¤ / Û�Á
r
��  �>ÌÞ¥�¹B³�Fäµ�©�²$² ?

�>§¡¤�¤B³&¥M½�§¡¦$´�©�Î�µ�½�§¡¦
St
Á7ò>³/¹�µeÑ�³

A′′(t) = −
∫

lt

kds = −
∫

St

KdA −
∫

∂S

kds.

·[¬�¤�ªz³
K ≤ 0

Á7¥$¹B³=Fäµ�©�²$² ? �>§¡¤B¤�³&¥>½�§¡¦$´�©BÎ�µÊ½�§�¦
S
¬�´�ÅBÎ�¬�³�²

�4��­�?����
A′′(t) ≤ −

∫

S

KdA −
∫

∂S

kds = −2π.

�Q²�²�©B´�³¶¹�³z¦$³H¥$¹�µv¥
r = sup{t : lt 6= φ}  óÉÂ©�ÎÒ¥$¬�ÅBÎ�Ì[¬�¤�Ö �R��­ ?�� ��Í[Ì 2A′(t) ≥ 0

µ�¤�¨
¬�¤*¥�³zÖ�¦$µ�¥�¬�¤BÖ�½�¦�§�´üÛ�¥�§

r
ÁBò>³OÖ�³&¥

A′(r)2 − A′(0)2 ≤ −4π[A(r) −A(0)].
·[¬�¤�ªz³

A′(0) = L, A(0) = 0, A(r) = A
Á7¥�¹�¬�²lÌ[¬�³zÎ�¨B²

L2 − 4πA ≥ A′(r)2 ≥ 0,
òl¹B¬�ª�¹Ô¬�²M¥$¹B³/¨7³�²�¬�¦�³�¨H¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡ 

¢�¤ Ö¡³z¤�³z¦�µ�Î�Á«¥$¹B³Lµ¡²$²4©�´�ÅB¥�¬�§¡¤�²Q§¡¤Þ¥�¹B³�²4¥�¦$©�ª�¥$©B¦�³�§�½c¥�¹B³�Å�µ¡¦$µ¡Î�Î�³zÎPª&©�¦�Ñ�³�²
lt
µ�¤�¨Ù¥�¹B³

¨7¬�ºt³z¦$³z¤*¥�¬�µ�ÍB¬�Î�¬Ò¥RÌ�§�½
A(t)

¨7§�¤B§¡¥c¹B§�Î�¨1 På@³zÑ�³z¦�¥�¹B³�Î�³�²�²-¬Ò¥M¬�²cÅ`§�²$²4¬�ÍBÎ�³;¥�§�§¡Í7¥�µ�¬�¤HµÊ¦$¬�Ö¡§¡¦$§¡©«²
ÅB¦$§[§�½cµ¡Î�§�¤BÖÄ¥$¹B³�²�³�Î�¬�¤B³�²z �·[©�ª�¹Dµ¶Å�¦�§[§�½c¬�²OÅB¦$³�²�³z¤*¥�³�¨ö¬�¤ / B�
H4
Á1ÅBÅC $®�Û�×�®*¾[ /¢�¤ §¡¦�¨7³z¦O¥$§
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§vÑ�³z¦�ª&§¡´�³@¥�¹B³ä¥$³�ª�¹B¤B¬�ªzµ¡ÎC¨7¬87Äª&©BÎ�¥�¬�³�²�Á7¥�¹�³Êµ�¦$Ö¡©B´�³z¤*¥l¬�²lªzµ�¦$¦$¬�³�¨H§�©7¥l½�§¡¦lÅ`§¡Î�Ì[¹B³�¨7¦�µB �ÇM¹B³
Ö�³z¤B³�¦$µ¡Îtª�µ¡²�³@½�§�Î�Î�§vò;²MÍ[ÌÄÅ�µ�²�²�¬�¤�Ö�¥$§�¥�¹B³/Î�¬�´�¬�¥� 

�

� � � "��C����� ���t�ï��� $;¿C³&¥
x
µ¡¤�¨

y
Í`³Â¬�²�§�¥�¹�³z¦$´�µ¡Îlª&§[§¡¦�¨7¬�¤�µv¥$³�²�§¡¤

S
  ÇM¹B³�¤9¥�¹B³

´�³&¥$¦�¬�ªäµ�¤�¨H¥�¹�³=Fäµ�©�²$²4¬�µ�¤¸ª&©�¦�Ñvµv¥$©B¦$³
K
§¡½
S
ªzµ¡¤¶Í`³/òl¦�¬�¥4¥$³z¤Âµ¡²

�4��­�?*® �
ds2 = e2λ(dx2 + dy2), K = −e−2λ4λ.

�>ÌL¥$¹B³Êª&©B¦$Ñvµv¥$©B¦�³äµ¡²$²�©B´�Å7¥�¬�§¡¤Ôòc³/¹«µeÑ¡³
�4��­�?�­ � 4λ ≥ 0 on S.
¿C³&¥

h
Í`³ä¥�¹B³Ê²�§¡Î�©7¥�¬�§¡¤¶¥�§�¥$¹B³ÊØ@¬�¦$¬�ª�¹BÎ�³&¥;Å�¦�§�ÍBÎ�³�´

�4��­�? Æ � 4h = 0 on S, h = λ on ∂S,
µ¡¤�¨Ô¬�¤*¥�¦$§7¨7©�ªz³ÊµL²4©B¦�½�µ¡ªz³

S̃
òl¹B¬�ª�¹Â¬�²

S
³�à�©�¬�ÅBÅ`³�¨¸òl¬�¥�¹¸¥$¹B³/ý«µ�¥@´�³&¥$¦�¬�ª

g̃ = e2h(dx2 +

dy2)
  �lª�¥$©�µ�Î�Î�Ì

S̃
¬�²�¥$¹B³¸¬�´Lµ¡Ö¡³Ô§�½

S
¬�¤ ¥�¹�³¸ªz§¡´�ÅBÎ�³(: ÅBÎ�µ�¤�³Ô©�¤�¨7³z¦�¥$¹B³¸¹B§¡Î�§¡´�§¡¦$¹B¬�ª

´Lµ�Å
φ(z)

²�©�ª�¹D¥$¹�µv¥
log |φ′(z)| = h(x, y), z = x + iy

 ÙØQ³&â�¤B³
Ã = Area(S̃), L̃ =

Length(∂S̃)
 ïå@§�¥$³c¥$¹�µv¥P¥$¹B³MÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�ÌÊªz§¡¤�¨7¬�¥�¬�§¡¤ �R��­�? Æ �1¬�´�ÅBÎ�¬�³�²

L̃ = L
 PÓB¦$§¡´ �R��­�?*­ ��Á

�4��­�? Æ ��µ¡¤�¨ó¥$¹B³¸´Lµ :7¬�´�©B´ ÅB¦$¬�¤«ª&¬�ÅBÎ�³Ôò>³¶Ö�³&¥
Ã ≥ A

  �>©7¥Lò>³¶¹�µeÑ�³
4πÃ ≤ L̃2 ½�§¡¦

S̃ ⊂ R
2  FË;³�¤�ª&³

4πA ≤ 4πÃ ≤ L̃2 = L2. �

¢�¤�¥�¹B³;µ¡¤�µ�Î�Ì*¥�¬�ª-ÅB¦$§[§�½�ò>³M©�²�³�¨�¥�¹B³lØQ¬�¦$¬�ª�¹�Î�³z¥PÍ`§¡©�¤�¨Bµ�¦$ÌÊÑvµ�Î�©B³>ÅB¦$§¡ÍBÎ�³z´¸ H�cÌ�²4§�Î�Ñ[¬�¤BÖ
¥$¹B³¸´�¬9:7³�¨ Í«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì Ñeµ¡Î�©�³¶ÅB¦$§¡Í�Î�³�´ÔÁc¬�¤«²R¥$³�µ¡¨1Ácò>³Ôª�µ�¤9Ö¡³z¥Lµ ¦$³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³H¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ª
¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ
�

��� ���!���
# ��­B r®�$ /"; � 4 �CøI)
S

��ø # û�ú '�� ) 1
��ø ' 2�( 0 #54$ø * 0 ù�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,eø � #-2 '�'�ú #vù
4 2�( ,�# ) 2�($ø 6 � 2 � �
* '&ø )/.�# ) ∂S ú '�)/.Bø ûvú ' � *�ú�ù,)H27ù�ú *�ù * 0 Γ1

#�ù`û
Γ2

' 2�43. )/.�# )
Γ1

ú '
43*vù«ù`ø34I)
ø�û #�ù`û 43*vù�4 # ,eø 
Äú 6 ø 6 
Hú 0 c(s) ú ' #�ù # (�4I��ø&ù % )/. ��# (�# !Lø() (�ú
� # )�ú *vù * 0 Γ1


G)/.Bøzù
c′′(s)

, #vù«ú ' .�ø*'�* ( �
*�ú�ù,) ' *-2>) � #-(�û 0 (�* ! S 6 ��.Bøzù
�4��­�?*¯ �

2πArea(S) ≤ Length(Γ2)
2

#�ù`ûHø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #vù`û�*vù�� 1Lú 0 S ú '=# � # ) .�# � 0 �4ûvú '�� 6
���t�ï��� $;ÇM¹�³�ÅB¦$§[§�½�¬�²O²�¬�´�¬�Î�µ¡¦;¥�§H¥�¹B³�µ�¤�µ¡Î�Ì*¥$¬�ª/Å�¦�§[§�½�§¡½�¥�¹B³�ÅB¦�³�ª&³�³�¨7¬�¤BÖL¥$¹B³z§�¦�³�´Ô 

ÇM¹B³/¨7¬�ºt³z¦$³z¤�ªz³/¬�²>¥$¹�µv¥;¹B³�¦�³äò>³/²4§�Î�Ñ�³Q¥$¹B³/´�¬ :7³�¨HÍ`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌÄÑvµ�Î�©B³äÅB¦$§¡ÍBÎ�³z´

4h = 0 on S, h = λ on Γ2,
∂h

∂ν
= 0 on Γ1

µ¡¤�¨Ä¥$¹�µv¥l¥$¹B³Êª&§�¤�ªzµeÑ[¬�¥RÌL§�½�¥�¹B³ä½�¦$³z³äÅ�µ¡¦4¥
Γ1

¬�´�ÅBÎ�¬�³�²

∂λ

∂ν
≤ 0,

òl¹B³�¦�³
ν
¬�²>¥�¹B³/§�©7¥Rò>µ¡¦$¨H©B¤B¬�¥;¤B§¡¦$´Lµ�Ît¥$§

Γ1
 FÇM¹B¬�²l¬�²MÍ«³�ªzµ¡©�²4³

0 ≥
〈
∇e−λ∂/∂ye−λ ∂

∂y
, e−λ ∂

∂x

〉
= −

〈
e−λ ∂

∂y
,∇e−λ ∂

∂y
e−λ ∂

∂x

〉

= −e−3λ
〈 ∂

∂y
,∇∂/∂y

∂

∂x

〉
= −e−3λ

〈 ∂

∂y
,∇∂/∂x

∂

∂y

〉

= − 1
2e

−3λ ∂

∂x

∣∣∣∣
∂

∂y

∣∣∣∣
2

= −e−λ∂λ

∂x
=
∂λ

∂ν
.

ÇM¹B³�¤1ÁvÍ[ÌO¥�¹B³>´Lµ :7¬�´�©B´ ÅB¦$¬�¤�ªz¬�Å�Î�³�Á
h ≥ λ

§¡¤
S
µ�¤�¨/¹�³z¤�ªz³

Ã ≥ A
 FÈcÎ�³�µ�¦$Î�Ì

Length(Γ2)¦$³z´Lµ�¬�¤�²-¥�¹B³/²$µ�´�³@©�¤�¨7³z¦M¥$¹B³O¤B³zò ´�³z¥�¦$¬�ª
g̃
µ�¤�¨

Γ1
¬�²>µ�Î�¬�¤B³ä²�³zÖ¡´�³�¤�¥M¬�¤

S̃
 FÇM¹B³�¦�³z½�§¡¦$³
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�4��­�?*¯ �l½�§�Î�Î�§vò;²@½�¦�§�´ ¥$¹B³�¦�³�Î�µ�¥�¬�Ñ¡³Ê¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªÊ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ¸½�§�¦
S̃ ⊂ R

2  Ê·[³�³./"; � 4P½�§¡¦
´�§¡¦$³ä¨7³&¥�µ�¬�Î�²� 

�

¢�¤�¥�¹B¬�²�²�³�ª�¥$¬�§�¤�ò>³l¹�µeÑ�³>²�³z³�¤�¥$¹�µv¥F¤B§�¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�ÌÊª&©B¦$Ñ¡³�¨Ê¥Rò>§�×�¨7¬�´�³�¤�²�¬�§�¤�µ�Î7²�©B¦4½�µ�ª&³�²
²$µv¥$¬�²4½�Ì;¥$¹B³-²$µ�´�³F¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥�¦$¬�ªP¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌOµ¡²

R
2  C¢�¤/¦$³zÖ*µ�¦�¨;¥$§l¹B¬�Ö¡¹B³�¦�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�Î¡¤B§¡¤7×

Å`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì�ª&©�¦�Ñ�³�¨�ã;¬�³�´�µ¡¤B¤B¬�µ�¤�´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨B²�Á �;©�ÍB¬�¤Lªz§¡¤ �R³�ª�¥�©�¦�³�¨�¥$¹�µv¥F¬�¤�¥�¹B³;²�³z¤�²�³l§�½«¥�¹B³
¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªÊ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡Á

R
n ¬�²O´�§¡¦$³�³ 7Äªz¬�³�¤�¥O¥�¹«µ�¤Þµ¡¤[Ì¸ªz§¡´�ÅBÎ�³&¥$³�²�¬�´�ÅBÎ�ÌÙª&§�¤B¤B³�ª�¥�³�¨

ãl¬�³z´Lµ¡¤B¤B¬�µ�¤ ´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨
Mn §¡½;¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³Ô²4³�ª�¥�¬�§¡¤«µ�Îcªz©B¦$Ñeµ�¥�©B¦$³¡  ÉÂ§¡¦$³ÄÅB¦$³�ªz¬�²�³zÎ�Ì¡ÁP¹B³

ªz§¡¤ �R³�ª�¥�©�¦�³�¨Ä¥$¹�µv¥l½�§�¦;µ�¤[ÌÄ¨7§¡´Lµ¡¬�¤
D
¬�¤
Mn

nnωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D)n

µ¡¤�¨¸³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌH¹B§�Î�¨�²;¬�½-µ�¤�¨¸§�¤BÎ�Ì¶¬Ò½
D
¬�²Qµ �F©�ª&Î�¬�¨7³�µ¡¤ÙÍ�µ�Î�Î� ;ãl³�ªz³z¤*¥�Î�ÌÔþäÎ�³z¬�¤B³�¦@/ � � 4Pµ¡¤�¨

Èc¦$§¡ß�³ /"; ë 4;ÅB¦$§vÑ¡³�¨ó¥$¹B¬�²�¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌó¬�¤
M3 µ¡¤�¨

M4 Á-¦$³�²�Å«³�ª�¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì��>ÍB©7¥L¥$¹B¬�²Lª&§¡¤ �R³�ª�×
¥$©B¦�³�¬�²/²R¥$¬�Î�ÎF§�Å«³�¤Þ½�§�¦

n ≥ 5
  � :[¥$³z¤�¨7¬�¤BÖ �;©�ÍB¬�¤C» ²Êªz§¡¤ �R³�ª�¥$©B¦�³�¥$§¸¥�¹B³Äª�µ¡²�³�§¡½>¦$³zÎ�µv¥$¬�Ñ�³

¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª@¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ�Á7òc³/ò>§¡©BÎ�¨¶Î�¬�ß¡³O¥�§�ÅB¦$§¡Å`§�²�³O¥�¹B³ä½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ,�
���B�B� ���t�! �"*�
# ��­B  ­�$ ��ø()

C
��ø # 43*vù�,vø
�/û�* !E#vú�ù�ú�ùG# 4+* !��
��øI)
ø '�ú�! ��� 1 43*vù�ùtø34()�ø�û

�Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù !E#vù«ú 0 * ��û Mn * 0 ù�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,eø 'zø34()�ú *vù
# � 4 2�( , # ) 2�(�ø0#vù`û D # ' 2 �*'zøI)H* 0
M ∼ C 6 &)(�* ,eø=)�.,# )

1
2 n

nωnVol(D)n−1 ≤ Vol(∂D ∼ ∂C)n,

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 D ú '=# � 2�4I��ú�û¡ø�#�ù .,# � 0 ��# ��� 6
�@²@´�³z¤*¥�¬�§¡¤B³�¨Â¬�¤¸¥�¹B³�ÅB¦�³�ª&³�¨7¬�¤�ÖÄ²4³�ª�¥�¬�§¡¤CÁ�¥$¹B¬�²@§¡Å`³z¤ÙÅ�¦�§�ÍBÎ�³�´ü¹�µ�²;Í`³z³�¤ö²4§�Î�Ñ�³�¨¶½�§¡¦

n = 3
¬�¤ /";DCE4Cµ�¤«¨H½�§�¦

n = 4
¬�¤0/2; � 4� 

æ ��ç�è <�ì�?[é ?*ë � � è&é ?���î < ��ñ�ê�ñ ?%<
·[§Q½�µ�¦Pò>³c¹�µeÑ�³>²4¥�©«¨7¬�³�¨�´Lµ¡¤*Ì/¬�²�§¡Å`³z¦$¬�´�³&¥$¦�¬�ªF¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥$¬�³�²C¥$¹�µv¥�¦$³zÎ�µv¥$³-¥$¹B³MÑ¡§¡Î�©B´�³>§�½

µÊ¨B§¡´Lµ�¬�¤Äòl¬�¥�¹Ä¥$¹�µv¥>§�½C¬�¥$²cÍ`§¡©B¤�¨�µ�¦$Ì¡ ï¢�¤Ä¥�¹�¬�²cÎ�µ�²R¥M²4³�ª�¥$¬�§�¤1Á�¹�§vòc³�Ñ¡³z¦�Á¡ò>³Q²�¹�µ¡Î�Îtª&§�¤�²4¬�¨7³�¦
µ !$# � ½�¦�§�´IµÞ¨B§¡´Lµ�¬�¤ ¬�¤*¥�§óµö´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨9µ�¤«¨ ¨7³�¦�¬�Ñ¡³¸µ�¤ ¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ ¥�¹�µ�¥�¦$³zÎ�µv¥$³�²�¥�¹B³
¬�¤*¥�³z¦$¬�§¡¦M³z¤B³�¦�Ö�ÌL§�½ï¥�¹B³/´Lµ¡Å¶òl¬�¥�¹¸¬�¥$²lÍ`§¡©B¤«¨Bµ�¦$ÌÄ³z¤�³z¦$Ö¡Ì¡ 

Èc§¡¤«²4¬�¨7³z¦Oµ
C2 ¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª/´Lµ�Å u ½�¦$§¡´ µHª&Î�§�²�³�¨¸©�¤B¬Ò¥äÍ�µ¡Î�Î

B̄ ⊂ R
n ¥�§

R
k, n ≥ 2

 
ØQ³&â�¤�³

E(u)
µ�¤«¨

E(u|∂B)
¥$§�Í`³O¥�¹B³ä³z¤�³z¦$Ö¡Ì�§�½1¥$¹B³ä´Lµ�Å

u
µ¡¤�¨Ä§¡½1¥�¹�³O¦$³�²4¥�¦$¬�ª�¥�¬�§¡¤H§�½

u¥$§
∂B

Á¡¦$³�²�Å«³�ª�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì� ïÇM¹�³z¤L¬�²P¥�¹B³�¦�³Qµ�¤[Ì�¦$³zÎ�µv¥$¬�§�¤�²4¹�¬�Å�Í«³z¥Ròc³�³z¤
E(u)

µ¡¤�¨
E(u|∂B)

¥$¹�µv¥
¦$³�²�³z´�ÍBÎ�³�²�¥$¹B³@¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ªl¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ �¸Ë;³z¦$³@ò>³Qµ¡¤�²�òc³�¦F¥�¹�¬�²>à*©B³�²4¥�¬�§¡¤Hµ 7L¦�´Lµv¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì
�
ò>³Ù§¡ÍB¥$µ�¬�¤ µó¦$³zÎ�µv¥$¬�§�¤�²4¹�¬�Åÿ¬�¤ µ ²�¹�µ�¦$Å9½�§¡¦$´¸Á@ªzµ¡Î�Î�³�¨9¥$¹B³ ú ' *�ø&ùtø ( %�19¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ�ÁM½�§¡¦Ôµ
Ö�³z¤B³�¦$µ¡ÎF¥$µ¡¦�Ö�³&¥�´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨

Nk µ�²�ò>³zÎ�ÎMµ¡²
R

k  óÓ�¬�¦�²R¥�ÁF¬Ò½ N ¬�²�µÞ¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�Î�ÌDª&©B¦$Ñ¡³�¨
k
×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�Î�ãl¬�³z´Lµ¡¤B¤B¬�µ�¤Ô´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨�Á7¥�¹�³z¤¸òc³/²�¹B§vò

(n− 1)E(u) ≤ E(u|∂B),
òl¹B³�¦�³P³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌQ¹B§¡Î�¨B²�òl¹B³�¤

N = R
k µ�¤�¨ u ¬�²1µM¹�§¡´�§�¥$¹B³&¥RÌQ§¡¦1µ�¤/§�¦4¥$¹B§¡Ö�§¡¤�µ¡ÎeÅB¦�§ �R³�ª&¥�¬�§¡¤ªz§¡´�Å«§*²4³�¨öòl¬�¥�¹ µÙ¹B§¡´�§�¥$¹B³&¥RÌ� Ô·[³�ª&§�¤�¨�Áïòl¹B³z¤

Nk ¬�²�µ�¤[Ì ãl¬�³�´Lµ�¤B¤B¬�µ�¤D´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨�Áïò>³
ÅB¦$§vÑ¡³

(n− 2)E(u) ≤ E(u|∂B),
òl¹B³�¦�³ä³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌL¹B§�Î�¨�²l¬Ò½

N = Sn−1 ⊂ R
n µ¡¤�¨

u(x) = x/|x|  ¢�¤ ·[©�Í�²4³�ª�¥$¬�§�¤ � Æ   ®BÁï¥�¹B³¶´�³z¥�¹B§7¨ §�½l¥�¹�³¶¬�²4§[³�¤B³z¦$Ö¡ÌÞ¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌDòl¬�Î�ÎM³�¤�µ�ÍBÎ�³Ä©�²�¥$§
³�²R¥$¬�´Lµv¥$³Ôµ¡¤ ©BÅ�Å«³�¦�Í`§¡©�¤�¨ ½�§�¦�¥�¹B³¶â�¦�²R¥�³z¬�Ö¡³�¤*Ñvµ¡Î�©B³Ô§�½@¥�¹B³¸¿Cµ¡ÅBÎ�µ�ª&¬�µ�¤ §�¤ µÞ´�¬�¤B¬�´Lµ�Î
²�©BÍB´Lµ�¤�¬Ò½�§�Î�¨¶¬�¤Ô¥$¹B³Ê²4Å�¹B³z¦$³¡ 
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æ �Cç�æ«ç�è <�ì�?[é!?*ë � � èzé!?���î < ��ñ�ê � �1ñ < � ì«éïì«ê�ì`é�ñ�ð¡ñ�ê � ç �@²$²�©B´�³Q¥$¹�µv¥
Mn, Nk µ�¦$³

ãl¬�³z´Lµ¡¤B¤B¬�µ�¤ ´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨B²¸òl¬Ò¥$¹
Nk ¬�²�§¡´�³&¥$¦�¬�ªzµ¡Î�Î�Ìÿ³z´�Í«³�¨B¨7³�¨ ¬�¤

R
m   ÜÞ³óÎ�§[§¡ß µ�¥Ùµ

Í`§¡©B¤«¨7³�¨Ô´Lµ�Å
u : M → N

òl¹B§*²4³äâ«¦$²4¥;¨7³z¦$¬�Ñvµ�¥�¬�Ñ¡³�²lµ¡¦�³ä¬�¤
L2 �«²�©�ª�¹Ôµ�´Lµ¡ÅÔ¬�²M¥$¹B§¡©BÖ�¹*¥

§¡½>µ¡²/µ¶´Lµ�Å
u = (u1, . . . , um) : M → R

m ¹�µeÑ[¬�¤BÖÔ¬�´�µ¡Ö¡³Lµ�Î�´�§�²4¥/³zÑ¡³�¦�Ì[òl¹B³�¦�³�¬�¤
N
 

ÇM¹B³�¤H¥$¹B³Høzù`ø ( % 1
E(u)

§¡½
u
¬�²;¨7³zâ�¤B³�¨HÍ[Ì

E(u) =

∫

M

|∇u|2,
òl¹B³�¦�³ |∇u|2 =

∑m
i=1 |∇ui|2

Á ∇ui
Í`³z¬�¤BÖÊ¥$¹B³;Ö¡¦�µ¡¨B¬�³�¤�¥F§¡½

ui
§¡¤

M
  |∇u|2 ¬�²-ª�µ�Î�Î�³�¨�¥�¹B³øzù`ø ( %�1¶û¡øzù�'�ú�) 1H§�½

u
 ;ÇM¹B³�ªz¦�¬�¥�¬�ªzµ¡ÎCÅ`§¡¬�¤�¥�²;§¡½

E(u)
§¡¤Ô¥�¹�³�²�Å�µ¡ªz³/§�½F´Lµ�Å�²Qµ�¦$³/¦�³z½�³z¦$¦�³�¨

¥$§�µ�²�.�# (*!H*�ù�ú 4D!$# ��'� -ÇM¹[©�²
u ∈ C2 ¬�²l¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªQ¬Ò½�µ�¤�¨Ô§�¤BÎ�ÌH¬Ò½

�4� Æ ?����
∆M u ⊥ TuN.

�J¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªÊ´Lµ¡Å
u
¬�²D'*) # )�ú *�ù�# ( 1Ô¬�½-¬�¥$²O³z¤�³z¦$Ö¡Ì¸¬�²äªz¦�¬�¥�¬�ªzµ¡Î�òl¬�¥�¹ ¦�³�²4Å`³�ª&¥@¥$§¶Ñvµ�¦$¬�µv¥�¬�§¡¤«²

§¡½ï¥$¹B³Ê¥RÌ[Å`³
u ◦ Ft

Á`òl¹B³�¦�³
Ft : M → M

¬�²OµÄ²�´�§*§¡¥�¹ÂÅ�µ�¥�¹Ù§¡½-¨7¬�º`³�§¡´�§¡¦$ÅB¹B¬�²4´L²l§¡½
Mâ�:7¬�¤BÖ¸¥�¹�³LÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì� H¢
¥�ªzµ¡¤DÍ«³H²�¹B§vòl¤ ¥�¹«µv¥�²4¥$µv¥$¬�§�¤�µ�¦$ÌÙ¹�µ¡¦�´�§�¤B¬�ª�´Lµ�Å«²Ê²�µ�¥�¬�²R½�Ìö¥�¹B³

´�§¡¤�§�¥�§�¤B¬�ª&¬�¥RÌQÅB¦$§¡Å`³z¦�¥RÌ;½�§�¦C¥$¹B³c²$ªzµ¡Î�³-¬�¤[Ñvµ�¦$¬�µ¡¤*¥C³z¤B³�¦�Ö�Ì@¬�¤ÊÍ�µ¡Î�Î�²z �ÜÞ³M²4¥$µv¥$³-µ�¤�³�à*©B¬�Ñeµ¡Î�³�¤*¥
½�§�¦�´ §¡½C¥$¹B³/´�§¡¤B§¡¥�§¡¤�¬�ªz¬Ò¥RÌÄ¬�¤Ô¥�¹B³ä½�§�Î�Î�§vòl¬�¤BÖ�Î�³z´�´LµB 

� ��#�#�� � Æ  �� $���øI)
Bρ = {x ∈ R

n : |x| < ρ} #vùtû B = B1
6 � 0 u : B1+ε → Nk, ε >

0

Pú '=#E'�) # )�ú *vù
#-( 1 .,#-(*!=*vù«ú 4=!E#
� 
 � ø .�#-,vø

�4� Æ ?*® �
(n− 2)

∫

B

|∇u|2 =

∫

∂B

(
|∇u|2 − 2

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)
, r = |x|.

���t�ï��� $;ÇM¹�³/´�§�¤B§�¥$§¡¤B¬�ª&¬�¥RÌ�½�§¡¦$´�©�Î�µ / Gäë 4�Á�/"1 ð 4�²$µeÌ7²

ρ2−n

∫

Bρ

|∇u|2 − σ2−n

∫

Bσ

|∇u|2 = 2

∫

Bρ−Bσ

r2−n

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2

,

½�§�¦
0 < σ < ρ < 1 + ε

 Få;§¡¥�¬�¤BÖ�¥�¹�µ�¥ ∫
∂Bρ

f = d
dρ

∫
Bρ
f
½�§�¦;µ�Î�´�§*²R¥;µ¡Î�Î

ρ
Á�¨7¬�º`³�¦�³�¤*¥�¬�µv¥�³

¥$¹B³ä½�§¡¦$´�©BÎ�µ�òl¬Ò¥$¹Ô¦$³�²�Å`³�ª�¥M¥$§
ρ
µ�¤�¨¸²�³&¥

ρ = 1
 

�

ÇM¹B³Lâ«¦$²4¥Ê¬�²�§[³z¤B³�¦�Ö�Ìö¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌö§¡½M¥�¹B¬�²�²�³�ª&¥�¬�§¡¤D¹B§¡Î�¨B²Ê½�§¡¦�µÂ²4¥$µ�¥�¬�§¡¤�µ¡¦�ÌÞ¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª
´Lµ�ÅÔ§�½

B1+ε
¬�¤*¥�§Lµ�¤Âµ�¦$ÍB¬�¥�¦�µ�¦$Ì�¥$µ�¦$Ö¡³z¥l´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨� 

��� ���!���
# � Æ  r®�$=/2; � 4 �CøI)
n ≥ 3

#vù`û ' 2 ����*�'zø )/.�# )
u : B1+ε → Nk 
 ε > 0


cú ' #
'*) # )�ú *vù�# ( 1�.�# (*!H*�ù�ú 4D!$# �Dú�ù�) * # �Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù !E#vù�ú 0 * ��û N 6 ��.Bøzù

(n− 2)E(u|B) ≤ E(u|∂B),

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1;4 #�ù ��ø # ) ) #�ú�ù`ø�ûLú 0 N = Sn−1 ⊂ R
n #vùtû u(x) = x/|x| 6

���t�ï��� $;¿C³&¥ ∇ui
¨7³z¤B§¡¥�³O¥�¹�³/Ö¡¦�µ¡¨7¬�³z¤*¥l§�½

ui
§�¤

∂B
 c°QÍ�²�³z¦$Ñ¡³Q¥�¹«µv¥

E(u|∂B) =

∫

∂B

∑

i

|∇ui|2 =

∫

∂B

(
|∇u|2 −

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)
.

¢
¥l½�§�Î�Î�§vò;²c½�¦�§�´ �R� Æ ?[® �F¥$¹�µv¥

�4� Æ ?�­ �
(n− 2)E(u|B) = E(u|∂B) −

∫

∂B

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2

,

òl¹B¬�ª�¹DÖ¡¬�Ñ¡³�²ä¥�¹B³Ô¨7³�²�¬�¦�³�¨Þ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ� ¶¢
½
u(x) = x/|x| Áï¥$¹B³z¤ |∂u/∂r| = 0

µ�¤«¨D¹B³z¤�ªz³
³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌL¹B§�Î�¨�²z 

�
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	 �¡ ���¬��ä¿1³�´�´LµÞ� Æ  ���µ�¤�¨DÇM¹B³�§¡¦$³z´ � Æ  r®L½�µ¡¬�ÎP¥$§Ô¹�§¡Î�¨Ù½�§�¦/¤B§¡¤�²4¥$µ�¥�¬�§¡¤�µ¡¦�ÌÂ¹«µ�¦�×
´�§¡¤�¬�ªO´Lµ�Å�²� F·[³z³E/ G@ì 4 / C ñ 4�½�§¡¦;²�©�ª�¹¸´Lµ�Å�²� 

��¬�¬��lÜ ³�²4¹�§¡©BÎ�¨¸¦�³�´Lµ�¦$ß`Á�¬�¤Â¦$³zÎ�µv¥$¬�§�¤¶¥$§HÇM¹B³�§¡¦$³z´£� Æ  r®7Á �« �ÈQ  Ü §[§[¨1» ²;¥�¹B³�§¡¦$³z´ ¥$¹�µv¥
µ¡¤*Ì ²4´�§[§�¥$¹D¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª�´Lµ�Å

u
�
n ≥ 2

�äòl¹�¬�ª�¹ó¬�²�ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥Ê§�¤
∂B

¬�²�ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤*¥G/ � ì 4
��²4³�³�µ�Î�²4§�/ � � 4��(��¥$¹B³�ª�µ¡²�³/½�§¡¦@òc³�µ�ß[Î�ÌÔ¹�µ¡¦�´�§¡¤�¬�ªä´Lµ�Å«²;¬�²@²4¥�¬�Î�Îï§¡Å`³z¤ ��²4³�³G/21 ð 4C½�§¡¦@¥�¹B³
¨7³zâ�¤B¬�¥�¬�§¡¤¸§�½ïòc³�µ�ß[Î�ÌL¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªO´�µ¡Å�²��� 

��¬�¬�¬ ��Üÿ¹B³�¤
n = 3, 4, 5, 6,

¥$¹B³z¦$³c¬�²PµQ²�³�à*©B³�¤�ª&³ {φi}
§�½
C2 ¹�µ¡¦�´�§�¤B¬�ª-´Lµ�Å�² φi : B̄ →

Sn ⊂ R
n+1 ��²�³z³$/21 � 9 4 �c²�©�ª�¹H¥�¹�µ�¥

φi(x) = (x, 0)
½�§�¦

x ∈ ∂B
Á
E(φi) < E(φi+1)

Á�µ¡¤�¨

n− 2 = inf
i

E(φi|∂B)

E(φi)
.

å;§vò5ò>³ÄÅB¦$§vÑ¡³�¥�¹B³¶¬�²�§[³z¤B³�¦�Ö�ÌÙ¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌÙ½�§�¦�µ¸¹�µ¡¦�´�§¡¤�¬�ª�´Lµ�ÅD½�¦$§¡´
B̄
¬�¤*¥�§

R
k  

�@ÎÒ¥$¹B§¡©BÖ�¹Ù¬�¥Q¬�²Qµ¶²4Å`³�ªz¬�µ¡Î�ªzµ�²4³�§�½�¥$¹B³�¬�²4§[³�¤B³z¦$Ö¡Ì¶¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌÔ½�§�¦@¹�µ¡¦�´�§¡¤�¬�ª/´Lµ¡Å�²@¬�¤*¥�§Ôµ
¤B§�¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�ÌHª&©B¦$Ñ¡³�¨¸²4Å�µ�ª&³G��ÇM¹B³z§�¦�³�´£� Æ   Æ ��Á7ò>³�²4¥$µv¥$³/¬Ò¥Q¬�¤�¨B³zÅ`³z¤�¨7³�¤*¥�Î�Ì¶Í`³�ª�µ�©�²�³ä¥�¹B³
ÅB¦$§[§�½ï§�½C¥$¹B³ �F©�ªzÎ�¬�¨7³�µ�¤Âªzµ�²4³ä¬�²l¨7¬Òºt³z¦$³z¤*¥@µ¡¤�¨H¬�¤*¥�³�¦�³�²R¥$¬�¤BÖ�¬�¤¸¬Ò¥�²M§vòl¤¶¦$¬�Ö�¹*¥� 

��� ���!���
# � Æ   ­�$E/"; � 4 � 2 ����*�'zø�)/.�# ) u ú '�#0'*!H*>* )/. .�# (*!H*�ù�ú 4 !$# � 0 (�* ! B̄ ⊂
R

n, n ≥ 2,
ú�ù�) *

R
k 6 ��.Bøzù � ø .�#-,vøD)�.�øÊú ' *�ø&ùtø ( % 1Lú�ùtø � 2,# �Òú�) 1

(n− 1)E(u) ≤ E(u|∂B),

� .�ø (�ø�ø�� 2,# ��ú�) 1�.
* ��û�'Êú 0 #�ù`û;*�ù,� 1Hú 0 u ú '=#G�Òú�ù`ø�#-( !E#
� 0 (�* ! R
n ) *

R
k 6

���t�ï��� $@�4� Æ ?«� �c¬�´�Å�Î�¬�³�²

∆ui = 0, i = 1, . . . , k.
Ë@³z¤�ªz³

E(u) =
1

2

∫

B

∆
∑

i

u2
i =

∫

∂B

∑

i

ui
∂ui

∂r
≤

(∫

∂B

∑

i

u2
i

)1/2(∫

∂B

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)1/2

,

òl¹B³�¦�³�ÁPòl¬Ò¥$¹B§¡©7¥�Î�§�²$²Ê§�½QÖ¡³z¤�³z¦�µ�Î�¬Ò¥RÌ�Áïò>³Hµ�²�²�©B´�³ ∫
∂B ui = 0

½�§¡¦
i = 1, . . . , k

 0-Q²4¬�¤BÖ
�4� Æ ?�­ �@µ¡¤�¨¸¥$¹B³Ê½�µ�ª�¥O¥�¹�µ�¥

n − 1
¬�²;¥$¹B³�â�¦$²4¥Q³�¬�Ö�³z¤[Ñvµ�Î�©B³Ê§¡½�¥�¹B³�¿Cµ¡ÅBÎ�µ�ª&¬�µ�¤Â§�¤

∂B
Át§¡¤B³

²�³z³�²>¥�¹�µ�¥>¥$¹B³/¦$¬�Ö�¹�¥�×�¹«µ�¤�¨Ô²4¬�¨7³ä§�½ï¥�¹�³/ÅB¦�³�ª&³�¨7¬�¤�Ö�¨7¬�²�ÅBÎ�µeÌH¬�²;µ�¥l´�§*²R¥
(

1

n− 1

∫

∂B

∑

i

|∇ui|2
)1/2

(E(u|∂B) − (n− 2)E(u))
1/2

.

Ë@³z¤�ªz³OÍ[ÌÔª&§¡´�ÍB¬�¤B¬�¤�Ö�¥$¹B³/¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥�¬�³�²;µ¡Í«§vÑ�³Q§�¤B³äÖ¡³&¥�²

E(u)2 ≤ 1

n− 1
E(u|∂B)

(
E(u|∂B) − (n− 2)E(u)

)
,

òl¹B¬�ª�¹ÄÖ�¬�Ñ�³�²-¥�¹B³/¨7³�²4¬�¦�³�¨L¬�²4§[³z¤�³z¦$Ö¡Ì�¬�¤B³�à*©�µ�Î�¬Ò¥RÌ� �ÉÂ§¡¦$³z§vÑ�³z¦F³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌL¹B§�Î�¨�²-¬�½ïµ¡¤�¨L§¡¤�Î�ÌL¬�½
ui
¬�²;µ�ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥l´�©BÎÒ¥$¬�Å�Î�³/§¡½

∂ui/∂r
µ¡¤�¨

∆∂B ui + (n− 1)ui = 0, i = 1, . . . , k,
òl¹B¬�ª�¹Ô¹B§¡Î�¨B²M¬�½Pµ¡¤�¨Ô§¡¤BÎ�ÌÄ¬�½

u
¬�²;µ�Î�¬�¤B³�µ�¦l´Lµ�Å¶½�¦�§�´

R
n ¥�§

R
m  

�

��� ���!���
# � Æ   Æ $=/2; � 4 � 0 u ú 'D# '�!=*>* )/.�.,#-(*!=*vù�ú 4 !E#
� 0 (�* ! B̄ ⊂ R
n, n ≥ 2,

) *
#
k
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *vù�# � �Qú�øI!$#�ù�ù�ú #�ù !E#vù«ú 0 * ��û N * 0 ù�*vù ��*�'�ú�)�ú�,eø='zø34()�ú *vù
# � 4 2�( , # ) 2�(�ø 
H)/.Bøzù

(n− 1)E(u) ≤ E(u|∂B).
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���t�ï��� $;ÇM¹�³ �c§7ª�¹B¤�³z¦ï½�§¡¦$´�©BÎ�µ / � � 4`²�µeÌ7²�¥�¹�µ�¥F¬Ò½
u : Mn → Nk ¬�²P¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªc¥�¹B³�¤

�4� Æ ? Æ �
1
2∆|∇u|2 = ||∇′du||2 −

∑

α,β

RN (u∗eα, u∗eβ, u∗eα, u∗eβ) +
∑

i

RicM (u∗θi, u
∗θi),

òl¹B³�¦�³ ∇′ ¬�²�¥$¹B³MÅB©BÎ�Î�Í�µ�ª�ßÊª&§�¤B¤B³�ª&¥�¬�§¡¤�½�¦�§�´ TN
Á
e1, . . . , en

¬�²�µ�¤�§¡¦�¥�¹B§�¤B§¡¦$´Lµ�Î¡Í«µ¡²�¬�²�½�§¡¦
TM

µ�¤�¨
θ1, . . . , θk

¬�²F§¡¦�¥�¹B§�¤B§¡¦$´Lµ�Î*½�§¡¦
T ∗N

 PË;³z¤«ª&³l½�§�¦
M = B̄

µ�¤�¨
N
¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì

ªz©B¦�Ñ�³�¨�Á |∇u|2 ¬�²L²�©BÍB¹«µ�¦$´�§�¤B¬�ª�  ·[¬�¤�ª&³Ô¥$¹B³¸´�³�µ�¤ Ñeµ¡Î�©�³Ô§¡½QµD²4©�ÍB¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªL½�©�¤�ª�¥$¬�§�¤§�¤ÙµÄ²4Å�¹B³z¦$³/§�½�¦�µ¡¨7¬�©�²
r
ªz³z¤*¥�³�¦�³�¨Âµv¥;¥$¹B³�§�¦�¬�Ö¡¬�¤¸¬�²@´�§�¤B§�¥$§¡¤B¬�ªzµ¡Î�Î�ÌH¤�§¡¤�¨7³�ª&¦$³�µ�²4¬�¤BÖLµ¡²Qµ

½�©B¤«ª�¥�¬�§¡¤¸§¡½
r
Á�§�¤B³/ªzµ�¤¸¨7³�¨7©�ª&³ä¥$¹�µv¥

E(u)

ωn
≤ 1

nωn

∫

∂B

|∇u|2 =
1

nωn

(
(n− 2)E(u) + 2

∫

∂B

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)
,

òl¹B³�¦�³ä³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ�½�§�Î�Î�§vò;²>½�¦�§�´ �R� Æ ?[® �� -·[§

�4� Æ ?*¯ �
E(u) ≤

∫

∂B

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2

.

ÇM¹B³�¤Ôµ�¨B¨7¬�¤BÖ �4� Æ ?�­ �c¥�§��R� Æ ?[¯ �cÖ¡¬�Ñ¡³�²>¥$¹B³/¬�²4§[³z¤�³z¦$Ö¡ÌL¬�¤B³�à*©�µ¡Î�¬�¥RÌ¡ 
�

���������
	 ®7 Ô¢�¤ ªzµ�²4³
u
¬�²�µÂ¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª�´Lµ�ÅD½�¦$§¡´ µÂÍ�µ�Î�Î

Bρ
§¡½l¦$µ�¨7¬�©«²

ρ
¬�¤*¥�§

N
ÁP§¡¤�³

§�Í*Ñ[¬�§¡©�²�Î�ÌL¹�µ¡²

(n− 1)E(u) ≤ ρE(u|∂Bρ
).

Üÿ¹B³�¤ÿ¥�¹B³Þ¥$µ¡¦�Ö�³&¥H´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨
N

¬�²¶¤B§¡¤�Å«§*²4¬�¥�¬�Ñ¡³�Î�Ì ª&©B¦$Ñ¡³�¨ òc³Þ¹�µeÑ¡³Ùµ¡¤ ³(:[¥$³z¤�²�¬�§�¤
¥$¹B³z§�¦�³�´5Í[Ì �F³�Î�Î�² ?B·7µ�´�Å�²�§¡¤ / � 1
41µ¡¤�¨HËQµ�´�¬�Î�¥�§�¤ / J�< 4 � FO¬�Ñ¡³�¤

φ ∈ C3(B̄,N)
Á�¥$¹B³z¦$³O¬�²

µH¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª/´Lµ�Å
u ∈ C2(B̄,N)

²4©�ª�¹ö¥�¹�µ�¥
u = φ

§¡¤
∂B

Á1µ�¤�¨
u
¬�²Q¹�§¡´�§�¥$§¡ÅB¬�ªä¥�§

φ
 

·[¬�¤�ªz³Q¥$¹B¬�²M¥�¹B³�§¡¦$³z´ôµ�Î�Î�§vò;²>©�²M¥$§�¬�´�Å`§�²�³Êµ�ªz§¡¤�¨B¬Ò¥$¬�§�¤Ô§�¤
u|∂B

ÁB³¡  Ö� �ªz§¡¤7½�§�¦�´Lµ�Î�¬�¥RÌ¡Á7§¡¤�³
ª�µ�¤ö§�Í7¥$µ¡¬�¤DµÔ´�¬ :[¥�©�¦�³L§¡½-¥�¹�³�¬�²�§*³�¤B³z¦$Ö¡ÌÂ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌöµ¡¤�¨ö¥�¹B³L¬�²4§�Å«³�¦�¬�´�³&¥$¦�¬�ª�¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ
µ�²>½�§¡Î�Î�§vò;²� 

�O�!�`�!"5" � � � � Æ  r¯�$ /"; � 4 � 2 ����*�'zø Nk ú 'Où�*�ù ��*�'�ú�)�ú�,vøI� 1H4 2�( ,vø$ûE#�ù`ûD��øI) Bn = {x ∈
R

n : |x| < 1}, n = 2, 3 6
��µ � � 0 u : B̄2 → N

ú ''.,#-(*!=*vù�ú 4$#�ù`û
u|∂B

ú '=#;43*vù,'�) #vù�)6'���ø$ø�ûG!$# � 
 )/.Bøzù

4πArea(u(B)) ≤ 2πE(u) ≤ Length(u(∂B))2.
��Í�� � 0 u : B̄3 → N

ú ''.,#-(*!=*vù�ú 4$#�ù`û
u|∂B

ú ' 4+*�ù 0 * (*!$# � 
 )/.Bøzù

E(u) ≤ Area(u(∂B)).
��ª&� � 0 u : B̄n → N

ú ''.�# (*!H*�ù�ú 4$#vùtû
u|∂B

ú ' 43*vù 0 *-(*!E# � 
 )�.�ø&ù

(nωn)3−nE(u)n−1 ≤ Vol(u(∂B))2.
���t�ï��� $;ÇM¹�³Ââ�¦�²R¥H¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ9¬�¤ ��µ �L¬�²Hòc³�Î�ÎQß*¤�§vòl¤1  ÓB§¡¦H¥�¹B³Þ²4³�ª&§¡¤«¨�Ál©�²�³Â¥�¹B³

ªz§¡¤�²4¥$µ¡¤�¥O²4Å`³z³�¨Âª&§¡¤«¨7¬Ò¥$¬�§�¤öµ�¤«¨ÂÇM¹B³z§�¦�³�´À� Æ   Æ  l¼�µ�¦�¥ ��Í��l¬�²QµH²4Å`³�ªz¬�µ¡Îïª�µ¡²�³/§�½ ��ª �� OÓB§¡¦
��ª&��Á�Î�³z¥

k2 Í«³ä¥$¹B³Êª&§�¤7½�§¡¦$´Lµ�Ît½�µ¡ª&¥�§�¦>§¡½ u|∂B
 FÇM¹B³z¤

E(u) ≤ 1

n− 1
E(u|∂B) =

∫

∂B

k2 ≤
(∫

∂B

1

)(n−3)/(n−1)(∫

∂B

kn−1

)2/(n−1)

= (nωn)(n−3)/(n−1) Vol(u(∂B))2/(n−1). �
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æ �Cç�9�ç � ñ ��?[é � < ��î!? � <zê�ñ A < ê>?`ç FO¬�Ñ�³z¤�µ�¤
(n−1)

×
¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Î*´�¬�¤B¬�´Lµ¡ÎB²4©BÍ�´�µ¡¤7×
¬�½�§¡Î�¨

Σ
¬�¤
Sl ⊂ R

l+1 Á O××Σ
¬�²@¥�¹B³�ª&§�¤B³/½�¦$§¡´ô¥�¹�³�§�¦�¬�Ö¡¬�¤

O
§�½

R
l+1 §vÑ¡³�¦ Σ

Á`¥�¹�µ�¥O¬�²zÁ
¥$¹B³;©B¤B¬�§¡¤L§¡½t¥�¹B³;©�¤B¬Ò¥>Î�¬�¤B³@²�³zÖ�´�³z¤*¥$²P½�¦$§¡´

O
¥�§/¥$¹B³@Å`§¡¬�¤*¥$²�§¡½

Σ
 P¢
¥-¬�²Fò>³zÎ�Î�ß[¤B§vòl¤�¥$¹�µv¥

O××Σ
¬�²Êµ¡¤

n
×�¨7¬�´�³�¤�²�¬�§�¤�µ�Î�´�¬�¤B¬�´Lµ¡Î-²4©�ÍB´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨ö§¡½

R
l+1  Ä¢�¤ ¥�¹B¬�²Ê²�³�ª�¥$¬�§�¤Þò>³�ò>µ¡¤*¥

¥$§¶ª&§�¤�²�¬�¨7³�¦@¥$¹B³�¬�²�§[³z¤B³�¦�Ö�ÌÔ¬�¤B³�à�©«µ�Î�¬Ò¥RÌ¸§�½>µÄ¹�µ¡¦�´�§¡¤�¬�ª�´�µ¡Å
u
½�¦$§¡´

O××Σ
¬�¤*¥$§

R
k  /¢�¤

¥$¹B³@ÅB¦$§[§�½�§�½�¥$¹B³@¬�²�§*³�¤B³z¦$Ö¡Ì�¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ�§¡½CÇM¹B³z§�¦�³�´ � Æ   ­äòc³;©«²4³�¨�¥�¹B³@½�µ¡ª&¥-¥�¹«µv¥
n− 1

¬�²
¥$¹B³äâ�¦�²R¥;³�¬�Ö�³z¤[Ñvµ�Î�©B³ä§�½ï¥�¹B³Ê¿�µ�ÅBÎ�µ¡ªz¬�µ¡¤¶§�¤

Sn−1  cË;§vò>³zÑ¡³�¦�Á[ò>³Ê¨7§L¤B§¡¥;ß*¤�§vò ¥�¹�³/³(:Bµ¡ª&¥
Ñvµ�Î�©B³/§¡½ï¥$¹B³/â�¦�²4¥;³z¬�Ö¡³z¤[Ñvµ�Î�©B³

λ1(Σ)
§�½P¥�¹�³Ê´�¬�¤B¬�´Lµ�Îï²4©BÍ�´�µ¡¤B¬�½�§¡Î�¨

Σ ⊂ Sl  lÇM¹B³z¦$³&½�§�¦�³�Á
¬�¤�²4¥�³�µ�¨¸§�½-¨7³�¦�¬�Ñ[¬�¤�ÖHµ�¤Â¬�²4§[³�¤B³z¦$Ö¡ÌÔ¬�¤�³�à*©�µ�Î�¬�¥RÌ¡Á`òc³Ê§�Í7¥$µ¡¬�¤CÁ«Í[Ì¸¦�³�Ñ¡³�¦$²�¬�¤�Ö�¥$¹B³�µ�¦$Ö¡©B´�³z¤*¥�Á
µ¡¤�©BÅBÅ`³z¦�Í`§¡©�¤�¨�§�½B¥$¹B³Mâ�¦�²R¥P³z¬�Ö¡³�¤*Ñvµ¡Î�©B³>¬�¤�¥$³z¦$´L²�§¡½�¥$¹B³M³z¤B³�¦�Ö�Ì/§�½�¥$¹B³M¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ªc´�µ¡Å

uµ¡¤�¨L¬�¥$²cÍ«§�©B¤�¨Bµ¡¦�Ì�³z¤�³z¦$Ö¡Ì¡ PÇ�§�¨7§�¥�¹B¬�²zÁ[ò>³@¤B³�³�¨Ä¥�¹B³Q½�§¡Î�Î�§vòl¬�¤BÖÊ´�§�¤B§�¥$§¡¤B¬�ª&¬�¥RÌ�§�¤
O××Σ

 
� ��#�#�� � Æ   Ï�$
��øI)

Σ
�$ø #vù

(n−1)
�4û�ú�!�øzù�'�ú *vù
# �>' 2 �I!$#�ù�ú 0 * ��û * 0 Sl ⊂ R

l+1 6 � 0 u ú '# .,#-(*!=*vù�ú 4=!E#
� 0 (�* ! O××Σ
ú�ù,) *

R
k � .[ú 43.¸ú ' C2 2 � ) *E#vù`ûLú�ù�4I� 2�ûvú�ù %E)/.Bø �3* 27ù`û # ( 1

Σ

6)/.Bøzù

(n− 2)

∫

O××Σ

|∇u|2 =

∫

Σ

(
|∇u|2 − 2

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)
.

���t�ï��� $;¿C³&¥
Σρ = {x ∈ O××Σ : |x| < ρ}  �å;§¡¥�³ä¥$¹�µv¥l¥$¹B³Êà*©�µ�¤*¥�¬�¥RÌ

�4� Æ ?�Ï �
Θ(ρ) = ρ2−n

∫

Σρ

|∇u|2

¬�²M¬�¤[Ñvµ�¦$¬�µ�¤*¥>©�¤�¨7³z¦Q²�ª�µ�Î�¬�¤BÖ« �ÉÂ§¡¦$³QÅ�¦�³�ª&¬�²4³�Î�Ì�Á7¬Ò½Pòc³/¨7³�¤B§�¥$³
uρ(x) = u(ρx)

Á7¥�¹B³�¤

Θ(ρ) =

∫

Σ1

|∇uρ|2.
·[§Lµ�¥

ρ = 1
òc³/²�³z³ä¥$¹�µv¥

d

dρ
Θ(ρ) = 2

k∑

i=1

∫

Σ1

〈
∇ui,∇

duρ
i

dρ

〉
= 2

k∑

i=1

∫

Σ

〈x,∇ui〉
duρ

i

dρ
− 2

k∑

i=1

∫

Σ1

4ui
duρ

i

dρ
.

·[¬�¤�ªz³ 〈x,∇ui〉 = duρ
i /dρ

Á
duρ/dρ = ∂u/∂r

§�¤
Σ
µ�¤�¨ 4ui = 0

§¡¤
Σ1
ÁBò>³äÖ¡³z¥

�4� Æ ?[¾ � (
d

dρ
Θ(ρ)

)

ρ=1

= 2

∫

Σ

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2

.

ÇM¹[©�² �4� Æ ?[Ï �>µ�¤�¨0�R� Æ ?7¾ �Mª&§�´�Å�Î�³z¥�³O¥�¹B³/Å�¦�§[§�½R 
�

��� ���!���
# � Æ  �¾
$ �CøI)
Σ

��ø�#vù
(n − 1)

�4ûvú�!Løzù�'�ú *vù
# � ' 2 �(!E#vù«ú 0 * ��û * 0 Sl ⊂ R
l+1

#�ù`û���ø()
u : O××Σ → R

k �$ø #�.,#-(*!=*vù«ú 4 !E#
� � .[ú 43. ú ' C2 2 � ) * #�ù`ûöú�ù�4I� 2�ûvú�ù % )/.Bø
�3*-27ùtû # ( 1

Σ 6 ��.�ø&ù

�4� Æ ?�Õ �
λ1(Σ) ≤ E(u|Σ)

E(u)

(
E(u|Σ)

E(u)
− n+ 2

)
.

���t�ï��� $lÜ ³ä½�§¡Î�Î�§vò ¥�¹�³/ÅB¦�§[§¡½�§�½PÇM¹B³z§�¦�³�´á� Æ   ­�µ�¤«¨¶©«²4³/¿1³�´�´�µÔ� Æ   ÏB F·[§

E(u) =
1

2

∫

O××Σ

∆
∑

i

u2
i =

∫

Σ

∑

i

ui
∂ui

∂r
≤

(∫

Σ

∑

i

u2
i

)1/2(∫

Σ

∣∣∣∣
∂u

∂r

∣∣∣∣
2)1/2

≤
(

1

λ1(Σ)

∫

Σ

∑

i

|∇ui|2
)1/2(

E(u|Σ) − (n− 2)E(u)
)1/2

.
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Ë@³z¤�ªz³

λ1(Σ)E(u)2 + (n− 2)E(u)E(u|Σ) −E(u|Σ)2 ≤ 0,
òl¹B¬�ª�¹ÔÖ¡¬�Ñ¡³�² �4� Æ ?[Õ �� 

�

�O�!�`�!"5" � � � � Æ   Õ�$ ��ø()
Σ

��ø #vù øI! �$ø�û�û¡ø�û !�ú�ù�ú�!E# � .%1
��ø (�' 2�( 0 #�4�ø¶ú�ù Sn 6 � 0 u :
O××Σ → R

k ú ''.�# (*!H*�ù�ú 4$#vùtû
C2 2 � ) * #vùtûLú�ù�4(� 2�û�ú�ù %.)/.Bø �+* 27ù`û #-( 1�
 )/.Bøzù

(n− 1)E(u) ≤ (−n+ 2 +
√
n2 − 2n+ 2)E(u|Σ).

���t�ï��� $QÈc§�´�ÍB¬�¤B³E�R� Æ ?*Õ �>òl¬Ò¥$¹öÈc¹B§¡¬ ?*ÜDµ�¤BÖ«» ²>³�²R¥$¬�´Lµv¥$³$/2; � 4 �

n− 1

2
≤ λ1(Σ). �

���������
	 ­B �¢�¤¸µL²4³�¤�²4³E�4� Æ ?�Õ �>¬�²l²�¬�´�¬�Î�µ�¦M¥�§¶Èc¹«µeÑ¡³zÎ�» ²c³�²R¥$¬�´Lµ�¥�³$/2; B 4 �

λ1(S) ≤ (n− 1)

n2

A2

V 2
,

òl¹B³�¦�³
V

¬�²Ù¥�¹B³ Ñ�§¡Î�©B´�³ó§�½Äµ�¤
n
×�¨7¬�´�³z¤�²�¬�§�¤�µ�Î�´�¬�¤B¬�´Lµ�Î�²�©BÍB´Lµ¡¤B¬Ò½�§�Î�¨

S
§¡½Lµ¡¤

m
×

¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤�µ¡Î�ª&§�´�Å�Î�³z¥�³@²�¬�´�ÅBÎ�Ì�ª&§¡¤�¤B³�ª&¥�³�¨�¤�§¡¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³zÎ�Ì�ªz©B¦�Ñ�³�¨�ãl¬�³z´Lµ�¤�¤B¬�µ¡¤L´Lµ�¤B¬�½�§¡Î�¨
M

µ�¤�¨
A
¬�²O¥$¹B³LÑ¡§�Î�©B´�³�§�½

∂S
 HÈc¹�µeÑ¡³�Î�» ²O³�²4¥�¬�´Lµv¥�³�Á1òl¹B³�¤Dµ¡ÅBÅBÎ�¬�³�¨Ù¥$§

S = O××Σ ⊂
M = R

n+1 òl¬�¥�¹ Σn−1 ´�¬�¤B¬�´�µ¡Îc¬�¤ Sn ⊂ R
n+1 Á�¬�´�ÅBÎ�¬�³�² λ1(Σ) ≤ n − 1

Á�òl¹�¬�ª�¹ ¬�²
¤B§¡¥�¹B¬�¤BÖ¸¤B³�ò/  �;Î�²4§¸§�©B¦/³�²4¥�¬�´Lµv¥�³ �4� Æ ?*Õ �&ÁCòl¹B³�¤Dµ¡ÅBÅBÎ�¬�³�¨Þ¥�§

u =
¬�¨7³z¤*¥�¬�¥RÌ¡ÁP¨7¦�µeò;²Q¥�¹B³

²$µ�´�³Mª&§¡¤«ª&Î�©�²4¬�§¡¤�Í«³�ªzµ�©«²4³
(n−1)E(id) = E(id|Σ)

  �>©7¥F²�¹B§¡©BÎ�¨/¥$¹B³z¦$³M³(:7¬�²R¥�µO¹�µ�¦$´�§¡¤B¬�ª
´Lµ�Å

u : O××Σ → R
k ²$µv¥�¬�²4½�Ì*¬�¤BÖ

�4� Æ ?�Ú �
(n− 1)E(u) > E(u|Σ),

¥$¹B³z¤¸§¡¤�³Oò>§¡©�Î�¨¶Í«³Êµ¡ÍBÎ�³Q¥$§Äª&§�¤�ª&Î�©�¨7³O½�¦$§¡´ �4� Æ ?[Õ �-¥�¹�µ�¥
�4� Æ ?���Û �

λ1(Σ) < n− 1,
òl¹B¬�ª�¹Ùò>§¡©BÎ�¨Ù¨7¬�²�ÅB¦�§vÑ�³/Ã-µ�©C» ²Oª&§�¤ �R³�ª&¥�©B¦$³ / � <�Á�¼F¦$§¡ÍBÎ�³z´±��Û�Û 4
 @¢�¤ö½�µ¡ª�¥�Á�²4¬�¤�ª&³

RicO××Σ¬�²�¤�§¡¤BÅ`§�²�¬Ò¥$¬�Ñ�³¡Á�§�¤B³Ôªz§¡©BÎ�¨ ¨7³�¨7©�ªz³H½�¦$§¡´ ¥�¹�³ �>§7ª�¹B¤B³�¦�½�§�¦�´�©BÎ�µ �R� Æ ? Æ �Ê¥�¹«µv¥ |∇u|2 ¬�²²4¥�¦$¬�ª&¥�Î�ÌH²�©BÅ«³�¦�¹«µ�¦$´�§�¤B¬�ª@ÅB¦$§vÑ[¬�¨B³�¨

||∇′du||2 +
∑

i

RicO××Σ(u∗θi, u
∗θi) < 0.

ÇM¹B³�¤H¥$¹B³Êµ�¦$Ö¡©�´�³�¤*¥M§¡½C¥$¹B³/ÅB¦$§*§¡½�§¡½PÇM¹B³�§¡¦$³z´Ý� Æ   Æ ò>§¡©�Î�¨¶¬�´�ÅBÎ�Ì �R� Æ ?�Ú �& 
���B�B� ���t�  �"*�
# � Æ   Ú�$ ��*�ø(' )/.Bø (�ø�ø
��ú '*) # .�# (*!H*�ù�ú 4=!$# �

u : O××Σ → R
k 'I# )�ú '��

0 1vú�ù %��R� Æ ?�Ú � �
���B�B� ���t�  �"*�
# � Æ  ���Û�$	��øI)

Σ
��ø #vù

(n − 1)
�4ûvú�!Lø&ù,'�ú *�ù�# �@ø(! ��ø$û�û¡ø�û0!�ú�ù�ú�!E# �

.�1
�Bø (�' 2�( 0 #�4�ø * 0 Sn 6 ÷ !$# � u : Σ → Sn ⊂ R
n+1 ú ' 'I#vú�ûD) * ��ø-Í«µ�Î�µ�¤�ªz³�¨Âú 0 ∫

Σ u
ø�� 2,# �2'

)/.Bø ��ø (�*�,eø34I) * (�ú�ù
R

n+1 6 � *�ø('=)/.Bø (�øLø
�¡ú '*) # ��# �8#vù�4�ø�ûÂøzù`ø ( % 1.!�ú�ù«ú�!�ú
�zú�ù %�!$# ��* 0 Σú�ù�) *
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λ1(Σ)Vol(Σ) = λ1(Σ)

∫

Σ

|u|2 ≤
∫

Σ

|∇u|2 < E(id) = (n− 1)Vol(Σ).

Ó�§¡¦öµÿ´�¬�¤B¬�´�µ¡Î�²�©B¦�½�µ¡ªz³ó§�½Hª&§7¨7¬�´�³z¤�²�¬�§¡¤ ≥ 2
Á�¥�¹�µ�¥Þªzµ�²4³ ¦$³�µ¡Î�Î�Ì §7ª�ª&©B¦�²z I¿C³&¥

ψ :
S2(

√
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u : Ṽ → S4 Í[Ì u = 1√
3
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E(u) = 1
3E(id).
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λ1(Ṽ ) = 2
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